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PREFACE 


Par I’edilion clc cc Tome V cIoh (ouvros d ’Henri Poincare, 1’ Academic 
dcs sciences rcprcnd aujoiircl’hui une publicalion (jii’elle avail di’i, par 
suilc dcs circonslances, inlcrroinpre pcndanl dc longues anuses. Ilciunir 
cn une scric de volunries Ics me moires epars de rilluslre malhemalicicn 
fran(;ais en les classant suivanl Ics dinerentcs l)ranchcs de la science 
auxqiieUcs ils sc rapporlenl (car I’espril puissanl dc Poincare a jcLc de 
la lumierc sur les sujels les plus divers), Lei etail Ic hul (jno s’cLail 
propose I’v^cadcmie en commcnf;auL celLc publication. Kn I reprise par 
les soins de la scclion do geomelrie, I’ddilion avail dd (Ure inlcrrornpuc 
a))rcs la mise on librairiedu Tome III en i()34' dinicullbs rinauciercs 
du mo men I, puis la guerre, 1’ occupation el lours Gonsii(|uences 
cinpecheront onsuilo de poursuivre I’oeuvre commenoee. 

Or, on i()4d, au cours d’une reunion internalionale dc Malhematicicns 
lenuc ii Gen6vc, Ic voou fill exp rim 6 par dc nombreux savants franyais 
el elrangers ipie cello publicalion des mdmoiros d’licnri l^oincare fiU 
reprise. Averlie de co voou, 1’ Academic dcs sciences ful unanime 
ponser qu’cllo devail fairo iin cllbrl pour lui donner salisfaclion. 

Mais bicn des difllculltis sc prison laicnt . L’Acad(imic nc disposail 
d’aucun fonds pour reprendro une edition dans des conditions doveiuies 
Ires onercuscs el olio nc pouvail gucre esperor oblcnir unc subvention 
spbeiale dcs poiivoirs publics, Sur la proposition de M. Gaston Julia, 
PAcaddmie ddcida de s’adresser a la Soci^ld dcs Amis dc I’l'icole Poly- 
icchnique, Hcole dont Henri Poincare ful jadis un des plus il In sires 
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sieves, pour ill i demander do constiLiicr en son sein un Gomilo special 
charge de recueillir des foiids, dc Ics giircr eL d’assurer loiiles Ics charges 
financieres de Tedition. 

Les choses ayani pu s’arranger ainsi, gri\ce a Faimable obligcance de 
la Socl6Le des amis de I’l^colcpolylechniquc, I’edilion des Tomes IV cl V 
fill imrncdialemerii crivisagce. Le Tome V ( Arillimelique el Algebre) 
termine Ic premier a pu parailre des mainlenarU. Ga publicalion du 
Tome [V (fm des memoires d’ Analyse) a etc relardee par diverscs circons- 
lances, mais pourra, nous I’esperons, avoir lieu assez procliaineinent. 

L’idilion du Tome V que nous presen Ions aujourd’hui au public 
scieiililique a pu elre assurcc grAce a des dons imporlarils provcnanl du 
Centre national de la Recherche scicnufique, de rUnion inlernalionalc 
d’Aslronomie et des l^levcs de I’l^colc polylcchnique (promotions iqdb 
cl io 47)* Ges giiiiereux donateurs ontdroilhnos bien vifs rcniercimcnls, 
ainsi que la Sociel6 des amis dc I’Gcole polylcchnique. Grftce a leiir 
concours, nous pouvons, pour le grand profit du rayonnemenl dc la 
pens6e fraiiQaise, poursuivre relTorl enlrepris el rcsl6 inacheve. Nous 
devons aussi rendre hommage au travail elTcctu^ par la Commission 
academique chargee de la publicalion des oeuvres d’Henri Poincare et 
cn particulier ii la part prise dans ce travail par M. Gaston Julia qui, 
parson aclivit6 incessanle el son devouement, a perrnis, tant en prove- 
quant la constitution de la Commission academique et du Comile 
financier qu’en assurant la direction scienlifique dc la publication, de 
realiser le present volume dans le d6lai minimum. 

El nous ne devons pas oublier de remercier aussi la maison Gaulhier- 
Villars pour les soins qu’elle a apporlcs h. I’impression dc cel Ouvrage. 


Louis de Biioclik, 
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Los rociioi’oiios cL loh publicii Lions do [[onri Poiuciu'e siir l’A]g(ibro ol 
I’Arilhmeluino sonl. Iros divorsos. CorLnlnos so riUtaolifiiit a dos Lravaux 
contoinporains d’AriLhn3dli({iio qidila ouriciiis do nuUliodos cl (ridrios noiivollos. 
Gar « sHl limit pen, el sam s' usLraindre h saivre la lon}>ue cJiatne de ddduc- 
lionSs In trame served de d<\/iniUons at de ihooriimes^ il allait Lout droit au 
rdsultal qui lui puraissait le centre du na'inioire^ il V interpnHait et le 
repensait a sa maniiire. Il le contrdlait par ses propres moyens; apres (pioi 
seulement^ il reprenait le livre en main et y jelail un rapid e regard 
circitlaire, 

C’chl ainsi (jidim grand ii()inl)r(j do sos Notes ol do scs Miiinoiros out (U(> 
inspires par dos Lravaux, dcs exposes on dus iiuUiiodos do Glohscli, Sloin(3r, 
Lio, SylvosLcr, Lagnorre, Appoll, Hill, Iladainard, Gauss, Ib'nvn is, Eisonsloin, 
IIoriniLo, Soiling, Korkino ol ZoIolaroIV, Lojouno Dirichlol, Kummor, 
Dodekiud, Jordan, Tohohichoir, Fredholm, olo... 

D’aiilros oonoornont dos applioa lions il I’arilhmdliquo do ses ddcouvorlos 
d’analyso, mais aussi I’utilisaliou do I’arillimdtiquo dans la consLriiclion do 
cGlLo analyse, oar « nul mienx que lui no si\l ddcouvrir, enire les dioerses 
parties de la science des relations iniprovues,, parce que personne ne sdt 
mieux dominer celle scienee de tons las edicts li la fois » (’•*), G’osi lo ens 
pour los dludos snr les invariants nrllhmtUiquos, sur Jos groupcs fuchsions, 
dont corlains qualifies arillimdliqtios sonl ongondrds par dos subsliliitions 
anlomorphos do formes quadra liqii os, sur les fonc lions fiiclisirnnos d6finios 
pai* CCS groiipos arilhmdlicpios ol qui onl un lli6or^'nio d’addition; sur los 
propri6l(is arilhindliquos dos courbos n)g6])riqnos. On sail nolninmont que co 
dornior travail a dui Foriginc do nombruusos rochorclms ulldriciiros. 

(*) Letti'C do M. I*. HouLroux k M, MiUag-I.efllcr « snr In fnfon dont LrnYnilluit son onole 
{Acta Math,, Tome 38-JEJ, ipTi, p. lOo). 

(’) J. IIadam.uu), J'opuvrc inalhitnatiquo. de llmri PoincarA {Actn, Math.^ lor. oil., p. ao/j). 
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Eti raison do colLO divorsIU!, on a urn iilihi d(' ^roiipi'i' lt‘s iiolo'^ ol ni('>iiiulta!s 
dll pnisoiil volniiu3, non par ordro (;lu’ou()logi(|n(), • iiniis pai' ^np'ls d’c'hidcs. 
On a nliliso a coL od'oi l’AnaIy.s(! n'sdi^o'to snr son Lravan\ par llcnri I'oincaiV* 
iLii-nujinc. Los dlvei’sos purlins (;ii onl (U(’‘ nnnu^rohn's (<1 diisi'^noos par niir 
indication somniairo. Los nolo.s an cour.s ilos pa^os ('(unplt'lrnl li"i I'olVnanun's 
d’Hcnri Poinoard, on priicisonl (|uolqnos-uns d(* srs raisoimrnH'nIs, on lonani 
cuniplo do l’(^Lal aclnol do la sciouoo inalln^niall(|ni). Dos nohis pins rlondnos 
domionlupros cluujno paiiio (jnol{|ii(',s indications sni' 1(‘ (L''V(‘lopp(*im‘n| pn'‘^(‘nt 
lies tlniorics on sur los (jucstious qni rtssltinl ('‘Lndior, 

A. (L 
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TIIAVAUX SUR L’ALGEBRE ET L’ARITIIMETIQUE 


Kaitk 1>au II. I'OINdAltli. 


Artu innlheitKttU'ity 1. liB, ji. 81) rl 0''i !)2 i mti (toai). 


XII. Alg'ebre fd, 39 , 42 , 4 i), 80 ], 


[ 1 1. (VosI pur nil probU^ino (l’Arlltiin(Ui([UO <juo j’ui c(uuliuL ii m’occiipor 
(l’Alg 6 bi’(!. Ijii Ui^orlo dos Ibrnifis nnthm('!t,i(juos (jl dtjs .sub.sLilu Lions [iiubiii-OA i\ 
oocdTioiouLH oiillors up[>U(pids I'l oo.s form os os I on oH'oL inliiuomoiiL lioo u I’(^Lud(! 
ivl};('dn'i([uo do cos unbiios formos ol dos Kid)s Li lii lions lim^divos ti 000 Hi cion I s 
(jiudoompios (ju’ olios pouvonL subir. 

Cost (liusi (pin j’ai anionrt, u donx ropriso.s dillVironLos, a I’OcbcrclioiMjiiollos 
soul los formos u1g('d)ri(pio.s (jiii no soul pas nllciriSiss par uno.std)SliLiilion liiu^airo 
donmio ol(]iiols soiiL los groupos oouLiinis fornirts par cos .sii])slilulIons. Apros 
avoir (dassi (A, 80) lo.s subslilulioiis liudairos ou (pialro culdgorios jouissnul do 
propriiUds diddronlus, j’ai cliorclid ([uoUos dlaionl los formos cubi(|uos tornairos 
ol (pialoruairos ([ui sonl roprodnilos par uno .subsliliilion lindalrc domido ol 
par iin faisoeau.{}) do .subsliLulions, c’osUVdiro par uii {'roiipodo siibsliluLions 
pormulabl(5s doux A donx. J’ai rdsolu dgalomcnl lo prol)l(';mo invorso, c’osl- 
(\-diro quo j’ai d(U<H'mijid los sul)sliluLions qiii roproduisenl iino fornio cubiqiie 
loruairo douudo, co qiii m’dlail ndcossairo pour le bill arilliindliquo quo j’avais 
on vuo. 


(') Oa dim it do pvAfiSrence ftcuicllcaioiu an gvoupe abilicn (A. C.)' 
II. P. — V. 
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II I’ehlaiLii U'Oiivui’ los forinos oiibicjuO', ([imlcriialrfis rjiu no soul pas a!l<’'i‘t!<'s 
par diverses sulisLitulions liiidalros non pdvniutahlas rntra ,)’y suis arrivd 
paruua iiKilhodo tpii osL foaddo siir Ib'inploi do « tiiaKiluils do .lao()l)i » <‘l dcml 
M, Soplius Lie a fait usui^e dans des pr()l)lein(!S imaldffiios. La iih'iIkmIi' iddlaii 
d’aillouri. pas rcslreinle anx foraies cid)iquos (|iiaternali'(5s el permol lail do 
ti’oiivcr (jiiellcs soiiL los surfaoos (pii iks sonl pas alldia'ui.s [)ai' dcMi\ trauslorina- 
lions liuinologiqiios uoup(M’imilQl)leh, 

[2]. Depuis, j’ai ilnudii cos rt^suUals (d{)) au cas gi'nu'u’ul do la raoou sui 
vanlo. Ayanl iiidi{jud la manidro de fernier los groiijMis oonlenus dans lo gnmju! 
Undairc a n variables, j’ai dliidid los forinc'S bomogdiies par rapjoirl a cos 
variables, qui iie sont. pas aUdrdos ])ar Itis sMbsliluliims dbni do, (‘<‘s p;rniipos 
el j'ai reconmi quo ous formes sallsfonl a uii eertaiu noudn-e d’eqnalion.s an\ 
ddrivdcs parliellGS formanl on c.omplal. la'S plus sinijdrs dos groupos 

conlliius eu queslion JouissenL de qiiolqiujs projjridlds (pie je vais dmnioer 
succinclemenL. Si Lon forme le ddLoriniuaiU des eoeCrudenls dbrne snbsLllulion 
liiidairo t\ variables, qii’on ujoule -|- S ii eluumn des hinnes de la diag(»nalo 
prineipalo, ot qu’on dgale a zdro le ddtenniuanl aiiisi (diLeiiu, on a niu^ ct'rlaiiK' 
equation en S do dogrd n, 

Un groiipe conlinu conliont, Loujoiirs uiio iiillnild do faiscoanx; on dfiinonlro 
quo, s’ily a dans lo grouj)o uiie snhsliUiLiou admellanl line ei'rlaine ibpialiim 
en S, il y aura dans tons les faisceait'M daproupo nne subslilnliou adnuMlunl 
collQ mdine dqnaLioii on S. 

Larmi los groupos eonlinus diml je vions de parlor, los jilns inidrossants soul 
ceux qni domienl naissaiicc a un .sysidine do nonibres eonijilcxes i\ mnlli)dioii- 
tion non commiUaLive (commo sonl, jiar exouiplo, los (piaLornions), .I’ai 
ddmonlre quo toiUes les 6(piallon.s on S des subsLiUi lions de ees gronpes uni 
des rncluos muliiplos. 

[3] . Jo suis rovonu depuis siir cos groupos parliculiers (40). Los reobercbes 
do M. Sylvoslor sur les inairices avaicnldo noiivoau alLird I’atlontion des savants 
sur los nombres complexes. On pouvail so doinander s’il on (‘xisiail d’anlres 
quo cos matrices et lours combinaisons. J’ai monltV. qu’il y on avail cuooro 
d aiUres classes parmi lestpiollcs j’ai signals uno classo de Larnions, 

[4] . Jo ratlac dioiai a cos dludos ulgdbritj^ues uno Nolo (42) mi j’dumice un 
I'&uItaUnaloguo 4 uii imporlaiit lh(Soi'6,iio do M. l.aguorrc. Soil uno Equation 
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algdbriqiio njuiiL p raciuos jiosillvos; j’ai clibnoiiU'd f[u’ou poiiviiit Lotijoui's cn 
inulliplior lo premier membre par iin jiolynvimo clioisi do lello sorLe (pic Ic 
prodiuL n’ail (|uo p variations. Parmi tons les polynomes qiil satis foul it eotlc 
contliliou, il y on a dvidoinmenL un doiU le dogiat esL niininuim; inuis jo n’ui pu 
1(3 Iro liver (jiie dans dcs (3as parliculiors, 

XIV. Algebre de I’infini (89, 91, 215). 

[5J. .Pai (ilb conduit, pur div(3rses considib’utions, a uno g(tn6ralisalion do la 
tlioorie dos dtiterminanls el des proeddiVs par lesipiols on rilsouL ii liqua lions 
lim^aircs a n iiiconnues. 

Dans cerlainos questions d' Ana lyse, on esL conduit a envisagor un sysLibiie 
do relations quo I’on jieut regard or com me uno infinite (['equations lim^aircs a 
uno indnitd d'inconnuos. 

Soil un sysLcmo do nombres donmis formant un tableau iudni i\ double 
entree. Jo dcisignerui le Lermo giiiutral do co tableau par la notation 

a„i, Di, /> =: i, w). 

1^0 probleiue a riisoudre consisto a dc^ terminer uno Indniti) do nombres 

.Ti , X’if , . , , n'm . . • ) 

do telle fa(;on (jue los stories 

Uv- i/j 

f(=3i 

soiont absolumont convergontes el aiont pour somrnes o. 

Ges ('njua lions limbiires, (pie I’on pout (icrire 

V ™ 

n 

so ronconlront on par lieu lier dans les clrcons lances suivnntes . 

i'’ Quand on cborolio lo quotient do deux siirios trigonoimUriqiK's; 
a" Quand, ayant it inti^gror uno (Equation d[ir6renLicne limtaire (lent les coef- 
ficients sont dos sitries lrigonom6triquos, on cherche i y satis fairc par uno 
autre s(irlc Irigonomdtrique. 

Go dernier problcmo sc roncontro souvent on M6caniqiic celeste.' 
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Jus(]u’u CCS (Icmiors letups, on nc s’t^liuL pus pi'iMiocupc dc s{iv(tir a <|iu'lU)s 
coii'lilious los regies ordiiiaircs du calciil j)ouviilciil cUm’ aj)]di<jii(''i's a da saiii 
blabics cqiialious CcpcndaiiL douv savnnls, ayani i'(‘iu)nulrd cc tiirtiia |)ro!)(aiiu' 
dims dcu\.ordi'cs do rcclicrclics Ires dill’drciils, u’oiiL piis li('!'^il('i a t‘iiiplo\ ai’ li!s 
regies do I’Algebro ordinalra,. 

L’mi d’eux esl M . Apptdl, qui csl iirrivdii das a([nali(ms da la roniia (|iit! iitiiis 
(iUidioiis ca clierchaitL a ddvoloppoi' las I'onclioiis (dllpli([nas t'li sarias Irigmio- 
m('‘lri(jacs. Lcs Lrailaal (ra|)ras las regies du (iiil, il (!st parvaiui a d(is (’(trnnilas 
qui concordoiiLitvcc las resullals hieii conmis ou aonduisoiil las anlra.s malb(Kl('s. 

D'uaaulro c6L(5, M. Iflll, on voidaal delerauiuii' la luuuvamaul du |K''rigat( dt! 
la lame, a aj)pliqiu^ aussi au problema qiil nous ucaupa, las pruaddas nrdinairas 
da I’Algebre. Cepiindant, lo nombraauqiud il arrive dill'('!re.lras jiau du uumbra 
observe, eL la faiblc divergeiico t|ui subsIsU; proviaiil simpleiiu'iil <le l’iiialluais<m 
de I’orbiLe qua M. Hill uvaiL nt^gligee. 

La liardiesse de M. Appall ol ctdbi de M. Hill avaitutl dune dgalaimutl 
hoiireuses; muis alias nVjLaituil jiisliliaas qua juir la sueaes. Ndaiuiinins ea suaaas 
lui-ineine devnil I'aire dtlsirer vine aLiule raiionuella de la quasiiun. 

C’asL collG 6lude ipie ]’ai enlro|)rise dans deux eourlas (Nolas iuseri'ias an 
Bidletin da la Societa Mat hemal i<jae da h'rance (81), 1)1 ). Je siiis |mrvanu .’i 
di'unouLrer rigourcuscmcul (juo les dipinlions eonsidan'es par MM. Appall ai 
Hill admcLLani oll’eelivemcnL les sola Lions Irnnvea.s par ee.s aulaui'h. iMai.s tdles 
on admoLlGiiL eii invlme temps vine iuHiilLil d'auLres. Liles ne suflisanl dona pus 
pour ddLennitior les inconnuos. M. Appall, do nu'nie qua M. Hill, (diaraluiit 
calculer (os coeflioienls dbuio sdrie. Or, eos eoorHeienLs ne devaiiml. pas .s(«iil(>- 
tuoul salisfalro aux liqualioiis eiivisageos, ils devateiU eneore Mru lels (|iie la 
s6rio fuL convGi’geiite. Or, parinl lessoliilious <m noinhre inlini (jui uduuMlaiit 
CCS (iqualioiis, il ,se Lrouve qu’ime seule reinpltl ceLle seennde eondiliun, al e’e.sl 
pricisdmeiiL eelle dcs aulours quo j (5 vieus de eilcr. 

G osl ceLle oireousUinco qui expLupte le sucees (d)lenn jiar ces diMix savants 
g6om6lrcs; leiir mdlbode esl maiuLenanl a I’ahri de Inulo objealion; inal.s il a.sl 
ais^ de voir qiie les considdralions qidds out {nvo(pi(‘es ne siilTi.saiant pas pour 
le juslificr. 

Je vals momtonanl parlor dos proct^dAs qui nMoiit fail, parvenir i\ ee.s la'isviUut.s. 
J’ui comincucA par m’occuper du cas pariioulior on 
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olj’ni I’GConmi (juo la solulioii du prolilcmd di^poiirlail do la (h^coniposllion dc 
la fonction mdromorpluj 

JiT) 

oil fi’acLtons siuiplos, on appelanL/(3) la foucLiou oiilu'rc LraiiscondanLe qui 
adniet pour zrtros Ics aombrui. c/„. 

J’al rGGoaun dgaloniiail qidoii poiU rairo usage do consuldnillona analogues 
dans le cas gdndral. 

Enfin, j’ai roaeouLrii iia fait i’('‘(}llouient inallciidu el loula fail pai’llculior a 
ccllG llidorie. Les dgalilds a Lraiter 

rtfi/Wi'/i (I, 

\ 

qui souL en noiahre infiai, peuvonl ftlre retnplncces par ime inliniu’! d’indgaliltis. 
11 siilTil, cii olVel, ])oiiv qiie los aieaihres ;r,i sallsfasseuL a ees ^qunLions, que 
corlaiaes sdrios qui on cldpondenL soienl absolument convorgenles. 

Dans I’lHudo do ceUe question, on osl naliii’clloinenl conduit ft eousidftrerdes 
diUermiuaiiLs d’oi'di'o inflni, A cot cHet, on (knum lo labloau ft double eiiLifto 
dos qnantU6s on fonnora un dftlei’ininant avee los n pi’Oiniftics lignes olios 
II premieres eolonuos do eo labloau, ol bon fora croilro ainsi n imbdiniinenL. II 
conviont do supposor 

ff/tn-- I* 

On doit alors so doniandor ft quelle condition un pa roil dfttorminanl converge. 
J’ai Lrouvft pour cos ddtorminanls uno rftglo do convergonoe qui prdsoulo la 
plus grande analogio avoo la regie relative aux prod nits iulhiis. 

Mats en cc qui eoucorno I’app Heal ion do la nudbodo do ftl. Hill ft la Mdca- 
iiique cdleslo, ton los les difficult{^s n’(^laiont pas surmontc^cs. bo dfttorminant 
do Hill dftpoiid d*uu certain paramotre. 11 fallail dftmonlrer d’abord quo c’osl 
uno fonction ontiftro deco paramfttre, puisque cotie fonction on lift re sc rftduit 
ft un cosinus. 

.I’y suis parvenu (279, Chap. XVU) (') par uno application dos mftmo.s 
priucipos ; mais dans la premiere marchc quo j’ai suivie pour cola, il a ftlft 
ndccssairo do dfttorminor lo genre do collo fonction ontiftre et j’ai dii pour cola 
mo sorvir dos tliftorftmos de M. Tladamard oitftsplus liauL (Chap. VI) Pour 


(•) Les mdlhotles notwcUes de la j]fdeaniqtte cilesle^ t. 2, ifigS (A. 

(^) (.liapili’c dt5 I’Analyno dca Traviiiix Scieiilifir(iiOH coitsacri'! li In Thdorle ^cndvale des 
foncUons dhmo variable^ T. 4 des QUiau'Cs (A. C.). 
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Gvilcr CO (l(M,oar, j’ai cm devoir mvonir (tilB) snr In inniic (lucsiit.n ol j’nisiin- 
pli(i(i coiistd^rablomoiiL inii pronilcm dciiion.sl ml loii. 

XV, Arithm6ti(luo (1, 2, d, H, iS, 21, 51, (51, 7 \), «S1, .S2. UO, 

08, 00, 101, 127, lOII, :55:5). 

|()|. Mes rccliorchos !U'llhindli((nes mil pm.sipK' CTchisivonKnil porlt'! sur In 
tWorie clc.s formes. Je vais coinmoiicor par o\po.ser los n'i.sultals (pie j’ai olitmuis 
au sujotdos formos (piadraliipies. 

On sail (70) qu’ou ropi’f^smUe la forim! (juadralicpie dellnic 

<1 'j h I'j ”t- (p I* />' (O’ o 

par 1111 risoaii do paralliUoj^raiuiiies dmiL Ics soniiiiels oiiL pour coordoniiib's 

n/v' 

oil bieu encore 

,} \l 1 >. 

Co mode do reprdsenlalioii no pout pas s’dleiiilre an\ rortiies indiWiiiii's. ,lr 
ropnisenUi alors la forino qiiadralique par lo iV'SOnu lloni les .sommels oal pour 
coorcloniK^cs 

<(x H- hy, 

mode do roprdscnlallon rpii s’a[)[)li<piu i\ la fois aiix loriiies didinies et iudi'liaies. 
Jo roconiiiis d’abord quo Io.h rdseniDC de pai’allidof^ramnu's jmiissenl, de pro 
pri6l(is analogues colle.s des iionibroSj ol. jbii e.sqiiissi; mie aril liiiK'liqiia des 
r(5seaiix oil l^on Lrouve do.s Uuiorlcis analogues oolies dc la divisildlild des plus 
grands communs divisoui's oL dus plus pelils oommiius miiUipIcs el, indiiio des 
nombres premiers. 

Ma nianifiro de roprdsonLor Ic.s formos iiidiiliuios mo coudiiil i\ iino ddllniltoii 
iiouvollo de la r(^diiclioii de cos formes. L’unlque comlilioii do rddiiolion, e’esi 
quo les coefficiouts cxlrcbnos dolvoiit dlro do .signos contrairos. Aveo coUe deliui- 
lion, la rdduclion con fclnii olio d’uno forme iuddlinio ost smsoiqiLildo d'lmo inliU’'" 
priilalion giSomdlricjiie tres simple. .)o roprdsonlo uiio forme par im eorlaiii 
triangle T qui n’est autre, d’aillours, quo lo trianglo fondamculal do noire 
riSseau dc parall61ogrammos. Si la formo ost rdduilo, de.s doiix droile.s 

\/l), 

I’une traverse lo trianglo T, I’aiitrc lui roste oxl6ricuro, Acliovons lo jiaralldlo- 
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gi’timine dout noire Irinnglo osl la moilii*', el parlagoons-lo do nouveau on doiix 
triangles on menanl la seconde diagonalo; de cos deux iiouveaux Irlangles, iin, 
cl un seiil(3inoiiL, sera traverse par rune dos droiles y =:;= ± a? ^/i). Co triangle 
rcpr^seuiera la rddiiitc conligue a colic (pie rcprrtspnlail Ic triangle '1'. I'ai 
poursuivaiil inddnaiuienl de la sorlo, on lroiiV{! uiio si'srie do triangles (pii 
repr6scnleut la ri'jduclion conliiiiiello do la Ibrnie eiivisagi'c. 

[7]. On pout, au lieu d(!S droilos j' = zh.'Ky/l), considcu'Cr deux droiles 
(piolconqiuis passant par rorigiiio. On Irouve aiiisi, appliqiianl los inc^nies pro- 
c6d6s a cos deux droitos, une re[)r(Weiilali()n g6om(ilri({uc dos rcidiiites succcs- 
sivGs d’line IVaction conlinuo. On ost nalurolloiucnt (iondnit t\ uno g6u(h'oli- 
salion iiurmblialo. Passons, eii eflbl, dn plan al’ospaco, nnnplac.on.s le ri^.seau par 
un assemblage \\ la Hravais cl, au lieu do deux droiles, faisons-on (lasser trois 
par I’origine. Lcs indines consid(U’alions scront applicablos, et I’on sera ainsi 
amen6 a une g(in6ralisaLiou des fraclioii.s conlimios, (!i laquelle j’ni consacn^ une 
Note (bl), inais qui, mnliicurouscmenl, no donno pas une approximnliou Ubs 
rapide. 

[0 (.svf/7o) j. 11 m(3 resU5, pour terminer I’aualyse do inon ]\16moiro sur los 
formes quadratiijuos (70), a signaler deux n^sullats : 

,le rolronve, cu ponrsuivunl I’dlndo do cciUc rcprc'jsenlaLiou geionuUrique, los 
lois do la composition des formes di^monl remits par (luiiss. 

Endii je Icrinino eo Mdmoire par l’(5ludo des uomliros iddaux, qui onl pour 
origino lcs formes qundraliqiies binnires. 

[8|. On sail quo, lorsqidon fail subir A uno forme algj'briqno dos sulislilu- 
tions liii6niros quGlcori(/U(is, cerlaiaos foiiclions dos eooflicieuls dcmourentinnl- 
Ub‘(ies ; CO sont les invariants. En dobors do cos invariants algdhriqacs., dout 
Piilude a poiissc^e lr6s loin, il y a, ainsi quo jo I’ai d(^monlr6 (1,2, 08, llml), 
d'aulrcs fonclions dos coofficiculs qui soul allc’u't^cs quoad on applique i\ la forme 
line substitution il coefficients fractionnairos ou inconimensurablos, niais qui so 
reproduisont au conlrairo qiiund on liu fail subir uno subsliluliou i\ coefficients 
cutiers. Co vSonl les invariants arilkmdtiques. Los formes Hnt^niros binnires qui 
n’ont pas d’invnrlanls nlgdbriquos onl, au conlrairo, des invariants arithimi- 
liquos dout IV.Lndc so rattaclio i\ In ihdorio dos fonclions alg(Sbriquos el ft cellos 
dos fonclions modulairos el dos fonclions fuclisionncs. Cos invarlanls peuvciil 
6Lro ulilisfts pour la solution dos deux problftmos suivants : 
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i'’ T roll VO r lo plus pc 1.1 1 iiomhro i’opr6sei\l(^ par nnc forme quadra tiqiie 
binnlrc ind6fiiuo; 

0 /’ Jleconnailro si deux formes quadra liquos binalros luddfiriics son I 6qui- 
valculos. * 

A coudVoL, oil (Idcomposo cKacunc do cos formes cn deux facLeurs Uudaircs 
oL Von GXprime on fonclion des invarlanls do cos facLeurs les coefficients dela 
sub sli In Lion qui perinoL de passer d'luic forme i\ raulre, a sup poser qu’elles 
soient 6(juivalenles. Tl os I aisd dc voir si los cocfficienLs aiasi obtenus sonl 
cutlers CL s’ils povnicUcnl effecLlvcnnonl do passer d’uno formo h Tan ire. Dans 
lo cas oil il n’en sci'aiL pas aiusi, on serai I cerlaiu qu’il u’y an rail pas dquiva- 
lenCG. 

Los formes quadratiquos binairos delinios ou inddfinies possedenL dgalomenl 
dcs invar ianls ariLhnuHiquos ilonl j’al eludid Ics prop rid Ids. Pour qne deux 
formes solonL equivalonlcs, il fauL el tl suffiL quo Lous leurs invariauls soienl 
dgaiix. TouLcfols, pour rccoimallro vapidcincnL 1' 6 (pii valence, il esL prdfdrablc 
de ddeomposor chaquo forme cn deux, faclcurs lindulres el d’onvlsager les inva- 
riants de CO systdino do formes lindairos. 

Tous cos invariants soul suscojitihlos d'dli'C expriiiids : i*’ par dos intdgrales 
ddfinios; li" par dos sdi’ics. 

[9]. L’uii dos proldomos les plus imporlanls qni so posenlau sujet dcs formes 
quadratiquos lornairos indiUinics csL I’dludc dos propridtus des groupos discon- 
linus formds par los sahstiLutions semh tables, eVsL-^-dire par les substitutions 
lindaircs qni n’alLdrent pas ocs formes (99, Gl). SoLLF(a;, c) ime forme qua- 
dratiquo inddfinle. 

On pout olioisir la cons I ante 1C de lollc fagou quo F(.'c,y, «)— IC reprd- 
sonLc mi liyporholoido lx doux nappes. Lo.s subs tilu lions sem blab los changoronL 
alor.s un point do cot hyperboloido eu im auLrc point de la m^mo nappe, 
de soi'Le quo, lo groupe dlant disoontinu, Idiypcrboloicie so Croiivora pnrlagd 
on line in(lnlL6 dc polygon es ourvilignos, doiil los cdtds scront dcs sections 
diamdlralos de la surface. I^os sulislltu Lions scmblables changoronL ces poly~ 
goncs los iins dans lo.s aiitros. FQi,snns malnLonant imc perspectivo cn placani 
I’ocll on un ombillc dc la surface ct prenanL pour plan du tableau une section 
circulairc. Unc nappe do I'hypcrboloide sc projoLiera suivanl un cercie, 
CL los polygorios quo nous avons Lraed.s siir cello nappe so projeLleroiiL suivanL 
dcs polygonos curvilignos, limiLds par dos arcs do cercie roproduisanL idenli- 
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quomeiiL la (igiiro douL nous avcms piirla (|). f\\ ol stiiv.) ('), a [iropos do la 
tlu'iorlc dos groupob fiiolisioiis. Ainsi, r(Hii(lc (It's groiqjes do subsLilu Lions 
h la bios dos formes qviadraliquos esi ramouc^e a c(illo dos groupos fuel is lens, oo 
qiii osL mi rapprocbomoiil, inalloudu outre deux llH''orios Ires dilbb’enlos ct nno 
application noiivolU; de la Gt'ioimbrio non Guclidlomu!. 

I 10 |. Aprd.s avoir signals iin cotiain iiombro do propriiUc^s do cos gronpos 
fnebsiens parlicullcrs, j’ai abord6 nno quest ion an pen (iid’fb’enlo (101). 

Los subslilii lions soinldablos soul cellos tfiii roprodiiisoiil uno fornio {[iindra- 
llquc el qni, on imbno loinps, apparlionnonL an groiijic (1 dos snbsli In lions i 
coefliciouLs onliers. On pool rocbcrclior nlors lossubsliliilions qni roprodnisonl 
la forme ([u ad rati quo ol (jn! on infinio temps apparlionnonL mi anlro groupe, 
jiar oxcmplo in uu sous-groupo du groiipe 0. (lola nous pormoL on rncino letups 
de g6n6raliser la llu''orio do IVqnivalonco dos formns oL do lour rAliiolion. 

On obllciU alsdmcnl dos gronpos de cos subslilnlions soinblablos geiub'allst^cs 
ol I’on roconnnil quo co soul, encore dos gronpos fuclisions. Lii nUlticlussanl 
ousuile au\ rolalions do cos divers groupos fnebsiens, j’ni ddmonlrti quo los 
fouc lions liiclisionncs correspondanlos joulssoni d’uno propriido analogue an 
llidoronic (I’addilion dos functions ollipli(|uos, co qni n’esi pas vrai dos fonc- 
llons fuclisionnos los plus gfindralos. 

I il |. Passons mainlonanl aus. formes d’ordro snpdriour an second (A-, 81). 
Le premier problemo i\ rtisoudro osl la ri'idiiclion de cos formes oL I’dindo des 
conditions do lour dqnivalonco. La solnlion q (H(i trouv6e par M. [lormilo; bien 
tpie lo savaiU gi^mmdlro n’ail parlt^ ([uo des formo.s binairos oL des formes qua- 
draliqnos, sa in^ihodo sbipplique, sans (jii’on ail rien )\ y changer, h uno forme 
lout i\ fail quelconque. CVosl aiiisl (pie M. .Iordan, (ilondaiil mi cas Iri'is gibirtral 
nn Lbeiorerno do M. Tlormile, a (bbnonlrd ([tie, lonlosles fois (|iig Ic dlscriminniiL 
u’esl pas mil, Louies les fornnss qni out m6mos invariants algidndques so rtipar- 
tissenl on nn iiombro fini do classos. .I’ai moi-mdme gimiralisii le Llnioremo de 
M. Jordan, on monlranl qu’il subsisLe, pourvu qiiocorlains invariants no soioiil 
pas Lous mils a la fois.' 

J’ai eberebd ensuile i applitjiior la nil's lb ode gdn^ralo anx formes eidilqne.s 
Lornairos quo j’avabs d(iji\ i^ludiiios an polnl do vue algAbriqne dans uii l^ti’smoire 


^‘) (jliapiti'O H (Ic I’Aiinlyne dos Trnviuiv Soicntiriqiics, consaerc) mix FoncUans fucJisionnos 
(tome 1 doa OlCuvros^ p. IX ot aniv. ) (A, C.). 

II, P. - V. 


:i 
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pr6c6deiU. Jc suis amvd u ivoiivor los llmluss sap6riouros dos coefrici{ 5 uls d’uno 
r{5diulo (lont Ics hivarifinU sont doimds, pourvu q\icj Ic discriininmil ue soil pas 
mil. Lc nombro des clfissos cst alors lunltd et, dans chaqno clusso, il n’y a 
qu’nne richiilc. 

Lorsquo la Cormo 6ga!6(; u zdro ropiV-sonlo iino conrho de quniritimo classe, le 
dlsci’lininaaL csLnul cL Ic iioinbi’c dos classes csL lufinij mais cliactino d’cllos ne 
GonlioiU qu’unc I'^diuLc. Si la ccurbe csl do U’olsi('!nie classc, lo nombro dos 
classes cst iiirmi cL chacimc d’cllcs conlioul uu nombro nni dc rdduites formant 
une ohatne limildo tt scs deux extr6mit^s. Si la coiirbo so decompose on uno 
coniqnc el uiie droite qui la coupe, le nombro dos clussc's cst luntdl. fini oL 
tantuL infini; do plus, la chalue form do par lo.s rdduilos d'luio mdmo classo osi, 
lanldL liiniido comma dans lo cas prdcddonl, lanLdl illimildo do Lollo faqon quo 
los meSmns rdduitos s’y reproduisoiil pdriodbjuoment. Si cnfin la droilo ost lan- 
gcate ^ la coniqiio, los rdduitos no formoul plus uno chaiiio, inais un rdsoau. 

[12], J’ni ensnilo applique la mdino mdUiode, non plus a uno formo unique, 
mais a un syslcmo de formes, cl j’ai clioisi comme oxomjdc le syslcmo d’une 
forme quadratiquo loniairc ot d’uiio foviuo liiidairo (1), 82) dont j’ni dtiidid la 
rdduclioa simuUandc. La rdduclion couliniiollo d’un paroil sysLemo do formes 
ost lout a fail analogue a cello d’une formo uuk{ue. Kilo pout sorvir dgnlomcnl d 
deter minor los subs titn lions somblablos du sysldmc. Cos substitutions som- 
blablos QxislcnL to uj ours; inal.s, ayanl voulu, dans un oxcinplo pnrllculior, cal- 
culer Ics coofficioiUs dc la plus simple cl'cutrc cllos, j'ai Irouvd dos nombres 
entiors do plus de liuit clunVca, 

[131, Los lois do la rdduetion d’uue formo quelconqno dtaiit connucs, il ost 
facile dc roconnaitro si doux formos sont dquivaleutos ; mais co u’ost la qu’un 
premier pas. Lo principal })robldmo i rdsoudre, c’ost do recliorchor si un nombro 
do and pout dtre roprdsontd ])ar uno forme doniido. Jo me suis occupd spdcialo-' 
mont de la roprdsonlaliou par uno forme biiiairo (8, 00). Egalaut la forme bin a ire 

a zdro, on on tiro pour lo rapport ~ une corlaino valour. Avee coUe valour, jo 

forme mi systdmo do nombros complexes et dbddaux. Le problem e de la roprd- 
sentation des nombres par los formos so ramono d la rochorcho dos iddaux de 
norme doiiudo. J’ai donnd, on mo fondant sur los mfimes principos quo dans 
mon Mdinoire iutiluld : Suv un mode iiouoeau de reprdsenUuion gdomdtrique 
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chs formes <iuadrali(incs (70), la man ion; do fortnor Ions (os idoatix do 
noriiic N, do fonnoi' Lons los idoanv promiors ol lours piiissanoos, do nmlliplior 
doux id^anx, do docoinposor im Idi^nl on facUmrs promiors, oLc. Pour cola j’onvl- 
sago lino cor Lai lie cougrnoiico, {{uc jo <h'‘coiiiposo on fad ours i nV'd lie I ililos. A 
ciiacun do cos facloura irriidnclililos correspond iiu Idi^al. 

On (rouvo I on Los les roprii son La Lions d’uu no in lire donno qnand on connait 
Ions los idi'sanx doiiL la norini! (>sl lo noniliro dound, niais Inns cos iddaux no 
donnoni pas naissunce i\ une roprdsonlaLion dn noinhro. II iinporloraiL done do 
savoir d is Li n}^ nor a priori, quels sonl los Ideanx (pii eonduironl a nno pareillo 
roprdsonlaLion. ToiU co (|uo j’ai pu fairo dans ce sons a did do inoniror qn’ils 
dovaionl Lous sc Lrouvor parmi los iddaux anxquols oorrospuiul un fncLciir irrd- 
ducLiblo lineaire do la con{>rnoiico donl j’ai parld [dns haul (oL par cnnsdquoiil 
une racino reellc do colLo oon{^riicnco). 

I 14 I . Dans deux No Los (21 ) (jtio j’ai on riionnour do prdsoulcr d i’Acaddniio 
Ics (j el iG janvior iHiSii, j’ai olierclid quello oLaiL la vdrilahlo sif^uificalion do la 
no I Ion <]o {^enro dddinie [lar (ranss [lour los fornies quadraliqnos hinairos ol 
dlondne par l!lIsonsLoin anx formes quadra Liijnos Lernaircs, el jo suis arrivd a on 
donnor los ddlinilions suivanlos : 

i" Donx forinos sonl dquivalonlos snivantlo modulo «, si ron pouL appliquer 
dia premidro do cos formes une subsliLuLion a coofficionls enliors, lello quo los 
coofllcionis do la Iransfornidc ainsi oblmuio no diirdronl do coux do la socondo 
formo qu(‘ par dos innlLiplos do /i; 

14 " Deux forinos soiU do indine gonro lorsqu 'olios smU dquivalonlos suivant 
nil modulo quolconqiio. 

II os I clnir quo ocLle ddnnillon pouL s’appliqnor a des formes lonL a fait quel- 
conques aiixquoUos j’ai dlondii dgaiomonl, la ddlniiLion do Vordre., J’ai nppliqiid 
cos principos aux formes quadraliquos tpiaLornairos oL ouliiquos binaires. 

[IG]. Dans nil aiiLro ordro d’iddos, j’ai oliorcbd d gdndralisor I’dldgnnlo 
mdlliodo do d^chobicheiV pour I’l'iLudo do la dlsLrlbuLion dos uomlires prcmioi’s. 
J’ai reconnu qu’ollci pouvaiL .s’a]ipliquor pros quo sans cbangernonL aux noinbros 
comploxos do la formo a -1- h\l — i ("127, 11)3). Au point do vno dos nombres 
rdols, cola per mo L do coniparor la disLribution des nombres pronuors do la 
formo 4» -f* 1 d colie dos nombres proiuiors do la forme f\ii H- 3 . 
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IX. Fonctions ellipticxuos (2, 08). 


[8(.vMiVe)l. .rni liiiL fori |Mm dochosoh siir hus f(.uoli<ms clllpliqinis, 

daat j’al (louu<^ dftns uaMi^molrc (l’ArillinuHi((ii(! una I'uroa dN-vpi'i 

cos Ibncliom i I’aide d’mio iul^gndo didiaio. On sail »|n« Ids Ibin'lloa.s douldx 
aieat p6riodi(juos poiivoal so diiooiaposor on ('d('iurats sini pit's do ia ItiniU! 

ou do la form (5 

a ( </ ~ O' ) 

d!' t /)\ ^ 

tlu" \<i( • <^ ) / 


U sunildoac d’oxpnmcr par ano iiiK^gralo dt'diait' la Ibnclltia 

„ J y 

a(Jt) u j6>4\u If If If’/ 


oil Wz^ apw-f- ap/w' cl ou p. cl {jf pcuvoni proadro tons Ics sy.sliMiio.s ilo valours 
onllftros positives el m'galivcs, o\ccpl6 p. p'o-o. Oa poarra tWldoaitnoal 
dt^ composer la serte da second inombre on tpialro aali'cs : la pn)iiut’'rt> oumpro- 
uanl Ics Icrnios ou p cl p' soul posilifs; la seeoado, los lia'uios ou p osl positil 
el p' nigulif ou aiil; la lroisi6iuo, coax ou p eat uilgaliC ou nul, la 
enfiu ceux oi'i p. el p' soat niigalifs ou aids. CltMIt* df'Cmuptisilioa i'sl analuguo a 
la ddcoinposiiioii do it colg .vn oa uae soniiue do d(*u\ Icrmes ilrpciulaiil dos 
fonclious oaltSricaaos 


n coLgA'K — 


r'U) 


" r(l-'.r) 


Celle gtiartralisaliou dos fonclious oalt^rioiiues osl analtigiu', uuds aoa idua < 
liquo it cello qu’a donatio M. A p poll. 

11 suffilalors d’oxprimcr, par imo ial6grulo dtiliaio, la jircuaioro d<‘ nos suritis 
parllellos, car los aulres s’y raai6nonl aisdiueul. On Iroavt* ijue cellt' si'>riu par 
lioUo s’cxpi'iino par nno iaiAgralc prise par rapport a c on Ire los limitt's o el '/j . 

la foncliou sous Ic sigae ^ tUnnl ralioaaollo par rapporl ii 5 et a iliversos 
expononliollcs do la forme 

n osl done pos.siblc d’ exprimer do la mAme mauiorc loaltjs los ftmtilioiis 
pdriodiques. 



NOTE. 


CciLc analyse, rwligee eii i|)ni a la tiemaiule de G, Mitlag-Lefllet’ (mais publiee 
senlenienl (Mi rcproclnil en grande parlle cello quo IT. Poincare avail faile, 

en i88/|, a I'appui do sa eandiilaUire a P Academic dcs Sciences. Les seulcs parlies 
noiivellos sonl colics qui son I nuniei-cjlecs 3 , 7 , 10 , Hi, ainsi quo le Gliapiirc X.IV 
(parlie 8), siir VAIgebrc dc Vinjini, 

Pes divisions indiqiiees par II. Poincare onl cle Biiivles dans Pedilion acluclle de 
ses 'Prnvauv sur PAlgebre el PArillini6lique. be numerolage do ces divisions ([ul 
iPexistsiil pas dans la publication dos Acta iMathenialu'Uy a eU ajoulc, pour faci- 
liler Ics renvois. 

On a modilHi (iucl((ue3 indioalions de piiblicalions. Cerlaincs (jLii senibleiU avoir 
die ouhliccs par II. Poincare oiU c'Ue relablies : I dans la parlie 8; J 9 i dans la 
parlio 10 ; 21 dans la parlie La Nolo, mimerolee qui elail indiquee en exergue 
dans PArilhmoliquc (XV) y a (ild supprimee; elle esl en elTel analysee dans les 
FoncUons diversas (XI) el olio se irouve dans le Tome IV ties OEuvres. 

Un Memoii’c sur les invariants arillimdliques ( 3 i) 3 ), public dans le Joiu'tud de 
CrellCi en itjoS, dtiveloppe les Notes (I el 2 ) el un Memoire assez bref ( 98 ). On Pa 
naliircllemonl inditfud dans la parlie 8, ou IT. Poincare analyse ses recliercbes sur 
celle ibdorie a laquelleil altachait une grande imporlance. Celle meme llidorio esl 
aussi Pobjel csseiUiel du Gliapilre IX de PAnalyse, relalif aux fonclions ellipliques; 
pour cctlc raison, on a reproduil ce Gliapilre a la suite de celui de PArillimctique. 

llri imporlant A^emoiro sur propritHes avithniMiques den courbes algebriques 
(lp|.8), q unique publie en iqoi, semble poslerieur a In riidaclion de PAnalyse (dont 
II. Poincare flisail, lui-mdmc, « qiPelle ne serail plus complele, au momenl on elle 
parnilrnil ». On a cru ulilc de reproduire ei-dessous le comple rendu qui en a 6Le 
don mi dans lo Bid let in des Sciences Mat hiunatiq ties dc 1906, par AI. L. RalTy. 


Sur les propri6t6s arithm^tiques des courbes alg6briq;ues (348). 

[ICJ. I jGS propriciles arilbmeliques de cerlaines expressions el, en parliculier, 
celle des formes quad rati ques binaires, se rallaobent aux subslilu lions lineaircs a 
coefncienls entiers oL Pon sail quel parli a clti lire de P6tude dc ces subslilulions. 

« On peul, dil AI. If. Poincard, supposcr quo Pelude des groupes de iransforma- 
lions analogues esl appeltio a rendre tie grands sei'vices a PArithmelique. C esl ce 
tpii m’engage apublier les considerations suivanlos, bien qu*elles consliluent pliU6l 
un programme d’etude qu'uno vdritable ibeorie. » 

Kn vuc de rallacher evonlucllcmenl les uns aux auLres plusieurs problemes 
d’Aiiuiyse inddlcrminde, Pauteur elablil une classification des formes icrnaires 
d’ordro supericur, a coefficionls entiers, fondee sur le groupe des transformations 
biralionnellos a coefficienls ralionnels que peul subir une courbe algebrique. 



ANALYSi; DE 'JES TKAVAUX SUU t/AUlTHMI TIQUr. 


l4 

l)eu\; roi’iues teriiaii'O'* u rocincifiils (iiitieis {lorinos riilioiiiit'lli's) 

soni r<ij;ardi'«s coitiiiK! (‘([iiivaloiiUis (»ii upparlcuanC a la im’iin' rliissi*, m I'dh pen I 
passar (le I’line u I’aulro par uiu' Iransfortualion biralioiituillo a ('orKicimit^ liidoti 
ncU oil; pour alirc^^ui'; par uim li'iiiisroriualion jiuri'iiuuil riKioiinuIli', 

Tonies Ics (Iroitos raliiuinalles ajipurlioniuMil a mu' mumi' (pii c'omprt'inl 

aiissi Louies les ooni((Uus uduiollaul iiii point riilloiinrl ( point a coonloninn's limuo 
grues enlicres) el lonlea les euliiqiu's rationuclles ile geiin* /ero. M. I’ninrart’ nionl n*, 
lie pins, qiie Ionic ronrhe iinicursale ralioniicllc est eipiivithMih* a uiic dioili' on a 
line coiii((nc. 

II rctrouve ce resullal par lu consideriilion rlcs groupes ratiouiifls, on gi'oupesdi' 
polnls lels quo ionic fonclion synielritpu' ile lours I'oordoiinrcs suit ral ioumdli'. 

Puis il I'ludie lu dislrilntlion des poinh raliouncis snr Ins ciiliiques do j‘)'nr»' i. 
Si Ics poiiils d’argumonls cllipliipios 

(/, ffl, u,, 

soul ralionnols, il cn sera do inline do tons les points doni Ics argntui'iiiH olliplii|Ufs 
sonl oompris dans la furinulc 

O' O- 't/iC' -I- /»i(«i - - a) M- /I.J j) I ... I ly). 

Oli n cl Ics pi soul enliers. Si cello lorinnle donne tons Ics points rationiMds dc hi 
(Uihique, les 7 t- 1 points d’urgiiincuLs o', y,, ..., a,f lormcroiil 1111 syateme dc 
poiiils rationncls roiulanicnlniix. ha valour inininui dn nonihri* 7 i 1 sc 1,1 Ic ran;; 


l.cs laisonnomcnls fails hur Ics oiihiipics s’ctcndi'iil a dos com lies qiudconqucs dc 
genre i. Soil/mi une paroillo courhe, do degre in, ot soil n lo plus petit nomine 

lei qn’il cxlsLe snr /_=() itn gronpc, ralionuol <lc d poinls; mine diviso nr, il 

divisc aussi lo degre dc tonics les coiirlios cqnivalunics a / o, il <!i\isc cgalcmcnl 
le notnbre dcs points d'nii gi'OM|ie riilioiinel qiiolcominc, do/ o, Cc iiomliro 
caracleri sill [lie esl iin dcs clcniciils Ics pins iniporlanls dc lu olussiliciilinn dcs 
coiirhos ralionnclles dc genre i. 

M. 1 oiucarc fuil une elude itpjirofondic do oorliiinos ti'uiisrin'inaliinis propres 4 in\ 

cubiipies de genre i cl inlroduil la nolion ilo sous clussc : deux cqnivu 

Ionics sonlraiigoes duns la memo soiis-classo si I’on poul Ics dodiiiro I’unc do runlrc 
par une Iransformulion lindtiirc ii onoflioioiUs rtUiomuda (pus entiers). 

Si Ion dloiid Ic doinainede rulioualilc on lui iidjoignunl Ins noinbrcsqni lorincnl 
la base d’un cerlain corps a(gnl)ri([un, doux cubiipies ipii irdiiiieiit [las cijuivaloiitcs 
pourroiU Ic devenir; doiix. culilqiios d<|uiviilonlos qui dlaicnl dc soits-clusscs dillc 
rentes poiirront dovenir de mdme soiiSMtlasse. D’oii do niuivniiu.x orilcros pour lu 
class! fi cation dcs cubiques. 

^Apres avoir oUidie dos cubiques dorivdos dc col I os qui poshddnni irois poinls 
tlinnexion ralioimels en ligno droilo, uiiisi qu'nn ijiiulrlcmo jminl liiiiounnl, 
M. Poincar4 lorminc par quel([ues imliouUoas, il’on nisullo lu [mssiliiliic dc cons 
triiiro, pour los courbes de gonro siiperiour, uuo tlicoric analogno ii colic iiu'il u 
ddveloppdc pour les cubiques. 
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NOTE. 


J..a Hibliograpliic, Taile par ll. Poincare en 1886 (n"'* I a a ete coinplcilec 
lino premiere fois par Iui-m(jme en ujoi (n‘''’ 10!) u !i0/r), puifi par la Uedaclion des 
Ada niailienui/ica (n"'* 30 !) a ^lOl). 

lillo a ele eKalemenl puhliee avoe un immerolage dillerotiL, quclqucs din’crencea 
de r6pnrlilion, inais even Tindioalion supplemenlairc des eomples rendus eL analyses 
dc3 Memoires dans : Henri Poitware^ par Eunhst Lumon (Seconde edition, 1912). 
(A. G.) 




L’AVENIR DES MATIIEMATIQUES. 


/(/// clrl Con^resno InLrrnaziomtlr dri Malhcwnlini ([\oma, 0, [i Aprilc 
i<)o8; p. I (7- 1 Ha). 

Bulletin d(’f; Soicnces Mathemutiquef^ («“ srriH, 1. IW, t'*’ [){irLie, juin 
|). i68“if)o). 

Rendioonti dri (Jircolo mutnnatico di l^alrrmo U. U), soil. -oil., igoH, 
p. ifia-ifiS). 

Rente genet'uU’ des Scivnent purr.'i r( apjtlitjurrs ^L. ID, if) diir. igoB, p. glHo- 

d^d). 

« Srientia i> Jiariata di i^cienzu^ iMilnno (Anno 2, 11 “ D, igoH, p. i-ad). 


Extmit d’uno Gonf6rence (}). 

l^ussons on revuo les fUvoi’sos soioucos parLiculioro.s (.UmLl’on.sGuibIo foi’mc les 
mnlh6mnLiquo.s; voyons co quo cluicime d’olles 11 fuit, ou oUe loml oL co qu’oii 
ponl on es])6ror. Si los vuos qui pr()c6douL soul jusLos, nous dovons voir quo los 
grands progi’tis du pass6 sc souL produits lor^quo deux do cos soieuoos so sonL 
rapprocli6os, lor.squ’on ti jiris onusoiouoo do lu similiUido do lour lor me, lualgrc 
la dissemblance do lour uialioro, lorsqu’ollos so sonl inodoliSos I’uuo sur I’nuLrc, 
do lollc faoon quo chacimo d’olles puisso pvufilor des oouquoLos do I’oulro. Nous 
dovous on mdmo Lomps orilrevoir, dans dos rapproclioinonls du m^mo genre, los 
progres do Ravenir. 

(') An /j" Congr6s inlemnLional do ^taUi6nialir|UC3 (Untnc, avrll 1908), ireiiri Poiiicarii avail 
ucceptd do foii’O uiio confAronco auv 1‘Avenir dcB Mntluimnlii[uaa| cHe ftU, on fail, luc par 
G. Darlioux fi In stance gAiiAi'iile du 10 nvril (on raison d’niio iiulisposilioii dc II. Poinenrd). 

On n cm devoir on reproduiro, dnna cc Tome des QSuvres^ la partio qiil coneorne EArlllimA- 
lique oL l’Alg6ljrc. Par certains cdlAs elle ooinmcnle et 6clairo Ics idAcs gt'ni'rales qui ont guide 
n, Poincarfi dans Ics rcclicrchus el lea trnvniiv qui sonl putiMAs ci-npria. Par d’nutrcs, ellc nppa- 
v.ilt ainguUtremenl prophcLitpic el elle cnraoliriso la poiisic dit matlu^malicicii dc g<5nic, qui 
olait plus sensible a la riclicssc cl a la puissance des mdthodcs qu'nu dolail dcs riisiillats. (A. C.) 
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1,’AVl'NIH ni.S MATlll'MAIKjms 


i ;a HI Ti I Mih'i 01)1-;. 


Les pvogi’6s tlo [’j-NrilliinelUjiir oiil olT; phi.-i l(‘uO {[iic ilc V Vlgi-!ii‘»' ri i|(‘ 
t’ Analyse, el ilesLais^ du eoin[)i-(;m!i't; |)om'(|U()i. l-(! ‘lenl inii'iif df la (’uiidnuitr' 
ost nil guide prAdeux qui I’ail di'd’uul !\ I’ai'illinKdii-icn, cliaipie mnnlti't' «'iil iiM- t'sl 
sipniY^ des nulro'ij il a jiour uiiisi dii'ti son iiidivlduidlh'' in'opn'; cIum on d’lou 
esl line sorle d’oxcopllon el e’esl pouixpitd les iheoiaoin-s gi'-neiiinv sciiml pins 
i-ni'es dans la Llu'-oricj des noiuln-es, c’esL poiu-qiioi anssi oeiis (jni exisleni sct uni 
phis caches cl (hdiiqiperoiU plus (onglenips tm\ eltert'lienrs. 

Si l’AriLlira6Liqiio csl on rcLiU’d snr I’Algehre el sue rAniil)si>, eeqii’elh- n de 
mieux a fairc c’esL de clnsrclinr a ,se niodider siir f-es seinu es, alin de pmlilei de 
leui- avarice. L'Arilluin'ilieieu doit rlonc pnnidi’e pour j,'tiid(' les analogies asee 
I’Atgchre, Ccs analogies soul, noinhnuises el si, dans hien des cas, riles n’mil 
pas oncoi'c el(^ dludiens d’asse/ pres pour tirsvenii' iililisaMes, idles son! an nionis 
pressGiilios depuis Umgleinps el le langage nnhiie ties dens seieni es monin* ipi’on 
les a apei'enes. C’esl ainsi (jii’mi parlo d(^ nomlii'es li'anse.endanls, el ijn’on se 
I’ond compLc ainsi cpiu la elassilicaliou i'lilni’e de ees uonihi’es a drja pom- 
image la elassilicaliou rles fonetions inuiscenrlanles, el eependant on ne voii pus 
encore Ires hien coiiuneni on poiirra passer d'nne elassideuiion a ['untie; inais 

si oil ravailvn, eeda serai I (li\ji'i fail, el i;e ne serai I jilns de l’u\min. 

hoproinior exeiiipleqiii me vieiil a I’nspril esi la llrem-ie des eongi neiiees, on 
Ion Irouve tin pnralh'ilisme parfail avee eelle d('s eqnuiions aigi'diriipies. ('.erl.ii 
nomenl on arrivera a eomph^Usr ee piii’allidisnu-, (pii dnil snhsisler par exeinple 

entre la llidorie des conrlie.s ulgdin'hpies et eelle des a den\ 

varinhlcs. iLt qnand los probUhnes relaliis an\ (iongi’iienees a pliiHienrs variables 


seronlrdsolns, ce sera un premier jms vers la snlullotule liearn-onp do q trr>s|imis 
d'analyse inddLerminde (^), 

Un aulrc exemple, on I’analogii! toniefois n’a die ajini'ipie qn’iipnS coirp, nous 
esl fourni par (a llidorie dos corps el des iddairx. I'onr en avoir la conl.e pHiMm. 
considdi'ons les eourbos Iruedes sur mie snrl'aee; an\ tiomlires exislatiK cona-s 
pondronl los irHeneclions eompldies, aux iddmu pr-ernim's les r;ni, !•)».> indAmrn 
posablos; los divorsos clas.ses rl’iddanx out ans.sl Imirs amilognes. 


^ l‘) Ucs cmrsiduralroaa tie c.-Uc aulurc nnl i.ofuris .!,■ aural, rcav 
(‘(|uut(onR dioplianticanfis. (A. C.) 


jti'uao'”' li’iii'i 


la liu'iti'h’ th'-i 



L’AVCNIR DES MATIIl'lMATIQUMS. 


‘M 

Nul (iuule quo c(‘Llo analo}*io iic puissc ('icluiror la llioorio i<l(Wuix, on cello 
dos surfacos, ou poul-dli'O Louies doux a la fois ( ' }. 

La ihdoi’io de.s rorinc.s, (H, eii parLiculi(!i’ colic <his foriuos quudralifjuos, esl 
iiiliinoinout li6o a C(dle dos Iddaux. SI parinl les lJu'sories nnlhin(Hi([uo>s oll(' a (ild 
I’lino dos piajuiiorns a proud eo c’(!sl (pinud ou osL [jarvouii a y inlruduiro 

I’lmlld par la consuldraliou dos groiip(5h do Iransfuniialious liucairos. 

(l(3s Ira iisroruuili oils out poriuls la classilicallou (;l par cuiisdijiuiuL I’iulro- 
duclioii do I’ordri!. Piuil-clrC' ou a-l-ou lird tout Ic fniil tpi’ou on [louvail ospdror; 
maLs si cos Ira us forma I ions linoairos soul Ics paroulos d(‘s per spec lives on 
GdoimUrio, la (IdoindLrio aualjLiquo nous foiirniL bleu d’auLros Iransformallons 
(comiue par oxornple los Iraiisforina lions biraLionnolIcs d’uno courbe algdbricpio) 
donl on aura avaulage a cborolior los analogues ariLlnmHi(pies. Ccllos-ol forine- 
I’onL sans nucun doiiLo dos groupos discoiilimis douL ou dovra d’abord dUuUor lo 
domaiiie foudamonlal (jui sea’a la olof do Loul. Dans ooUo dLmlo, jc no douLe pas 
quo I’ou ii’ail a so sorvir do la Gcomotn'a (lev Xa/ilr,n do Minkowski. 

LJiio idoo dout ou u’a pas onooro llrd louL c(! (ju’cllc conlioul, o’osLlb’nlroduo- 
liou dos varialilos con t inn os dans la thdorlo dos lu mi bras par Heriiiilo. On sail 
uminlonanL co qidollo siguifio. I’reuons pour poiiiLdo dispart doux formes F ol 
h'', la socoude quadra Liquo ildlinlo, oL appUquons-lcur uuo imbno transforma- 
Liou; si lu formo I ra us form do osl rdduito, on (lira quo la transforinalioii osi 
rf'dnilo, ol aiissi quo lu formo Irausrornu'u) osl r(Wluilo, II on rcisullo quo si la 
formo F ])giiI so Lrans former on ollo-nunno, olio jiourra avoir plusiours rikliiues; 
mais col iiicouvciuionL osl ossoutiol ol no poiU (Hro (;vil,(^ par aiumn dolour; 11 
u’ompdcho pas d’ui Hours quo oos nkluilos no pormoUonl la olnssifioulion dos 
forinos. II osl clair quo oollti iddo, qui ida (U(i jiisqiFioi appliqiu^o qu’u dos formos 
ol a des Irausformalions Lr6s parlioiilidros, poiil dlro dlcudiio (\ dos groupos do 
Iransformallons non Iludaircs, olio a iino porU'io lioaucoup plus grande ol n’a jias 
(U(^ dpuistk) 

Un domaiuc arllhmdlique on Funilt^ somblo fairo absoliimoiil (hifaul, c’usi la 
iluiorio dcs uombros promiers; ou iFa ln>uv(^ quo dos lois asyinploiiques ol I’on 
n’en doll pas ospdror d’aiilros; mais cos lois soul Isoldes oi I’ou n’y poul parvonir 


(>) On 4iiiL ritnporliiiicc acLunlln de In lluiorii' dcs iildatix da polynomaa el de« Llnjune'i 
I’AcenUib tins lonolinns al|:'6i)ri(]iUN, On pisiiL y voir uno (‘otisocralion dr In iiroplirlie do II. I’oiii- 
raiv. (A. 0. ) 

(’) U. I’oinoni'ti Ini-mAiric n domu^ doa cxemplcs ile tcl.s {{ri.nuifta do Ininaformnliona lutn 
lininirea, dual I’rludtJ n lilr drvrloppi^i! npr^s lui (MiUnoire ci-tlcaaous p. /jS'l cl iiotrs), (A. 0.) 
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•»? 

quo [)nr tlci cheinius dilliirunls <|ui no soinblrnl pas pnuvnii* (umiiinmnunT rnlir 
cn^. .io cfois ciUrovoir (I’oii sorlini I’linild soiiliaixr, iiuiis jo no r<‘nlri'\MM's q\io 
bien vaguoniGiil; lonl sc raiunnora siuis dmiUJ a i’olndn d’lino, lamillo dti Innc 
tions Iranscondanl.os qiii pornnsllfonl, par I'l'liulo do bnirs pninis singiiln*rs oi 
rappUcalioii do la iu6lbodo do M. Durlnniv, d(5 caloulor iisvinplnl iqtionionl 
cerlainOs ronotious d(! tn’s grands nnttdn'os ('V 


I/Al/’.KHUK, 

fjU llidoric dcs oquulions algAlirifpu's rolloiidra on(!(>i ‘0 l(»ngMUup> rallonlimi 
des gfjomolros; Ics cOlds par nu I'nii poiil I’alnn’dor hcml nonilirtnix ol dlvns ; lo 
plus iniporlaut csL corfanioincnl la tlnk)rio diis grniipos, siir la<|Mol(o nuns i-rvini' 
drons. Mais d y a aiissi la quostlon du oalcnl uunH'ritpii' dos raouu's rl ndlr <1(» 
la discussion du noiubro dos raoinos rdolb's. r.aguorro a nnmlro (pin loul ii’Alait 
pas dll sur co poliiL par Suinu. ll y a lion (rdtiidior im syslAmc (rinvurianls m- 
ciiangoaut pas do signo (juand lo uoiubro d(!S raoino*. rAollos rrslo Ir iin'nio. On 
poul aussi roruior dos sdrios do puissaiioos l•Ap^^'sOlllalll dcs (ninnitms qni 
admoLtroiU pour points singnliors los iliv(!rsos ruoiuos d’uiio iMpialnm nlgdltrlqiio 
(par exoinple dos Ibnclions ralionnollos doiu lo ddnnininalonr osl lo pronnot 
ineinbrc do cotlo dqualioii); los (uud’noionls tics lonnos d’ordro »Movc innis rniir 
nirontPunc dos ruolnos avoc uno npj»roxinmlion plus nu iunius grando; il v a lit 
Ic gorme d’uu procddd do oaloul annn'n'iqnu dtuil nii pniina fnlro nnc otndo 
sysldmalique. 

H j a unc quuranlaiuo d'anndos, o'dtuil rdtudo dcs iiivarianls dcs rmnu's 
algdbrlquos qni somldail absorber I’algAbro oulidro; olio cs| aujnnrd'lui; 
ddlaissdo; la nnuidro oopondani u'osl pasdpuisco; .soidcinonl ii I'aul rcUuuli t; cu 
no so bomaiil plus par oxompln an\ invarlanis rolalifs aux Irauslbriualiuns 
lindairos, mans (5n ahordaul (uuix (pij s(! rapp<n’U*nl il nu grniiptj quclonuquc. i.es 
thdordmesanclonnomont acquis nous on .snggdroronlainsi d'anh i's plnsguncraux 
qui viondront so gronpor amour (I'mix, <lo ludiuo (pdun rrisial so mnirrii dans 
imo solution. Et quanl ii co llidordino do (inrdaii quo i(> uondiro dos Jjivarianls 
distincis osl limitd, ut dout Ifilburt, a si hourousouuiuLsimplilid la ddmouslnUuni, 
ll mo somblo qii'd nous couduiLii nous posor uno quosllou boauronj) plus gem'*- 


i'lM'orUmls tl.iiis In Uu-oi-ir dnt mmihrCH urmiucis rdsullnii 
de 1 6lude analytiquo do la fonctlon ?( 9 ) dc Hicmana. (A, IJ. ) 
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rale : i>i Ton a iino inlinild de polyiiomes on tiers, d^pendauL al^^dbriquemonL 
d’un iiombro fini d ’outre oux, peul-on tnujoiirs los cbkluire pur addition et 
mnltiplicaliou d’lui nombre fini d’onU’o onx (*)? 

II ne fauL pas eroirc quo I’Algehre soil lormin^e, parnc qii'oUe nous founiil 
des regies pour forunir l(nUes los coinl)inalsons possibles; li rcsie a cberclier les 
combiiiaihoiis iiiKiressauLos, cclles ([iil satisfoiit il lello on udlo condilion. Ainsi 
se constiluora xiiic sorLc d’Analyso indiHermintVi ox'i les ineoiiiuies ne seronl plus 
dos nombres ontiers, mais des polynoinos. C’esl alors, colle fois, bAlgdbre qni 
prendra naod(de sur rAriLlnn6l,iqno, on so guidanl sui’ I’analoglo du nombre 
on tier, soil avee le poly no me eiitior A cocd'fioieuts cpiebjoaqnes, soil avee le poly- 
iionie cutler i\ coofficienls cnllcrs (-)' 


(>)Cc jirof^rammc piiriilL aniieiuasr li imuvcaii tlit iiniUiphss Uuiiu'ics <I(> I’alijiilivc iiKKltTiic. 
(A.C.) 

('•’) Colic conccplicn iic ^ciiililc ])as sims rappurl uvcci la cmiali’ucLion di's al(;ol)i’iquea 

(c;l lies champs tie GiiIdIh) par des polyitiunca di^linis h uiio r on ^r Hence prei. (A. C.) 





I’RKiMIIilll': I'ARTIli:. KTUDI-; ALdl^HlUQUE DES EOUMI'LS {/fmilyse, p. i). 


SU1\ 



CoDtplf'S rcmlus de rAcadihnia dcs Scd‘i)oos, t. 90 ^ p. 1880). 


Partie alg^brique (M- 

Lo bul do CO Mihiioiro Ofil d’)ip[)li({uor u P^lndo nriLliindliquo dos forinos 
oiiblqiioh Lornau’os la in(Uliodo ingiiiiouso ([iii a coiiduil AE. Ilormilo A dos 
rdsuUats .si roinai’qiiablos, on co qiii conooi’iio los formes dAcomposablos on 
luclours Um^alro.s (3l I 0 .S furmosqiuuIraLiquos, Alais, nvantd'almrdorco problAmo, 
j’ui dft nbsoiulm divoi\so.s que.s lions puroinenl algAbriquus, rolnlivo.s aux formc.s 
cubiquos lornaiiais. 

Jo classo d’abord lo.s iran^formallons Uniairos on qualro cal6g'orics, Al‘6gard 
do la sab.sliLntiun linAairo 

fl) j «a5H“PaS2 -I- Ya?.o 

j’onvisago IMqualion on S 

«i— S pi Y' 

( 2 ) aa Pa— H Y« = o> 

a,i Pi Yj~"S 

et jo dis quo la Iransformalion ( 1 ) osl do la promi6ro cat(ig'orio si los raciuos do 


(') Voir ci-deasous (]i. api) lu parlic iinllnneliquc. 
H. 1’. -- V. 


4 
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cuILg equiiLion al Ics |nussances onlidros scniblablos do (JOn raoiiui.s .soul l(Mil4!s 
(ii'>lmoles; dc la deuxl^ine cal^gorio si Ics racincs souL distincUis .stui.s (jito Iph 
puissances semblables des racincs lo soient, Silos raciiios no .son Lpa.s di.sliiu’U-.s, 
la Iran s formation sera de.la lroi.si(nn(! caK^gorio, si eile peiiLOtro rogmabui «:<>nniH! 
une puissance enliere tl’imo iransforiniilion du la douxicino cal/'gorlo, nt do In 
qualrieme calt^gorie dans le.s auires cas. 

Puis jo defiuis los puissances fracliuniiairos, incouimcnsurahlos, uu imoj.;i- 
naires d'uno subslilution doiinde ( ' ). 

Je classe cnsuite les formes cubicpios Lornairos on sopL famillos, d'liprd.s tus 
propridtes de la courbe du Iroisienic ordro quo represen U* en cooi'doniidnt.H lri~ 
latercs I’dqualion obtenue en dgalanl la forme a zdro. La forino .s(>ra do la 
premiere on de la deusidme fainillc si cetLc courbe n’a pas do point doiiljlo; do 
la troisidme famille si colte courbe a iin point double a langcntos distinolu.s; do 
la quatrieine famille si elle a un point de rebroiissement; do la cintpiliuuo 
famille si elle se rdduil a uno droito el (i uuo coniquo qni so coujtont; do In 
sixieme famille si elle se rdduil a une droile ol a uno coniquo qui so louolionl ; 
endn de la scplidme famille si elle se rdduitu irons droilos. frost la .septidnut 
famille que M. Ilermile a dtudidoj ot je idai pas a rovouir .sur co.s I'onnoSt Jo 
ddftnis dans chaque fanidlc une forme [)lus simple (|uc los autros etquo j'appollo 
la canonique de cetLo famille. 

Je cberclie ensuite, dlant danndo uno forme ciil)iquo turnairo, a irouvorlc 
groupe des substitutions lindaircs qui la reproduisont, el j'arnve aux rdsultul.s 
suivants ; 

I® Les formes des trois premldros families no sontrcproduoti))lo.s quo pardon 
transformations de la deuxidmo catdgorio; 

a" Les formes de la qualrfomo ol de cinquifime famille seal rojiviuluclililos 
par les puissances d’uuo mdme subslilulion de la preraidre caldgorio : 
d" Les formes de la suidme famillo sonl ropvoducliblos par unn inliiiild 

de iransformaiions donl les coefficienis ddpendonl <lo deux pannndircs 
arbitraires ; 

4" Los formes des premidre, deusidme, iroisidmo el oinquidmo families no 
peuvoni dire roprodniies qne par des subslitullons do ddlerminani il n’on ost 
pas de mdme do celles do la qualridmo ot do la sixidino famillo ; 

Ka rfame ess puissances „c scmblcu pcs .voir Md ui.iisdes cnsailc p„. li, P„i„c„rd, 
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.V’ Li‘s foniit'.s <jm sc r('jn'o(Iuij)<'al |)ur iiiic transConiiafioii »I(jnii6o dc In 
premier*', do la troisiotno on do la ([iialciotno cul,('){ 5 ,oi'io doivonl. snli.sfnirt! a uno 
Equation aux ililloroiicos pai'liollos doniK^o, 

J’ai cm devoir rt'soiidi’C! It* iik'iik* proldcitie on oo qiii concerne lofi formes 
ciihtqiics qiiuLcriuiires, puree <pi’il oiilruiiic! rapplicnlioii de priucipes un pen 
tliir^rcnlt* el diseiission cleliiinle, ot qidiino Inis ri^olu II pormellra d’etoiidre 
sans Loop diJ peint^ h's s do co i\romoii*o nn\ (oniies cnl>i<|itos (pinler- 


naires. 



Sim ij'is 


FOllMliS CUDIOUliS TliUNAlliliS KT OlIATKHNAlliKS. 


Joavnul dti l'(\r(ih PdlylfU'liniijUf^ Ini" (laliifi', |i. inn mI i i!tf\i), 


PRUMnaiM I'AllTIl';. 

I. Intro cUxclion. 

rj’('‘LLuUi :u’illun(Ul(jiu} (l(js loi’ino.'! liomogi’inis csl unc tics (jiicslimis Ics plus 
Inlrirossuiitos du Iti llu'soi'io ties iu)iiiln'cs cl tine dc cidlcs ijiii mil Ic jdus m'cujtc 
Icy gtioiueli'cs. IjCS divers probhniuis ([iii mi ral liicliciil ii la llu'm ic dc'> Im'uics 
ipiadrallquos bniuiras oiU cLc rrtsolu.s dapnis Imigliiinps, }»'n\cc I'l ht imlimi tic 
rtidiiiUj, fit la soliiLiou (mi ii lUi'' dilvalt>j)|a'!C dans dcs Ouvrages aiijmn iriuu t ins 
si{[uos. La uoliou da nbliiilos’clcnd .sans jasiiuianx rorniCMjUinli-alinijcMlclinics 
d'liii nomiiro qnolcoiitpHS tic varinliltis, cl lijs ([mtsiimis nilalivcs a ties Im inc'^ 
unt diti li'ail('‘cs ilans mi grand nnndu ii dc M(bnnirc.s, pariiii IcstpicU iimis clii* 
rons im voinanpiahlo Lruvail tic MM. Knrklnti cl, '/adtilarcll', iiiscrc tlaiis It". 
Tomas VI al XI das ]f(Ujinn\(tUs('h(‘ AniiaU'ii tU ampitd nmis Icnins tit- imiii' 
In'Oiix. ompruiils, 

Clr6mh‘allsor mio idt^o aussi uiilc, Uamvar this fi)nm's jtniaiiL dans Ic t asgjA|i<'. 
ralj Ic m^mn rdlo f[iu' li*s rt^dniUis rtMiijdisstml dans Iti cas dc^ Im'incs qiiadiM 
llqncs ddfiiiics, lol o.sl lo problibim tpii sts pose iwiliindlcmciil al tpic M. Ucrmilc 
a r6solu do lu faatm la plus lUt^gaiiUi tians tlivcrs Mcinoiit-s In.scrcs dims Ins 
Tomos 4i al 47 tlu Journal do Cralla ( iH 5t) cl, 

M. IIornalLo s’osl bornt'j lA I’tUiidu das fornin.s (piatli'alitjncs (b’dinics mi intb*>» 
liaios OL dos formos dt’jcomposmblos an faolmirs lim'taii'cs; mais sn im'-ilimb* pent 
s ilonilrc sans dlflicullt^ an ca.s lo pins gthn'iral. .In crois ijiin general isa lion 

{’) OlCuvres, L, 1 , ii. i 6 /| {\ aOS. 
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pent couduifo u do.b resullal.s iutorcjssaiils, ol c’cs.1. co qui m’a ddLorinind a 
enli’oproudi’c ce travail. 

do n’est paj> la premiere fols, d’aiUeur.s, quo I’on lenU 5 1 ’appliculion des pro- 
cidc'ss do At. ITorniite a imo forme (jaclcoiique, ol je dois oiler a cc siijnt im 
remarqualdc llioorcmo do M. .Iordan {^Conipto.s renclus des S6ances dc V Aca-' 
demie des Sciences^ o nial iHyq), dont jo doiiiierai dans cc A'ldmoiro uik; 
di''monstration iionvolle. 

I1G.S n'^.sullals aux(|ucls jo siiis arriv6 s’appliqiienl a nnc forme quclcouqiic; 
inais, no voulaul pas sacrilior la clarle la {>(^n( 5 ralil(i, jo mo suis rcslreinl aiix 
formes qui sent los plus si mplosparaii cellos ({uc AI. Ilcnnilo avail laissc'os do c6lA. 
On vorra alscmont, d’aillonrs, ((uels sonl cenx dos llu^orcmes qni s’cUoiidonl an 
cas lo plus gdm'sral el comment on dovrail faire pour Ics g6n6raIisor. 

IjCs plus simples dc loulos los formes, apros los formes quadraliques ol los 
formes d6composaldos on factours lin6aircs, sonl les formes cubiqiies lernaires. 
A'Tais si jo m’dlais boriu^ il onvisager an cas aussi pnrliculior, bleu des rf'sullals 
imporlanls scraionl rcslds dans I’ombro; e’esi ce ((ui m^a ddlorminfs A dire 
(jnol([nos mols des formes cnbiquos (jualornairos. .Tc n’ai pii putirlnnl on faire 
uno dludc aussi <iomplele (pic dos formes a Irois variablcvs; non pas tpio cello 
dliide pri^senUs plus dc diflicuUd, mais parco quo j'aurais ou A niivisagcr un 
nombro Irds considi'.rable dc cas parlicniiors cl quo j’aurais 6l(i cnlroim^ ninsi a 
dos longueurs inulilos; mon Inil uNUanl quo do mollro on lumidro quelques 
parlicularil(is propre.s aux formes qunlornaires, j’ai piaddn'; mo liorncr a un 
polit nomliro d’exemplos. 

Onlro la simplicild dc.s formes cubiquc.s Lernaires el (jualernaires, d’aulre.s 
considi^ralions oiiL inlUn^ sur mon clioix. Clcs formes out i 5 ld on ollol, au point 
de VUG alg(^briquc, robjeldo Lravaux Iri^s inli^ressauts el IrtVs complets, ol, grace 
au lion (Hroil qui ra[)procliel’Alg6brc snpi'n’ieuro dc l’Arilhm(iliqiie suporicure, 
CCS riisullaLs m’onl dl(^ d’un grand sccours. Parmi los A'ldmoiros auxquols jc 
rcnverral, jo citorni : 

Un A'Umoire do iM. llcsso .snr los courlics du iroisidmn ordro r/o 

Crelle, i. ^ 28 , (884); 

Deux iVIdmoiros do A 1 . Aronbold sur les forinos eubiquiis Icrnninis [Jouvnal 
de Crollcy i. 80 , 1800 ol l. 65 , 1808); 

Un Aldmoire de AI. Globscli sur les formes cubiques lernaires [j]'/atlwfnalisGhe 

Annalefij 1. VI, 1873); 
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Un M^moire do M. Sloiner sur Igs surfaces du Iroisienie ordre {Journal da 
('i'gIIc^ t, 53, i85d) et on.(ia deux jV[(!imolr'os de M, Glebschj inliluMs Uebevdie 
homogene Ihinctionen dritten Grades, etc. {ibid., t. 58, i8()() et Ueber 
Knolenpiiiikte^ etc. {ibid.., 1. 59, i86i). 

II, Definitions. 

Nous regarderoiis deux formei^ coinme idenliques quaud les coeflicionls 
scronl Ics memos, qiiand meme les hid6LGi'niin6os sera lent repi'6sonL6es par dcs 
lettres difTcrcsiiLns. Nous reprdsentorons nnb subs tllu lion linealro 

t j I = -f- S, 

.«2= fiab-l- Y2si-' 

■J t ~ “*■ 

= O', 5l -i- [3,^2 

[)ar la uotaliou ( ' ) 

Pt ','1 Si 
aa pa Ta Sj 
P.) Y 1 5|, 

, «v [b Tv Oi 

Dans Lout CO qni va suivro, nous dusignorous IndiHeremmont les aiicienncs el 
les nouvcllos variubles soil par^Pi, X\ olEi, £o, £j, soil par vt’, j', z, I 

Si dans une forme F, liomogdnc on .r,, ,i! 2 , a:,, on fail la subsiituUou T, 
on oblient iino forme on ti, qno nous reprdscnlerons par la notation 

F.T. 

St dims les dqunlions ( i) on fail les subsliLiitions lindaires 

-I- b\ Via -j- Cj dx t),, 

^0 =5. I'll -H bn Cfl T|3 -j- di 
5a — 'I" “t* Cj d'j'f\if 

= «v’r|i -t- ris-h c, r,n'(- d\ a, , 

qui ddfinissenl une nouvollo iransfurinnllon T', on obtionl qua ire dqnalions 
lindaircs entro Xi, a?,,, x^y r/i, -qo, */}»■. Ces r cl a lions dnlinlssent une autre 
substilulion lindaire quo nous ddsignerons par la notation 

T/r. 


P) On rc-pr6seiilerftit niainlcnani celtc matnee cii eiicndrnnt ses termes Uts doubles traits 
( C/, notamment ■Wruderijuun, Lectures on matrices, igS/i), ou de grandes parentbescs, 
(N. Bouruaki, Algcbve, Cltap. IT, § ft, 10^7). La maLrirc est impliciterrient suppos^c rcguli6ve, o» 
a dilci'ininutU non nul. (A. G, ) 
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Cos opc^rnLioiis aiu'onL done pout’ K}’inl)olc 1 q signo tiicme do hi mull,iplicalion. 
Toutef’ois, il faiiL t’ornarquer qn'ollos no soul pns cointnutn lives, c’o&L-fi-dire 
([lie Ton n'n pa.s (ordinairtimouL) 

T.’r'^ ’r'.'i’, 

maife qu’elles .soul assotualives, o’usl-a-diro quo hou a 

T.(T'.T") = (T.T').T", 

F.(T.r)-.-lF.T).r. 

(Jnc traii.sfor)nalion 'I' sura iiiiitairo (') si olio a poiii' dtUtn’ininaul i; die 
sera rdelle si cos ctKiflicienls soul rthds, oulioro si sos cooflicienls sonL eiitiers. 

Deux funiios soroiiL algabriquemcnt cquivc(l<ni(e.<t ou du mdnu type si ullos 
peuvent dt^river d'uno in^mu. Iroisiiime par des subsliluiions uniLair( 3 s. 

Elle.s serouL raallenKuH equimlcntes mi dti ineiiie sous-lype si olios peuvenl 
dtiriver d’uno mcSine Iroisienie par des subsliluiions ri'clh's el unitaircs. 

ICnfin olios seroni (Lvithmclufucntaiit ^quivalojUvs on siinplemenl aqaiva- 
lentes ou do la mfiino cltis^ic si olios pouvotil (hb’ivin’ dhino mfinio Iroisifiino par 
des subsliluiions on I i (ires el nuilatrcs (-). 

On cboisira dans ohaquo type ou dans ebaque soiis-lype, pourle reprdsonler, 
unc des ldrnic.s de ce lyjie ou do cc sous-lypo quo I’onappullurala forme cano- 
nique. Nous dt'ssigncrmis gi'niciralornonl cello eanoniquu j)arla IdlreJI. Leclioix 
do la forme H (isl h pen pres arbilrairo; loutefois ou sera eonduil, dans la plu- 
parl des cas, i\ choisir de prtifiironce la forme la plus simphi du typo considiirti. 

Disons quelquos inols inainleminl du langago gtiomiHriipie don( il sera fail 
plusiours fobs usage dans ee Iravail. Si Ton considtire .rj, ;v>ji connne les 
coordonncie.s irilaliiros il’uii |)oInl du ])lau, si K csl une forme honiog6no cm 
a? I, A’a, .6’;,, I’dqualion 

F = () 

d(ifinil lino courbe [dam* (J. Nous dirons liabiluellomenl quo la forme F reprti- 
sonle la courbe G. Do mCmci, si a?i, soul los coordoimtios liilrad- 

driques d’lin poinl do 1’ os pace, nous d irons (|u’iinc forine F, bomogOuo par 
rapport (x ces quatre variables, roprcisenle la surface donl I’lsqualion csl 

]•' 0 . 


(') Ccll(5 ijunliLd apimmii .surtoiu inl6i’cssante ([imnd lo9 termus do T opparLlonnoiiL un 
domaine d'inUgntd ddlei'mind. Uao subsLiUUion unUairo a unc inverse donl Ics lei’ines soiu 
dans le domainc. 11 snffil d'aillcurs, pour qidil ea soil ainsi, que son tlilerintnanl soil diviscur 
(in I’liniLd (c’cst-ii-dii'o qii’il ait im inverse dona Ic floniaino). (A. C.) 

(■•) On (limit inninienonl <jue in snhstiUition (ou la nialrico) csl viodulaive { ou unimodti 
laii'c si son ditorminanl ost (igal c'l l-i) {Ency, des .SV’, Math.y ICdil. rmiif., M(i, o'* f). (A, C. ) 
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Knvisagcous, <lnn'> l«js ('iquiUlon'^ ( i ), ./'•», DDmiiic h-s coonlomu'C'. 

d'lm point do i'<'spiun'; i;i, 'i, roniino Ids ciMirdtnun'cs d'liii iinJi.* pumi. 

Lcs <5qiialioiis ( I ) dtdiiiissDijL uIdi's uiid rolatton Ihnnoloiiujtir ) cniu* iIdii\ 
points de I’cspaco, do lollo sorto quo la coiumissiinco di- I'iih do i cs piniiK 
permcL do ddtcrniincr I’autiT. Li! point ..j, i, situ li* liMii’-lnunf do 
[)oint (.I'l, iTa, .V,, .^*l) pur la iransrorinalioii 'I'; on appolli'ia dr mi'uir I runs 
fornn^e d’nnn conrbo on d’lino snr face Id lirii drs ll•an,sldnn^!^". do tons ir-. jKimis 
de colic courbe ou do colic surfacD. 

11 osl clair : 

i" Quo les U’ansformi'cs d’nnc droilr on d’nn plan soul nno droito nil iin 
plan; 

a” Quo la Irons form do do la siirlacc 1'' n I'sl la snrinco l''.T o 

Nous dii'ons tjiio d’ roproduiL nn polnl, nno dmilr on on plan, nno mm In* 
on line surface, ipiand co point, cello droito, co plan, dcMd cnmlM' cl (•rile air 
face son I lenrs prop res Iransformibss. 

Nous dirous ipie T roproduit la forino 1'’ ipiand on aura idiniliipieinent 

K.T l'\ 

11 faiit reinarqiior quo 'P pool roprodniro In .surface !■’ n snie. riqn inlnii c la 
Iqrme F; e’csi, co qni arrivora quaiid on nnra idmiliqninnenl 

l•^T jV 

(i' 6laiU lino couslaulc dilloronlo do i ). 

Siipposons quo Ton olian{?o lo lrlaii}^le nu le | (’• I ra edn- de leli'-rence. m 
J' l , a'-M. .r.i, £i, Ea, soni Irs anoioiuies coordonii(''es de deux pniuls m el ///'; 

J'2i J.ii j'i > ’Oi) Oy^Yii, 0) soul los conrdonm'rs noiivrlles den\ 

memos points, mi a oulro ces dlvorses (piimlili’ts des relalioiis di' In Idrnie 


' .C, 

■ Ot.))-- 

•>'! 

1 

di 1 i. 


O.J 1 ( '( 

j 1 

1 

(/( 1 . 

./'l 

' o,_) 1 -) 
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(•■1 1'l 
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.. 
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celLe subslilution cl6(mil lo chnngenienl de coordonnios quo I’on viont d’eH’oc- 
liior. 

II osl clair qn(j la cuiirbc on la surface ([ui, dans Paucien sysUbne do coor- 
tlonm^os, avail pour dqnalion I' " o, a pour (^quaLion iiouvcllo F.i “ o. 

Nous dirous quo le cliang(!mcnl do coordoniu'^os d^fiui par la sulisliluliou i 
Lra n s fo r tu G F o n F . i . 

Siipposons maiulomiiiL qidon (iliuilno los x oL Ics ^ ciilias los f'quaLions (i) 
cL (a), puis qu’on rdsolvo los (juaLre dqualioiis roslanlos par rappurLaux y: 
d'i> d'ai X:\y seroiU alors oxprinids on foiiclioiis do yii, nQ, n\ par qualre 
('ujualious do la forme 

I Hirp I (.ii I iJi Td, 

.) j ■ - A 5 Y)i H- lb 'Ou ")■ ( <2 H • I b /)i, 

,) A;i Oi“t- H'l as I I ll'ravi 
.) j Av'f),-! Ib'aa -I 

La su1)slI 111 Lion 

Ai hi (b I), 

As hs (b Da 
A,, h, (b i),, 

Av lb Hi lb 

s’a])poUora la transformuo (^) do T par lo cliangemont do coordonndos 1 . II usL 
clair d’aillours quo 

s = ii-'i.T.j:. 


Par conadquoni, si 1’ roproduil la formo F, la subsliluLion S rcproduil 


cur 


F.j;, 


iM.s = = F.T.s = 


(>) On II pormuU'i S cL S, tlaii!j les noLuUoiis ile II, PoincariS, pour Ics conforinor fi colics du 
pmngruplio III. (A. G.) 

(’) Oa diraildc priSfdrciu’.e aciucllcmeut quo S osL la //’fliw/awdo de 'I’ par la malrlco Ji. ( A. C.) 
II. P - V, 5 
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HI. — Glassification des transformations. 

>■ Soil la subslilulion 

j <>i [ii ‘(\ oi 
«2 (b "(i Oa 
pj Y 1 
av pi Yt 

nous dirons qu'elle esL ocmoniqm (' ), si Ton a 

[3i = Yi = Sj = Yj = Sa = 3|=: aa — ?) = = pi = Pt = Yi " ^ 

Envisagcons I’dqualion 

ai— ?> pi ‘ Yi S| 

a, p,-}. y, S. 

Cii p] Y^ — '/> 

y\ pi Y‘ 

La constd6ralion des racines de cello (iqualioii nous condulra a classer los 
Ira ns formations T cn qnalro calt5goi'los. 

T sera de la premiere categories si les racines de r^cjualion (d) soul lonle.s 
distincles el si de plus les puissances des racines de celle dqunlioii soul 

distlncLcs, m litanl nn noinbre enlier rdel qnelconque. 

T sera de la cleuxieme calcg 07 ’fc, si les racines de rt^qiialion (3 ) soul distincles; 
mais, si leurs puissances ao le soul pas, m dlanl un nombre cnlior qucd- 
conqne. Par exomple, si Ics racines de Pi^qualion (3) soul 1 , — i, a, 3/1’ sera 
de la deusieme cnl6gorie, parce qiie cos racines soul dislinclos, mais que lours 
carriis, qui sonl i, 1 , 4 el g, ne soul pas tons (inr^rents cntre eux. 

T sera do la troisibme categories si les racines do Pdqiialloa (3) no sonl pas 
Louies dislinclos, mats si 1 pent 6lro rcgardtio com mo uno puissance onliiire 
d’nnc transformalion de la denxifime cal^gorlc. 

Enfin r sera de la quatrieme categories les racines do I’tiquaLioii (3) no 
sonl pas loutes dislinclos el si, de plus, T ue pen I dire rogardde com mo uno 
pulssancQ enliere d’nne transformalion de la donxienie categorio, 

Supposons que I’on se propose de recberchor les plans reproduclibles par la 
transformalion T. 

Soil 

ni.jji + ihXi-h UiX-i-h usx\~ 0 

(') On dll-ait m.'iintenant (|ue T cst imc matrice diagonale {Cf. Max Durria!, The Theory 
0/ MalHcei, i(j 33 , p. 5 ; ou N. BouaiiAia, AtgUbrCs Gimp. II, § 0 , 19/17, p. 82). (A. C.) 
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I’dquntlou cl’uii tel plan; on doil avoir 

//v«v _ ?4ip|-i »a ^3-)- 

U\ ~ U-i 

— »3Y;i-i- »<Tv „ U| 5|-i- »2ft3 H~ ?/i5,iH- __ ^ 

” «, ~ “ 

II esl clair quo ‘K doil salisfaire a l’(^quaU()n (3), cLque, r6ci])ruquomont, si, 
daus Igs dq nations (4), I’ on 6gal() ?i it Tune des racinos dc I’dqiialion (3), cos 
Equations donnoroiit p{mr Ics u an moins un sysL^ine do valunrs el dMlnissonl 
par cons6qucnt an moins un plan ropro(lucLil)lG par la transformation l'\ 

Supposons quo 1’ soil dc la piannicro on do la donxii^ino categoric, c’osl-a-dire 
que I'dqualion (3) ait quairo racinos dis tine Los, X|, An, cl ll y a alors 
quatro plans roproductiblos par 4'. 

Imaginons quo Foil fassc im cliangcment do cooi'doiiiu''Cs i on pronant pour 
nouveau UUraddro do nifdrence Ic Idtraddro (oriiid par cos (piatro |dans. II est 
clair que la transform do dc 1’ par i esl 

A L 0 a 0 

0 An 0 o 

O O A a O 

O 0 0 Xt 

ollc osL par C(>ns(!!(pient onuoni(]iio; nous Fdcrirons qiiolqucfois, pour ahrf'gor 
(Xi, Xs) Aa, Ai). 

II suit do lA que, si T est do la premidsre on dc la dcnxicino caldgorio, on pool 
elioisir ^ do tollo sorto quo 

il- '.’l'.i: ~ S 

soil eanWiquo (^). 

Jo dis ([idil on ost do nidmc si 1' csl do la troisidmo catdgorio; on oH’ot, dans 
CO cas, on pout poser 

T =sx»>-, 

r clanL do la deuxidmo categoric ot m (ilant un enticr positif; soil, pour Oxer Ics 
iddos, 

))i ;j; 

on a 

T = -a .X, 



(') On a ligftrcmoiit tnocUfld tes iioLnliuns tie 11. noinenve, ([ui avail design d par la mdnui 
lellro T, LanlAt uno rnalrico (on suhsliluUon lindairo) qaclconquo, lantdt unc niatrico dingonalc 
(oil subsliluLion canonique) pour luqxiclle on a einployd la IcUro S, ainsi que 11. Poinenrd le 
lall ci-desaoua (V — i"), (A. C.) 
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(I’ou 

Si (louG usL il ‘ /I'.ii I’osl (^{^iiUinicm . 


IjOS intSmos coiisidGriUioiis \(hU tiou.s pdi'iiuiUn' (hi (l^fiiiir l(!s j)ui,ssanu(!'{ 
(Milidrcs, fraclioiiiiaird.s, iiicn!niii(!iisiirul)l('h on iiiiugiiiiiin'S (I’uius li'ansforinullon 
do I'line des Irois proniliM’Os calogorios. 

IDn olfoL, soil d’libord uno sii))sliliiliou S (;imoau[iui 


).[ u a (I 


S 


II 0 0 

I) li ). I n 
() n I) 


- ( A|, ),.i, i, ).i}- 


Soionl pt Puiu! doH valours dii logariLlnno do ?.i ; pu, p.i, p.^ dos valours 
logarilhiiius di! sora, par dcdiiiilion, la snhsliuuioii 


a a ii 

0 a o 

a a r^[h a 

a a a f'*ai 


<*«!'. )> 


SiippuHous uiisiiiLo uiio suh.sllluLuui non oauoiu{juo; on poiirra I’dcriro .sous In 
forme 


T --- i, 


S oLaiU uauonupio, ol sa piilssanoti stsru, par (li'dinillon, 

'I'a .-s il, S*. il ' . 


Los Ivans forma Lit ins torimiros ( oauuniipios) do la troisiGmo oalbgorio s<‘ 
classcnl on deux types : 


a 

a 

a 


J 

a 

u 

a 

a 

u 

) Type IJ 

a 

■j. 

a 

a 

a 

fi 



u 



mais nous dovuns reiuarquer quo la .snbsliLulion uniUuro du lypo li esL la 
subsLilution o'osL-a-diro cello (pu lai.sso Loulos los form oh inalldrdos. 

A CCS deux typos covrospoiulont deux aulros ty[)us do la second e oaU%ori(! : 

Type k' (ff, (^), TypeW («, ).!«, XaOi), 

A, ol )\<x 6 LanL dos rHciiies do I’uniUb 
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Oil trouvo do 1)1 Cine [loiit* los Lt’an.sfoniifUion.s qiialornairos do la Lroisiciuo 
cnlogorio, qua Ire typos : 

<’* Typo D a, [•!, p ), 

'J'ypG (O', o, y, fi), (c/, a, y, Ct), 

auxquels oorrospondniil, pour la (loiixlomo caldgorie, quairo an I res types : 

Typo C'. . . . P, Y ), Typo. D' ( i ? , t^, fi ), 

Type K' (O', Xia, /„,£/, fj), Typo F' (o', aoo', XiO'), 

Xi, Xa, X3 (ilant dos raciiios m''’'’'*"’ do I’unili^. 

Ijr qiiostion qui so pose esL do Irouvor los points, Ins droilos nt Ins plans 
roproductiblcs par la transformation T oL do discnlor comply to iii out Ic pro- 
blnmo, mais il siiffil pour nolro objol do fairo eolto discussion pour Ics trail s- 
forma Lions Lornturos, los rdsullals ilnvanl s’l^londro aisdmoiit aux transforma- 
tions quatornairus. 

A.ppeIons (viangla principal le triangle do r^fdrcnco auqiiol ilfant rapporlor 
los (Vj nations do T pour rrtduiro cotto transform a tion a la forme eaiioniqno 

S =: i-i.T.j:; 

on veiTii aisdment : 

1" Quo vsi T est do la pramievn oa <le la dcaxiinno categories los souls points 
on droitos rnprodnntiblos sont los sommots ot los erttes du Irianglo principal; 

2“ Quo si T ost do la troisilune catdgovic c( dii type A, los points roprodue- 
tiblos sont lo sommol a?i==.ra=o, ol los poiiils du edid a?a=o, pondaut quo 
los droitos roproductiblos sont la drolto X[\ = o ol los droitos qui passont par 

10 sommot a?) a?a = o ; 

3 " Quo si T ost do la trohihnie cau'igorie et du type ( 1 , tons les points ot 
lollies Ics droitos sont roproduclililes. 

Supposons quo T soil do la proinioro caldgorio : aucuno do ses pui.ssanco.s 
ontidros no sera do la troisiemo catdgoric, d’ou il suit quo, si To ost un point 
quolconquo non roproductiblo, si T| ost lo transform^ do To, tq colui do ti, etc., 

11 no pourra jamais so fairo quo t„i soconfoudo avoc Tq. Ooiio : 

Si T est de la premiere caUgorins saaf les sommets du triangle principal 
(oil, dans' lo oas dos transformations qiialernaircs, los sommets du tdlraddro), 
tons les points ont uiie infinite de transformds successifs. 



Au;i'i>i<iqui ni,s rouMi''’. 

Piissoiis iiiiuiiU'iiiiiil iuw Irniisronnalioiis do la ({inUrirntr nd* 
pool pas Ics n'sdtiivo a la fon.H', oaiun.iqiio, mais on pool ( t.oisii 
I’aitU'Lior a sa lortiio la plus siinplo (' )• 

Ainsi los inmsformalions lonuiiivs do la tpiali'imio calrporio >.< 
(lfiu\ Ljpos, doiiljo dnnuo loi los l(;s plio. siiuplos ( " 1 . 
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Los Iransfoi’inalloiis ([iialoriiairos so divisioil on ipi.ilio l.'P'*'' 
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On vnk aisi'snionl quo los soails poiiils ropnidiiotildo-, soul los sulvmils : 


'I'xjw Ai.... 

.f'n -cf'l 11, 

Type lit 

... M'-'.f'j 11, 

'Pyi>c (',) 

.. .I'lr-.f'j .l| 0, 

Yp'/if 111 . . , , 

, . ,f ( r;;-: ,JSj - i 1), 

'0 pc It! 

. . . a.'i .fU - X.[ 0, 

'^yp<^^ i''i 

. , . .17, --5 ,l\ J ,r,| , ( 1 , 


,r I • ,< > U, 

,;‘l ,f I ,1 1 II, I . ,1 , I I O, 

J'i .1 I J I U, 

.0- . 0 , ly n. 


lino pout y avoir d’oxooplioii quo pour los lypi’.s A ( , Oi , Oi , i%i , si / !'», 


(‘) fie, sonL 111 lies cas jmrliinilicr.s lid lii nii'lii'rriiit (li"i tfidtinii •, iHiUiit'iihiii >•'. U’ltm' 'mli'ili. 
union {lincy, Ucs Sc, Math,, [-11, ii" id), (A. (1) 

{’) liii etufliniU les foni'tnms liyiii'rlui'lisienm'ii (iln ileux vai'i.ililisi), II I'min ,ti .i I'n' to 

a classei' (lifl’i'i’fttnineiU los siilihliliilioiH lliit^aii'i's U'nniiii"i (Sut Ich wi/M/nn/inin /iVii’(/n<M, 
(', H, Acad, .S'c,, I, i)H, iHUL n" Ifi ile In Iiililiiif^i’miliH! ili’'i .It7//, < iituiiiiniU''' iIiuim Ii* I'.li-i 
pilvc XI fie !'Analy«o, 1. IV des <HCuvir^), Avon ti's iioliil inioi ilii |mi'‘H'iiI Mi''Iiiiiii i', i‘> -i il.ci'if, 
nppel^es types A, 11, (1, II, Hiii'iiieiit (!iit'iii,Lf'rlHi^cn pur Ics fnriiM*'' cininiiiijiO'H , 
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Or, loul(5 piiifi.sanco ciiLioro (Pmv(; IransfoniiaLioii do quuLi’iciiio oaLogorio ost 
ollo-inoino do coLlo (‘aLogorio. 

Done, 'I’ ost dr la qnafvihnie categoric, sail/ un notnhre /ini de points 
reprnducAiblcs, tons les points out une infinite de Lransformes sucerssifs, 

11 Lie poll I y avoir d’oxcopUon {[ue pour lo.s types Ai, Ci, Ui, lil(, si 

01 alors lo lien dos poinis ([ui u*miL pas luio iufinit(^ de lran,sforni6s succossH's 
csl line (Iroito on uii jilan. 

IV, — Classification cles formes. 

I.o.s foriuGR euhiqiics ternaire.s reprd.soiiUuil, dos courho.s du troLsieine ordre; 
anus los divi.sorons on sopL famille.s. 

Les qualve premihres fanulles coiiiproiidronl, dos form os non dicompo- 
.sablos on fnoLoiirs, qui repnisonUml do.s courhos inddconiposablos. 

Parmi olios, les deux premieres faniilles oomprondronL dos fornic.s in discri- 
ininanL diOiU’ent do z6ro qui ropiAsonUnil, do.s courhos sans point double, o’esl- 
a-diro dos oourbes do Iroisifiine onlro oL do sixiihno classo- 
liGs formes pouvont inii jours s’ derive do la fiH;on suivanle : 

a \ VZ + X'' >1- Y'l -H 

X, Y, Vj lUant des formes lindairos on .yj, a;,); do .sorle quo la forme cano- 
nique qui sort a ddfinir ebaquo typo on cliaqiie sous-lypo de cos deux families 
cal 

(ti) () v xj ' -H [i ( .r H- -h z '' ) ■ 

On ddmonlro, on eiroL(no//‘ lo Mdmoiro do M. Ilosso, tnsdrd dans lo Tome 28 
du Journal da Crelle, 1884 )) qvi’uno courbo C du Lroisidme ordre ol de la 
sixidmo c lasso a nouf poinis d’ inflexion dont IroLs loujonrs rdols el six Loujours 
iinaginairos. Cos nouf points (I’inlloxioa sci di.slribiicnt de qualro ninnidros 
dlfldronLos sur irois droitos, oL ils so disiribuoul d’uno maniero oLd’unosoule 
.sur Lrois d voltes rdoUos. Si I’on jirond cos irois droilos pour former lo triangle 
de rdfdreuoo, I’dqualion de la courbo G osL bicn do la forme prdcddcnle; de 
telle sorlo quo, si F est la forme qui roprdsento la courbo G, on pout loujours 
poser 

F — [(la.yji's -h +-5“)1.X, 

2 dtant unc substitution it coofflcionls rdels. 
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It suit do la qiie to ate forme cui>iquG icrnairo do la premiere on do In 
deuxieme famillo csL bien ri^el lenient (^qiiivalenle i In forme cauonique (.5). 

Maintennnl, parmi cos foriiies, je dislinguerai (et Pon verra plu.s Inin coin men I 
j'v sills condnil) : 

i'’ Une premiere fumille. composite des formes qni ne sont pas di^conipo- 
snhles eii niie soniiuo do Irois cubes; 

2 '^ Une deuxieme families composde des formes qiii sonL ddcomposables 
en une somme do Irois cubes. 

Lo.s formes do la troisihne famille auront le discriminant mil, mais lou.s 
Imirs invariants ne seronl pas mils a la fois; dies repr^senlenl dos conrbes dn 
trolsicnic ordre et de la qnaLrieme classe. 

On ddmontre que ces courbes onl trois points d’Innoxion dont un soul esi 
r6el, el que ces Irois points soiiL siir une rnSme droite riellc. 

Si I’on prend pour former le triangle do r^fdrcnco cello droite el Ics deux 
langenles au point double, qua lion de la courbe pent ^tre niiso sous la forme 

-t- =; o. 

On en concliit quo, si F esl une forme de la troisicinc famille, olle est reelle- 
ment ^cpiivalente a la canoniquo 

(6) 6a, + PC'*-’’' ^ 

Oil a la canonique 

{7) 4- 3 ap ’-3 “1- — j 

solon quo les tangentos au point double de la courbe C sont riiellcs ou bien 
imaginaires conjugiuies. 

Les formes de la quatrihne famille seront celles donl tons les invariants 
sont nuls, Elies repr(isenient une courbe du troisieme ordre avec un point do 
robroussement, cl cello courbe est do troisieme classe. 

Cos courbes ont im seul point d’iuflexlou, qui est loujouvs rdel. Prenons, 
pour former le triangle dc rdeirence, la droite qui joint le point d 'inflexion au 
point cle rebroussoment et les deux tangonles d’inflexion et de rebroussement. 
L^^quation de la courbe peut s’dcrire 
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flc sorlo (]un Corino do hi (jiin Irloiiio ftuiulle osl redllr.uiciU fujuivabmio. i\ 

la ciuiouiqiH' 

(8) 0^ 3 [i /M ^ 

Los Irois (iGf'nih'cs families coinprouclroiil dos I'onnes (loctmiposnlsles I'li 
fa 0 lours. 

Los form os ilo ia einquihmc familla rojm'^soiiloronl uiio oonique S ol, iiiui 
<lroiLo D non tangoiUos onlre olios. 

Pronons, ])our I’oi’inor lo Lriangli! do nW’di’Oiicn, la droilo 13 oL los tatigeuUis 
t\ S anx poiiiLs oi'i ceLLo coiiiqtio ronoonU’o I); I’dqualion do la courlio di^ooin- 
po.sahlc ]tonl s’doi’ii’o 

a 3( c-4- ^ <), 

do snrlo quo los fonnos do la oinqiii6mc famdlo soul raelletncnl dquivalenles h 
la canoniijuo 

(y) [isi-i-iicx.cj's, 

on i\ la caiioiilqiio 

(10) -I- s H- 3 ^ 

solon quo la droilo 1) roncontro on non S. 

Los fonnos do la xsivUme famille ropriisoiitoront imo droilo 1) ol nno 
coniquo S, laiiyoulos onlro olios. Pronons pour Irianglo do nU'^ronco la 
droilo D, imo droilo tl passant par lo poinl do conlaol do 1) oL do S ol la lan- 
gcnlo A S an point oh collo oimiquo roncoulre JI. 

L’hqiinlion do la coiirho dhcomposablo pout s’hcrlro 

(sM- f'l.r/) := {), 

do sorlo ({110 los fonnos do la sixumio famillo sonl raellamcnt dquivalonlos i\ la 
la onnonifjuo 

(11) .'!« j ca-h 

Lnlin, la septihnio famille so composora dos fonnos ddnoinposablos on fno- 
lours linduiros, donl iM, Ilo nn ilo s’ost occiipiL 

Avant d’allor plus loin, il y a lion do diro qiiolqiios mots d(3S principnux 
invarlaals ol covarianls do cos divorsos canoniquos. 

Nous d(5sIgnDrons, suivanl I’nsago, par A(/) lo hossicn de la furnicy’. 

11 . P. - V. 


(j 
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ltudi; Ai.dUiiuQiJi; i)i:s ioumis. 


Soil a ciiloulcr 
on Iroiivc aisninoiil 


Calculons do iin'iino 
il vionL 

d’ofi 

Si I’on vouL avoir 

on Irouvu 
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M, Arouhold n dijlliii doux iiivariatUs dos I’oriiios onlninu'** loi tiaiii”. «pri) a 
nppolAs S cl T [Journal da (jralla^ t. Hi), p. i:k^) rl ipio jo vais oah uloi juinr 
les formes qiii nous ocoii[)cnL. 

Pom* fairo oo caloiil, je rappollo la didinilioii (jni^ OloPsoh a dumtioo fTiino 
opA'nlioii (pdil nppollo l’op(^i’alion t) [i\[alht'nuUisi'lic Ininilrn^ I. VI, p. /y jt|). 

Soil (■)(/) nil iuvarlaal on mi oovariaal qmdtiomiiio »!»' In fonno /’; on 
convienl d’doriro 

^'1 ^K/)l *■- ! <•’[/' I- ) I'"" I )• "■ 

M. Glohsoli (UTivo mix doux forimdos suivaiuos ! 


siA(/)i- 's(s) T, 



I’TUDi: ALGllUniQUE DLS l■'ORMLS. 43 

Mais si I’on romarquo (itio co quo M. C1 g])scIi aj)j)elie S ol T, c’gsL (jg ([uc 
M. AronhokI appollo ()S (M (5'J', on osL Gonduita (';orii’o 




Iki lo.s cnloiilnul pour la fornio 


!»(?./' ) Z -h [1/ ' -i- Y ) ’ -t- 03'' 

(qui comprond los canojiiqiu’s a, d, 7 , q, 10 ) ('), oji Iroiivo sans poinc 

?>A 30 «“ ( [iyS V a" ) .r j 3 — i '* c/ ( [•! ,r'' -t- y ) -4- 0 3 ‘ ) ( jiy 5 -t- L> k ' ) 

H- l)yS( - • ()(v'-p).i\;'3 — Oa2(— 

“I- 0 ( - (') y - y ) u!j 3 - - 0 a - 0 « - y * 

“I- 0 (iy ( — 0 S ) -I'yz — He'S ( — 0 c/2 0 ) 3'', 

ou 

8A •= Oa.r i 3((ic/[^yi5 -i- i'* - ■ (ic/fjyf? -- OafiyS — 0 aHyS) 
p.r'(:i()a' ■ '»4a'~it>,aPyS) 

I y_)'‘'(;(()c/* -‘.‘/{a' --riwpyS) 

-I- fi 3''(3()a'- — rj.c«Pyfi) 

OU 

oA — ( () S' .O’J 3 -h \i ' -I- y j 'M- O 3'' ) ( ID a ‘ ■ i u a(iy 5 ), 

OU oulin 

(ID-) S " 4a* --4«fiSy, 


OU 


' SS Hai'(('Jyt 5 n- ''a") - - D[:JyS(pyJ 5 -i- '‘.a') 

— aayfi(’-' ()«•* [1) -- Dap?)( — 0«'*y ) — D,a[iy ( — fia^S), 

i 8S “ a'l pyft -I- 1 (’)«'■ - :> \P 8 '' - 4 [iy^ 

-l« iD-a'jiyS -h iDa''[iy8 -1- jDa=*Py5, 


OU 


ou (infill ('*) 
(i« Ois) 


oS = lOa''' H- 4o«'' fiyo D f^* y® 8-) 

'I’ SS £= Ha'’'-)- Doa'qiyo — fi^yiiss. 


(') Los formes (7), (lo) lui sont nlg<ibi'i((iiomoiU, amis non vicllctnout equivalcnlos. (A, C.) 
(*) Los vnlcars iiuUqiuJcs par G. Salmon (({(lomdh'ie analyliquo, C.oiu'bes planes^ Trad. 
0 , CiiBMiN, i88/|), pom* COB iiivnrlauls sont : 

S i — aM apyS, T = 5 «- 8 a' 5 '~ aoa’PyS -h P^y’SL 


(A. G.) 




|',ruuh AKiniRlQUl. Dis lOllMl'S 

II esL Cdciln d(5 voir (}U(i I(>s rorinos (H) cl ( ii ) 

yc'i-h I l(i ' > ' 


out rifls invariants mils 

S -- (I, 

Poson.s on oll’ol 

(t!) : - ;i, ' 


* I I , 


la proinioro dos formes dovlonl 

> J,' 0 I [1 I'l } 

olio osl par Gons(5qnonl roprodnilo. 

Orlos ocjiuilions (id) didinissoiU iiiio Iraiislorinalion 

I 

II 

O '* It 
n <1 1 

donl le fliilorminniil osl •' » on doil done avoir 


Or ios doiiv forinos /' ot y . II sonL idiMilinnos. Door 


on dfKituL dc la 


S|7|, 

'I'l/.Hl .Tl/I, 


S(/) ’!'(/) M. 

(Jiio (li^mnnslraLion analof^iMi osl npplionhio i\ la loriiio 
qni so roprodnll, qiiand on poso 

3 1* Ji, ■ * ) I, .1' , l(i,< 

'I 


I , tt r ii 


I’our appliqiior Ios lormulos ( i ol ( 1 /;/,s ) iinx. loriiios ( .» ), on ( l» )i mi { «j i* 
il sufllL do fairo 


ou 

oil 


7 ^ : fj ■ i 0 . 
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^5 


Keinnrcjiions ciisuiLo quo, si K esl la suhslilulloii lin^aire ('), 




\/‘>. \/>z 


ou 


W 


?' —■ I 

7 ^ 75 " 


0 0 1 

le ddlermiiiaiil do K ost 6gal a — t, ot 

z H- 3« r* z -h p./.'* — ’1 p./'j -). 'r ~ 4 - \i 

II en rt^suUe 

^{‘Sax'^z -h 3 c/ j !i 3 -H p .c'l ~ 3 p.K j '0 “ ( {)'' S [ (5 4 - [i \J~x ( 4 - 1 

'[’(3 a.x'-x! 4- 3 aj " v 4- p.r’’ — 3 2 ) = ( 4 - /)o'r [(it/t f\C 4- fl (5'' -H v 


(lO 

Do inflmo 
oL 

(14 Ois) 


( P si' -h 3 cc x’i z 4- 3 a 2 ;j ) . <i' = -h 0 » ^ 

S (p;3i'-(- 3o'.t'2s -h 3«7 -s ) ~ ( 4 - S(pi^’4- Ga^^iO = 4 «S 
T( fis" 4 - 3 £/ .'k2 s 4 - 3 « j 3 s ) = ( 4- / )" 'l’( PC' -H = -»«". 


()a arrive tiiiisi uux rdsullals suivants : 

Formes do. la pvemihve J'amille, ■ — La cnnouiquo 

(5) G«.'1’/s 4- p(a;3 4-j'i»-Hs3) 

donno 

A = (\(p3 4- 'ic/^).vyz — (ia3p(,'t!‘T4 - j'3 4- 32 ), 

H = 4«(«'’ — P"), '1' ==: Gw" 4 - aOa3 p 2 — pQ, 

Formes de la deuxibme f ami lie. — La canonique (Uaiit la mdme 
los covariants el invariants sont los niGmes; mais 8== 0 (Aiioniioli), 
Crelle, t. 39, p. i53). 

F or/nes de la trots id me /ami lie. — La canouiqiio 

( 0 ) 6 « .vyz 4 - p( .^’i* 4 - 7 " ) 


r')l= 4«', 
,Dl =-«««. 


avec a nul, 

, Journ. de 


(') l’oni''(JDlciilQi' clu’octoineiu lea iiivariuaU dcs rormcs (7) ei (10) ca y, z, on a porimitd, 
dans lo calcnl de H. PoincfU'6, le rrtlo dcs coordonnees 7, s ct y), ^ (A, G. ), 
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A = r3 — (></- (ii( I ’), 

S = 4 yS T = 8 O'.'*. 

Ji!i cfinoniqTic 

(7 ) tiox-z 3 !/J - 3 •+• [l.f' — ‘I P J’.l'- 

douiiG, on verLii des forinules (id)> 

- A = f) 3 + G y >,> 2 5 — G a 2 p 4. , 8 y 2 p .e ,.2, 

Nous dcvoiis appelor I'allenlion sur line proprieLd exlrihncinenl remarqiiable 
<le S eL dti T : c^osL quo S esl im cai‘t’6 parfail oL 'P nn cube parfait J car(‘) 

Tii™Si=o. 

Nous posci’ons 

Duns Ic cas qiiinoiis occiipCj p osl dp;al A pom* la canoniqiio (6) el 6 — 
pour la canonique (7). 

On veil sans pemo quo I'on a 

3 p/-i- A =3 *)s. 

h^onacs do la (jiuUriofne faniillo. ~~ l^a canoniquo 

(8) a33-h3flav2 

iluinu! 

A = — 0 a[i^ 

S = 0 , T = o. 

Formes do In ciiujuiomc J'amille., — ■ La canonique 

(9) •+• 

(lonnc 

A =s i2«9.rj'3 — Ga'^P^*, 

S = 4*^) '1' = Si?®. 


(') II faulj semble-l-il, comprcndre « cavi’i parfait ct cube parfail do foncltons cniifirea 
(h coefficients vationnels) des cocfdclcnLs de i’liqu alien de la courbe ». 

Ln pi’opi'i6t6 i'4suUc dc la decomposition iink|uc de S et T cn polynomes hreducliblcs (don I 
lc3 \ai'iablcs sonl Ics coefficients de la courbe). Dans ia valeur commune dc 'P et S’ ehacun <lc 
ces polynomes doit flgurer b la puissance G. 11 cst done u la puissance 3 dans T, et i\ !u pitis- 
aance a dans S. f;’est iinc application de la propriclfi q«i cst connue main tenant sous le no in de 
/fiatorisaliott unique d'uu armeau de polynomes a plusieurs variables. (A. C.) 
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4 ? 


lift cftuoniquc 

fio) fis'-h H- 

iloiinc, (Ml vei’ln dcs fonmilos (i4) »!t Miivimlcs, 

A = Ga-ps'^' — — (ia^ ) - z, 

S^-IkS ' 1 ’ 8 p'-.' 


h'ornies' de Ut xixihnir, fiunillc, — Lft CftiionujiK' 


(lO 

3 p.r i'2 

doniio 

A= -GapijS, 

ol 

s 0 , 'r = o. 


V. — Transformations semblables (i). 


Nous ulloiis luftiaUmaiiL aous oocupcr do i’(!chorclier los Lraiisrorumlion.s (pii 
Foppoduisoal iiau fonac doaiKio; amis posoias <rnl)oi’d 1(! proldiiino do In mnniiirc 
.suivnnlo ; 


h'.Uuil donm'io tine U'ffns'foniuUion linMive'V, /roavcr las fonm\s (fu'tdla 
raprodai/. 


Nous no .sapposons pas id f|a(i los cocnioicnis do .soionl onliors, do .sorlo 
(juo lo pi'ol)l(bao (jai aotus oocupo on co nioinonL esi paronioal idf^diriipio. 


l" d'lUNSKmiMATION.S .SKMUGAULKS an I.A FKK.VTii'.HK OAT^daHlE . 

Si la IransronnftLioa ’ 1 ’ esL do la pFOiaioro cal(i{;oi'io, olio jioal sN'ioriro 
S lUanL canonicjuo. 

Si uno forme I' ost roproduclililo par S, hi formo csL rcprodiiclible 
par d’; done, pour Irouvor louio.s lo.s formes roproduclililes par il suffildo 
irouvcr loules los formes roprodiicLiblo.s [lar S el de lour applupior la Irunslbr- 
rn ft lion JS. 


(’) 11 . Poiticarti nppollc aiihstiLuLions (on Iranaformaliotis) mnblables « celles (jiu reprO" 
dulseiil line forme cL qiti, cii iniimc icmps, appiiilicnncnl au |,M'oiipc G dcs subsliliUioiis li coef- 
iloiciils ciilicra (ou 6 vcntueUcincnl & iin aiUri* j'roiipe, ])ar example, smis-gioupc de 0 )ii (.!««■• 
lyse, panic 10 , p. o)> ( A. C.) 





i:TUDE ALGKDRIQUE DES FORMES. 


,ix 

Soil 


S = elJ-ri-iv,]. 


Nous pouvons poser 

S = S,. Sa, 
on 

Si= e*^i, et's, S2=[«"i, e''^|. 

Soil uiio Tonne K, reproductible pur S, el soil 

■i = A 

uu de SOS lerinos; par In Ira ns formation S ce torme devieiU 

A §'(*' l-yT»N Vjmj-t VjWj-t VjWl 

On doil done avoir 


l [J I w 1 4- IJ.2 wia 4- l^-T f/i I 4- ij V /n 1 = o 
^ I > / f s 

I vi r/i I 4- va /Ho -h vi m I 4- vj /» V 5=£ .) ( moil n ). 

La preini6ro dos dquations (i5) oxpriinn que F esL reproductible par Si, la 
secoudo que F est reproductible par Sn. 


Supposons d*ubonl 




Alors S so rednil ti vSj, ol il suffit, pour Lrouver toules les formes F, de 
ti'OLivcr touLes Ics formes reproductlblos parSj. Nous dirous alors que a sa 
canoni((uo rdello. 

On a, (Inns ce ens, 


r I 


m, 9, 


i/'i 


(^9 

cLr-y 




cix I 




cl^ 


done 


f/9 






PlA'( 


^9 


(Hiipi4- /Hapa 


3 

/H,jP'3 4- hivpO? ~ o- 


II faut GL il suffil quo celto condition ait lieu ponr tous les lermcs de F; on, en 
appelant pi, p\ les d(SrIv«ics do F par rapport a .aJi, oo^, 

(t 6 ) p-i.ci 7 )i 4 - paA’a/Ja-t- p .( A'.iyjj 4 - pia’vyn = 0. 


Supposons inalnlcinml que Lon n’ait pas a In fois 

Vi = Va=; Vi = Vv = o ; 

la condition pr6cddonte resle niScessuiro, mais u'esl plus suffisante. 



i5tude algi5brique des formes. 


4<) 

Alors, si la transformation 1 ’ osL rdollc, cc quo nous .supposorons, Ics valouns 
clos V doivonl 6Lro opposdos doux i\ doux, par oxeniplo 

V2 = — V,, Vv = _V;i, 

la douxi(inio condition (lo) dcvi( 5 nt 

(17) Vi(/?f|— /yji) -f- Vj(/n I - in, (modtJj;). 

i" Si vi ot v;i soiiL coinincnsurablos avcc stt, la Iranslbrination S.j ost do la 
douxicmc cat6f;orie ; lYujuallon (17) no pourra 6tro satisfalto, si olio pout 

rdtre, quo si iin nomhro cnlior dgalo --h tJt (ilant doux 

entiors d( 5 tormln(Vs, Si 

7 C ’) 7 C 

— mi) 0 (modaTc), mO .n (mod an). 

F ost reproductiblo par los ti’ansforniations 

/ s/ n 8/7: \ 

et 

8/Tt _ 8jn\ 

t, I, r /’ 

([III sont do la douxi(inio categoric ('). 

2" Si vi ot Va no sont pas oumiuonsurablos avoc «7T, 011 si I’on no pout pas 
salisfnire I'liqiuition (17), il u’y a pas do fornio roproductiblo par S. 

En rbsumd s’il y a dos formo-s rcproductiblos, (illos satis font ft I’^qiiation (ifi) 
ot olios sont roproductiblos par imo 011 doux substitutions do la douxicnm 
catdgorio. 

Quollos sont maiutonant Ics formes roprodiictiblovS par 'J’? Pour los trouvor, 
II suffit d’appUquor la .substitution X aux formes roproductiblos par S, 
Soiontyi, jj,, y„ los nouvelbs variablos, (/a', rjn los (Mrivdcs do F 

par rapport ft cos nouvoUos variables; lesj^ sont li(is aux co el Ics q aux p par 
dos dqiiations linftairos; do sorto quo, par la transformation I’ftq nation (iG) 


(’) Gottc diacHsaion aomblo iiicomplfele; il poiirraiL pcal-fitro oxislei' d'antros Lrn ns form a lions. 
Lc calciil esl rcpris ci-fleaaona avoc pliisdc pvticisioa pour lc3 formes icriiaircs (/i® Tran$/onna- 
tiQHS seniblables da ta dauooibina cut6gQrie, p. 54 )« (A. (I.) 

It, l\ ~ V. 


7 




I^TUDK Al.ill’llUlQlH; DFS KOIlMtS. 

(/i{«i t I I /m.) i . ('1,1 , i i 1 
-1 <Ji{ai I'l ! /(j ) ' I i I (/'111 
H I 1 /( 1 1 J ' (‘i I i i (/i 1 s ) 

-( \ t I h\ \ > ' <'i I I I (A, I i 1 ti. 

Done los fortnos (jul soul jiar ditlvml sallslairu a ri'ijua 

lion (i8). Si T a sa cuaoniiiiio la^ollo, eoUi' oondilitin (''ll ‘,ii|IUaut{*. 

Si T u'a pus sa eanoni{|uo irollo, il pent s<i pi'd-^i'iilor ilniix cas. 

Duns lo prennior cas, Ins foi’iiuis luiprodnclililo'i [lai- 'T siuil c.it milrn rcpni' 
dncLiblos put’ imo on doux siilislJliilions dc la douNirmo nald^orio. 

Duns lo SQCond cas, il n’_y a jias do forme r(*pi'odmi ihli* par '1'. 


5o 

doviciiL ( ') 
('«) 


•d' FohaiA'I'hin m:s i'oumi.s hi I'lionnu'rnu.i' s. 


Pi’oposoiis-noiis do fornioi' liiules los roriniis iMibinurs luiiairo.s, lornairos ol 
(|ualoraalros roprodnclihlos par nnn transfonnallmi (Miiuiiiitjun rdnllu do la 
proniiftre cfUdi^'oi’io, ainsi quo los liuusl'onnations t;orn'js]Hmdanto,s. Voiisi ipnd 
esl lo prociJdc^ <[ue nous oinploiorons. 

Nous elioiisirous dams lu foraio oiii)i<|nn toriiairtt tui qualnriiairo la jdiis 
giindrido, deux queleonquos des l(n'inos pour los furnios loruairos, Irid.s (piol- 
coiiqucs des Lenues pour le.s formes qualermiin's, el nuns Ihrmerous, ilo eoUo 
maniiiro, loiilos les eouihlnaisons possibles, on eieluunl loiilofois : 


t" FiOs coinhiuaisoiis (jui eondniraionl a uue furnui In'naire (s’il s’agii dos 
formes lernairos) ou i\ une forinn leriuiire (s’il s'agil tins Idrines quuUfniiaires) ; 

a" lifts coaibiuftisons qu’ou ponrrait ddduire des euinlunalsoiis deja (diUuuio.H 
par dos permiUaLiouH oulro les varialiles; 

3“ Us eomhlnaisous (pii (amduiruimii a uiio foniio veprmlueliido jmr uau 
Lrausforinaliou do la douxiibue on do la troisuMiio culogorie. 


Voici commonl on potirra recoiiiiallre ees deriiioros ooiuldiiaisonsi 




(') Cello I'uluUon (iSj, hilinAiiivo (jnlrii los el 
iioliUi'oa inntriciollo ! 


IcH .r^, laiut iHre rxjilu iire, jmr eveinplOf ru 


(l'7i 7i '/> V»i| 


V I 


H. 


d'l 

y* 

J’4 


f'n'- y s P‘"’do vAolle do la cHimai.pjc T; oa a aiin.i Ian 

VHleiira dca coefficients C|, d,, { ,V. C.) i . 



6tude algebrique des formes. Si 

Supposoiis que la trausformaLiou canonique s’dcrivc 

S = (<?!, «2, ff.], O^t). 

SI, (Inus unc coinbiiialson, on Irouvc A la fois les doiix Lorinos 

.'I'l cl .rj, 

il osL clalr que la formo a laqiielle condiiil colLo coinhi liaison iic peiiL <Ui*g 
reprodiicliblo par S que si 

«i - «J> 

el alors S esl do la deuxidmo caldgoric, 

De mOino, si I’on avail a la fois 

.j’f.'r, (*1 .rS.'/;, on .I'l.'i'* ct A’sA’f, 

on 

cL a'j.'Us.i’i, 

il cst clair que Ton. dovrall avoir 

«f »; o;| OU ss C/.j, 

Cl quo, par consiVjuonl, S sorail do la dcuxiiiino ou do la lrolsi6nio categoric. 
Dans ions los cas, do paroillos comliinaisons devraioiU 6lro rojoldos. 

Dans cos cotidllions, void le Tableau auqiiol on arrive : jYcris gaudio la 
formo roproduotiblo ct ii droilo la irausforinalion eorrcspoudanlo; seulomoul. 
pour abri^g'or IMcriiure, par lout, au lieu do 

j’licris 

( Ni. i»», 1^1, i<0 , 

lo Irail placd eii dessous permoUant da ue pas coufoiidro les deux nolntioris. 

dft hill a ires. 


-s-j. xy'i 
-a »)_ xfz 
a; >'2 


Formes lernaires. 
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5-Jt 


Form*"* */ttn{i'i imii rs. 


PH 

r.) -- 

-1- '•! ■ 

( 



/■'-I 

r,} 2* 

1 -ryl 

( 

1 , i) 

P-l 

i-.( V-' 

1 r^f 

t '■ 

i, t>), 

1 

■Ji 

1 3-,) 

{ ^ 


)' 1 


1 j'J/ 

( ■ 

t. 


(Nousuvoiis |KHii' iiIjih'ki'I', .'t’l, .r.j, |)Ui':c,.) , -z, /.) 

II Inudrnil fljoulor uu 'rttl>l(!i\u his forimtis Ton (‘u iillVM’innt (‘l)»(|i]c 

lei'ino (Ics formes prrtcfxlenle.s (I'lm rool’lloionl nunu’i'i(|iK> (jnclcoiKiiH; oi cellos 
quo Ton oluicnL eu ponnulaiil Ics vuriuhles eiitro clit's (i'uiKi furoii (juoli’oiique 
II osl cluir, do plus, (pi’une forun! rejivodticlihlci pur uiie Li'uiisronnulion (l(i la 
promi(',ro caWgorle esl i’OproducLil)li» pur tonles Ics puissances, ouluh'os, 
I'raclloiinali'os, ou liicomineiisii rabies tie reile Irimsrormullou. 

Kcrivous miunUmanl bss foriuits ipiulernuires tpii stmi reprodiictlbles 
pur deux Lrnnsforma lions c.auouitjutts, par liss jmlssiuirtss de t'es Inuislormnlion.s 
ol par 1(5S produiLs do ees puissanriis. 11 osl, iiiso jU* irtmvm’ ItmUi.s les qul 

saLisIbnt t\ coLlo coudllionj oo soul ; 


.f.-' 1 yz( 

K 

1 , 1) ) 

( 1. ", 

') 

x'\y 1 ' 3- / 


o, n'^ 

", 1. 

’) 

1 -f'zl 


t. 

( 1, «t. 

0 

\ ^)zl 

(1, ■>. 

o) 

( ' * ’ 

■' ) 


JJo 00 qui prt'ic^do, il rdsulto qnti : 

Les formes oiibltpios teriiairos, n'pnuim libles par uiio Iruiisfornialion do la 
promidro caLdgorlo, soul eclles tlo la qMiilridiue, tlo la eiiupiit'inio ol tic la 
sixidme fanulle. ((I faudrail ajouler colitis tbt In stqttlrMue, tjui no (igtircnl pas 
explieiloincnL an Jubloau, el (|iu peiivciiiL tHro regtirilAcs ooiinne un t;as parli" 
cidicr dos formes do la ein([ui 6 mo fainille.) 

3" TlUNSrOUMA'l'tONS SCMIU.AUl.KS lii: I.A Timi.SIKMK CATl'’i',()un:. 

Soil 

^ ' (t^t‘ 

unc lrnnsforma lion somblablu de la Uttisb^ino ciildgforic ; avoc mio rolnlion 
d'dgaliltJ cnli’C deux ou plusiours das p. 
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-t3 

.Soil, |)()nr fixer los iddos, 

[i,= |Ja, 

Siipposous, (le plus, p.j, (j.-j, p;,, p, rebels; car, si cola n'avnil pas lieu, on 
poscrait 

= -i-q/f, = iJ.i= /j-i- ip", + 

d’ou 

S=S,.S.., Sir= ( [/,, |/,, ;j',, |j\ ), S>=: ( f'p;', ip". /|j", 

el, Ton ddinontrorait sans peine quo toiitc forme roprodueliblo par S esL repro- 
duclihlc par .Si . 

Si pi, p.u, p;,, fXi sonL rebels, LoiUe forme reprodncLiblo par S doit .salisfaire a 
I’dqualion difr^renliolle 

p l .r I /> 1 p. ■< 2 /J i -I p .1 .'r ,t /'n 4- p , = n . 

Pour Lrouvor los formes rcproduel,iblos par S, il suffit do oon.sLruiro Louies 
Ics formes cn ro|)roduclibles par 

( P'J; pli PV ) j 

pui.s d’y re m placer par uuo foncLion homogihio quelconquo do degrd m 

on a?! et cn 

Appliquons colLe r^gleaux formes lernaire.s; quelles sonLles formes cubiques 
lernnires rcproduclihles par 

s “•= ( o, g, ? 

Los formes hinairos rcproducLtldos par 
.sonL 

'O ■ 

(voir lo Tableau dcs formes roprodiicLlblos). 

Done los seulcs formes tornairos roproducliblos par S pouvonl sMcriro 

'?hxyz -i- cxz-, 

ot sonl, par consequent, ddcomposables en Lrois faclours. 

II suit de la quo los seulcs formes cubique.s lornairos, roproducLiblos par 
uno transformation do la troisi6me cal(^gorie ol du type A, sontlos formes de la 
.scplionie famillc. 



t'.iUDK AU;i'.niUQIJK 1)1. s lOHMlb. 




^0 TkANSKOHMATIONS SI’.Mni.Alll.l'b l)K I, A lIMUMl'.MK (lATl’.iJOllin. 

iNous 1K3 nous oocnperons, duns on (jui .suit, (jiui dos fornio.s (nil)i(jti('.s 
Lomalros, Si nno parolllii foriiu) osl roproduclihlo pur nnn tran.sformalion do hi 
deuxicino cald^nrie ot iln typo ^V, olio osL roprodiiolihlo d|j;(doim!nl pur Lmili's 
lo.s piu.ssancc.s oulifiros do colln snlisliliilion ; (die I'osL dono [inr imn Irnnsfor 
iniuion do la troisifinio caLiij^orio ol dti lypo A. I‘«r onnsiMpiont, olio osi do lu 
.seplionio fainlllo, oL, on oo tpil conoorno los fnrinos do oollo I'ainillo, nous 
ii’nvoiis rion i\ iijouter anx Lravaux do M. IIornuLo. 


Con.siddron.s muinlGunnl nno ciihiijuo toniniro, roproducllhlo par uno Iriiu.s- 
formalion do la doiixiihiio caU^j^nrio ol du typo IV. 

Si coLlo Lransfonnation osL rdollo, sa caiumiipio i\ rimo do.s irois formo.s 

(f'Vj. ;/V|, (1 

(/Vi, _ 

‘ V , “ )’ 

Si lu canoniqiie osl do la proiiiiAro foriiio, ol si ost nn do.s Uuunos 

do la fMihitpto ([iio colto oanoniquo duil roprodtiiro, on doil avoir 

vii/»( m.) 0 (iiind'»rr): 


el coinme /n, — no pout rUro (^gid (pdi\ o, on i i , on i- w on 3 , on doil 
avoir 


'^i ■; Vi -■ ) mi vi . . 


1 . - i" Soil d’nhord 


La congruoiict) 


Vi • ", 

i~ II (moil'*::) 


conduit aux solulions suivaulos : 


m 1 % 


/n.|- 

II, 

///.I , '■ 

niy- 

1 1 

Uh 

■* 1 , 

/«., ; 

my 

' 111 

m-i ' 


///a = 

m \ 

■C| 

//In . 

- ‘I, 

//I, 4 


do sorlo quo los formo.s roproduollhlos par 



lirUDE ALGI'ERIQUE DES TORMES. 


s’<icrivcnL 


.r”-Z H- XJ z 1-^) 2 3 -1- cT 


(cliacjuc toi’ino (^Laiil alFoct(^ cFuri cooflicioul quclconquc), olios soul, pat’ 
con,s(k|uoiU, do la ciiiqiiicme on do la .^oplit^nio fainillo, 


i, — a'’ Soil 
la congruGncG 
II pour solutions 


Vt 


4 7^ 

"U ) 


(m,~ 

niz)-- 0 

(modurt) 

/III = 3, 

ni-ji = (), 

m,i= <), 

nil = 0, 

ni’i = 3, 

rn^ =:= o, 

mi =5 0, 

m-i 0, 

nh -■= 3, 

mi = I, 

m^=5 I, 

m.i= I, 

iproduclibles par 


» /- \ 
- -TT- > 0 

1 ou 



s’licrivent 

(rc)) :i'2 -I- J'*’ 'I- s'* -t- xj z 

(chaquo lormo tUanl nflecl^ d’un coofficieiil quolconquo). 
i2. Soil inainlonanL la canoniqiio 

(LtllSlllL'Jjl) ' 

olle conduit la coiij^r nonce 

vi(/ni“ Wo) '<■ TJW.v = a (mod^r;), 


d’od 


ou 


*2 vi (»t| ~ /iJo) " o (modit jc), 


Vl 


art 


/\K 


VI = -•> Vi= - > Vi= -u ) V)t= . Vit= 


Sivi=:7T, OU dovjt'iiit avoir 

?)i 1 — ;aa -i ats e's o ( mod a), 


ou 


ou 


CO qui est absurdo, 


mi -I- mo -H Ilia o ( mod 2 )> 
3 H3 0 (mocla), 



I'.TlJOr AMil'llHKjl)! IHH mUMJ 


5f. 

Si Vi =: la fornuj {ii'opostu) (I oil <'lt'(i i’rjinnim'lililo |'«u 

(/. , 

olle ilonc 

j’’ I a' i ' i ■ 

Or, si I’on cliaiif^C z (iu - - v, l(! loriur cii z' do ''i};no; i Mo no dnu |iii 

conlcnir do Lormc (iu s', (dlo (>,sl, par do la ^opindno l.tmillo. 



Si vi:= la forma doit Olro roproduolihlo par 


'>/;C 'I 

“T’ ■ 




■t ’ I 


I M M, It, t 


olio no doit dono pas ohanf^or pour lo oiiim^oiiioiil 
qu^olle no pout cuulonir (juo dos toi’iiuts on 

..",0 Itii ' , ; 

do plus, olio <loil, fiLro ropro(lin;lil)lo par 


. , o'o I j'l dit < 


;f ’ ( i ' I ’ " ) 


cl no pent, par consf^tpionl, oonlonir (pm dos loiiims on 

r ', j \ w ' I'l M ’ 

Uno paroillo fornio doit done lUro itidt^pmidanto d(' >*, idl 


1 ’ I 


do la seplicmo faniillo. On arrive an niOmo n'snltiu poor v, 
Si v,= la forme, (ilanl roproduotildo par 

f /'ll., 
ne conlioiii q\m dos lernios on 

‘'P'-t .r', }\ 

Or, si l*on fait 

,n 

4?^, xyz^ y'A sc cliangont (sii 


, oHr pai , ,,,, _ 

i| 



rrUDE ALGIiBRIQUE DES FORMES. 5; 

II lie pent (lone y iivotr ilo forme reproduclilil(3 par tmc paroillc IransforinaLlon; 
il on osL do niomo pour V| = 

Kniin, si I’oii onvi.suge la canonique 

( fh 0) i~ ), 

on volt qu’nno forme (pdollo roprodiiil, doiL s’ocrire 

A’!'-!- 

(oiuKjiio lormo u La 111 airecLc^ d'lm coefPicienL convemdilc). 

11 esL ai.st^ do rocounaitre quo la courhe ropr6.sonl(io par nnu pnroillo forme a 
iin point <riunoxioii on 

•j; = y = 0, 

ct quo la polairo do co point d’inllexion par rapport a la coiirbo ost la 
droilo XI n:- o. 


Par cons(5(|iicnt, pour troiivor loiitos les transform a lions do la douxiiime 
caldtjorio qiu reproduisent uno cubique doiinde F, il fauL cbcrclier loiUos les 
transformations loll os quo 

liS.rrs, 


Gt toiitos les transformations S, tolles quo 

F. S =s (i,) ^ -i- .'j Y.ra--[- 3 8 i':;^ ; 

los subsliUi lions do la douxi^me eati^gorio qui rcprodui.sont F sonLnlors 

It '’/n \ - , v/ i'b; .\i7: \ . , , - , . . , , 

q ^f (>. m in )h- 


Appliquons los principos pr(ic(5donls aux formes dos difTcirentos families : 
Premiiii'e ci deuximno families, — f^a formo 

fia.rj ciH- 

ost roproduotiblo par lo.s transformations suivantos, qui appartionnonl 6 la 
douxi(imo coU%orio (nous idicrivons quo los Ironsformations radios) : 


(1 

£ 

0 


0 

0 

( 


() 

1 

<i 


0 

0 

I 


I 

0 

0 

0 

0 

I 

} 

1 

0 

e 

> 

I 

0 

0 

> 

0 

1 

0 

) 

0 

0 

I 

I 

0 

o 


0 

I 

0 


0 

0 

I 


I 

0 



0 

I 

0 


JI. P. — V. 


8 





tTUDL Al.tJhBIUQUI. IHS I'OHMIS. 


loulcs (;oij Lraniformaltous so riWluiscnl a di’s 
X, y, z. Cost, la uii rcsultal ([ii’il <'lail ais(^ do 
trois di'oiles 


poniiiilalinns cnlic los Irlttos 
|>iv\i)ii: oil olid, lo s>sh'iiio ilf. 


.V. 0 , j' <», 


<) 


csL Ic soul systcmo do Irois drollos roolli's sur losi|uoilos so ili'itrilmi’iil !('■. 
iiciif points (I’ludovion. TouU) tfausfortuiilion mdlt’ tjiii |■t'nl■(^d^lll l.i liiiiiir 
proposeo doit done roprodiiiro lo sjstoino ilo eos trois droilos; rile dnit doiu 
so raniouor a unc porinulalion onlro ei'.s Irols ilroilos. Ihio otni'.ot|nonco iiii|m)| 
lanlc, c’esl quo loiilos los sidi.sliliilions qiii ropruduistinl la (oilin' 


-I' [^(. 1'' -0 I ‘ ‘ 1 


roproduiscnl egalcniciiL lu forino 


r 


Troisieme famille. * - IjQ fori no 

tiof./;; j -! t _i * ) 

osL lividenunont i’0[)roduclil)lo par loulo siilisliliilion qiii so lodnii u niio 
poniuUnlion onlro los lollros ;roL j*. HiW:ijiroi|Uftiiioiil, |iiiisijin' li’s dioilo>. .r o, 
o soul les langontos an jioinl dimido, loulo snlistitulion l oolli* mi mia^i - 
natre qiii roproduil la forino proposi'su doit, roprodiiiro lo s^siomo do los 
deux di’oilos ot, par oonsdquonl> so iViduiro i\ tiuo jioi nitilatimi oniio los 
lollros X ol y. 

On voli do m(*mo quo la soiilo siilislilulioii qui roproduil 
Oslla subslilnlion 

-- y ‘ • -fi, - r;. 

llemarquons quo los doiix snhslilulion.s 

•'■-■’''i' i:. V 

y ■'I, - s. 

qui roproduiscnl rospcclivomont 


('l.'f'' I I 3 2 ! 



e’tUDE AI.ChURIQUE DI’S l-’ORMFS. 


59 


roprotluisoiiL c^j^nloiucnl. ( ' ) 

CifKjiiivmc Jumill(\ — Pour la memo raison, Ics sciilos siibstilu lions do la 
don.\l(bno oal(5gori<5 qiii rO|)i’oduisonl (‘*) 

«•' i ((a.rj 
«•' I S-| 

.sent 

’0. ) ?, - = 

./• =- — -n, 3 = 

pour la promi6rc, ct on oulro 

.1- f\, s = 

,t-= $, — s = i; 

pour la douxiAmo. 

Cos subs lilu lions roproduisonl ('‘galomonl 

.r« 1 /a -I 3a. 

Qtmtribma famille. — Los ml^mos principos pormcUont do d(imonlror 
sans poiuo quo los formos do la (jimlricmo famillo no sonl roproducliblos par 
a u on no subs lilu lion rriollo do la deuxiemo coK^goric 

Sixibnm famille. - I^n forino canoiiiquo 

osL roproducliblo par los Iransformalions suivanles dola douxifime caL^^gorio (’) : 

/ = "ni 

3 - - -i, A X ~~ ly = C — — Xt), 

{‘) L'inli'ril dft ccLlc rcmaniuo csl dans I’litilisatioii de coUc forme pour d 611 nir la rddiulc 
nrilliin6tt(iuo | jw’r ci-deasona la dcitxiiinc partie ( Arilhm6lif(uc) du M6moirc &\iv les formes 
cuhiquoSf ole., p. 'M)3], (A. (X) 

(i*) On rnppcllo qu’il y a oushI des aiibslUntioiH do la prcmi6i’c cal6gonc (voir Tableau 
ci-dossus cL la Nolo doa C. Jt. Ac. Sc.). (A. 0.) 

(*) Kllcs lo sonl par dee subati Unions do la prcmiiro ont6goric (voir Ic Tableau ci-dcasus el 
la Nolo nux C. It. Ac. So.). (A. C.) 

(*) Kllc I’osl aussi par une su ball union do la promlfcro cnt6gorie (Tableau ci-dossus, avee 
ironsposilion des cooi'donu6cB x cl s). (A. G.) 
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I'iUUK ALOnilHlQUK DES rORMhS. 


X (ilaiil lino quaiiLili'. quolcoiujuG ; oos Inmsforinalions s’<U)nv()nt, avoc lo inodo 
do nolalioii iinbiliifil, 

- I “ A {) 

0 ID. 

- I 

Ton LOS CCS Inuis form a lions soul hi produlL do la leans form a lion iini(|un 

(' 'I, 0 

par rune cles subsLlliUion.s do la promiOro caldgoiio (pii rcpi’odni.smiL la forme 
propos6(). 


;V' XnANSFOUMAL’niNS siiMui.Ain.i-.s ni': i.a. <.)uatsiikm|’: cATfinoJiii-:. 

Nou.s no nons ocenporon.s quo do.s Ijpos Ai, lii cl K|, cc quo nous dirons do 
CCS ijpcs sMlendaiU sans poino mix lyposO,, 1 ),, L'\. 

Type A|. — Soil F nnc fnnno homogmie on a;), .i’u ot ,7;;, ol roprodncliblo 
par In trnnsformnlion 

CC I) 0 
<1 p 0 , 
o Y 

on pout dt 5 cmnposor F on uno sommo do Uirnics lols quo 

9 lUniit uno forme boniogi'.nc on niu nl mi cl roprodncliblo, i\ im fnclcnr 
conslauL pri^s, par In siib.sliliiLiou liiKiiiirc 

.7:3 Pi;j, 

rt-'n 'I* 

9 osl dicomposablo on faclmirs liudniros ol. poiiL .s’(ioriro 

9 ^ A(.ra’ ■ . .(Xi- 

Apr6s avoir oirocLin^. la subslilnliou liin^niro, olio dovioiil 

A( - «, 7^3 - c/, p?., ) ( pg.j . - ■ yS'I “ * P 5 a ) ► . . ( P 5 a - «/< «/; 

9 rtlanl rcproduclililo, on doit avoir 



ih'UDi: ALGI'imiQUC DRS FORMrS. C)t 

fp no (It^pcnd cloiio (juo do x<i\ done F no depend quo do .Ci cl do 
'ri)nlo forjHO lomuire reproducLiblo par uiie Iransformalioii du Ljpo A| cstdonc 
riiducliblii aiix formes hinaii’Ch. 

'lype Bi. — Soil la Iransformalioii 

I o n 
S' I (1 ; 

[i V > 

olio roprodiill dvideinmoul la formo ;v \ ; clierclions maiiilcmml quollos sonl Ics 
formes ipnulruliijues qu’ollu reproduil. 

Soil 

A 1 .c'l H- A« .r ^ -!~ A a H- 'i H j x-x Xn ~\~ ** H ^ .7'a + a Da :i;i ./'o 

la formo ([iiadratiquo gdii6ralo. Par la Irausformalion on quosllon, die dovicnl 

AaU H- A:i?S -I- a lb ?i 5a -h‘’lb5i52 

H-MAoC/C^gi-HaAnpYtiSrl '' Hi [i5'J 5i a Hi -H 'i IbT^i 5a 
'1 - A.jk'^S^ -)- Aa[i-^f -l-albp?? 

-h AoY^ 5^ -l-■*^,Y55 
H- As Y^'iSa 

-h ‘J Aa[l5i 5;i 'h Ill “5 1 5.1) 

CO qui conduit aux rolu lions 

A2«~i-Aa[iY 1 ni([l H- ky) H' llsY — '') 

A3(y"-h Aap2“i- a lliaf'l i- 'illafl H- 'ilia? = o, 

Aty^-i- ylliY “ 'J) 

AsY “ u, 

A:i[i ~h lb(y = (». 

Fn gdnf'ral ( ^ ) y o ; on a done 

An" B| =! o, 

el lo.s dij nations priiciidonles so riiduisont a 

Aga -H llaY ™ «} 

(w) Aa«'-l- Ullgp 'H aJbY = o. 

Ai esL done arhilrairo ol dos doiix djualions (ao), homogenes on Aj, Ba, By, 
on poul toujours liror dos valours do cos quanlildsj car dos liquations liomo- 
g6nes no soul jamais impossibles, 


(') Si Y mil, on poarraiL fnirc uii raison iicmcnt analogue au prdciitlenL concornanl le 
lypo A,. (A. G.) 



ETUDE ALG^BRIQUE DES FORMES. 


r)'>. 

SoieiU done A^, Bg, Ba Irois qiiaiiLiL(is qui snLisfassenL fiux tVjuations (20); 
pour qii’uiio forme qiiadrntiquo soil reprod aclible par la transforma lion 
donn. 6 c, il favit cL il siiffit qu’elle s'icrivc 

(n) A -f- ?.( A>a'; -f- aBoa*! Xs -+■ a BjU.'! as), 

Ai. cl ?. 6 Laiil tloLix cjuaiililds quolconques. 

Elccipi’oquoracul, si, duns la forme (21), on donne a A], Aa, Ba, des 
valeiirs quclconques, on pent troiiver une iafinild de syslemes do vnleurs 
(In p, Y, c[in snlisfassenl aux dqaalions (20). Jo lire de U, en passant, lo 
rc^suUat : 

Toule fonne rjuadratique lernaire est reproductible par une injiniti de 
IrajisformaUons de la quatrCeme categoric. 

Suit niaintenant F line fonne quelconquc roproduclible par la transformalion 
oonsicldrde ot soil G la courbo qu’cllo reprdsente. 

Coiisiddrons I’une quclcouquo des conrlies dn deuxiemo ordre 

jVi A j “+• A a. 'll I -H a lia Ai A'a a By Ai = o, 

oA Ai csl nil para metre arbilraire ct ou A^, Ba, By ont Ics valours tiroes des 
Equations (20). Par ehacun des points m do la courbo G, on pout faire passer 
line do cGs coniqtios; comme ces coniques sonl roprodiictiblcs, les Lransfornnis 
succRs.sifs des paints m sonl h la fois sur la courbo G ot siir la coniquo ({ui 
passe par m, Mais Ic point m a une infmtld do transforiiids succossifs, Landis 
quo la lioiirlio G ot la coniquo, qiii sonl algdbriques, ue peuvent, il nioins do sc 
coiifondre, avoir une infinild de points coinmuns. Done la courbo G so rddnil iV 
un corLalix noinbro do coniqiios roproduclibles ( ' ). 

La consdquoiico est quo la forme F osl fonctioii do ^1 ot de 

AsajjV allaJJiA’sH' 2 n 3 .«i A’a- 

EHo satisfail done a IMqiiation dilTdrenlielio 

cW di^ 

dx\ dxa dxf. 

A'l 0 o 

ByiAo lio^’g Aa-Aj -i- By lia37i 

OU 

(A,Aa-4-n3:^’.)^-Ba,r,^=o. 



(’) lii lie In di'oilc .r, ~o. (A. G.) 




liTUDH ALGliinUQUE Dl’S FORMES, <>3 

('oiis<'>iHiencp,, — 'route fonno reproductlblG par uno Irnnsformntion do la 
quulrii^ino cnldf^orle ol du type 11 1 sallsfait u uno (5q nation anx ddrivde.s 
pju’tiellch, lint'!iiii’(5 ot liomo^feiie par rapport aux varlnldos ct .r.i, ainsi 

quo par rapport mix dririviics partielle.s 

‘ (lr\ ii.i'i iLi 1 

IjO.s sculos fornuss cul)ir[uos qui salisfassent Hi oette condition sout cellos do la 
sixiime fuiiiillo ( ‘). 


'J'vjX' I'V — i^oit K line formo quatornuire reproductible par 


« I) 0 0 

[i 0 0 
I) Y p 0 

{) 8 e fj 


(lotto formo peul so decomposer on lornios ids quo 


<p dlant uno I’ln’ino limnogouo en u’j, (JC\, 

II os I evident tjuo doit etro roprud noli bio a un facLour constnut pres pm 

P 0 f) 

V p o 

S e p 

Ol par coiiseipicnt nbsolumont ropraduoulile par 

1 <) o 

V 

A 1 o 


8 E 

[i ii 


I 


Done cp verillo tmo equation do la formo 


(A,r;i-|- — o. 

' dx>, ffX;i 


II on os I do memo do ct, par conseqiionl, do F, 


(') L’in term 6di nil’ll do I’dqiittlioa aux dfii’ivda.s iKU’LieUcs scmMc iiuiUlc i>oui' alioutlr ii In 
conclusion quo loule formo torimire oubiquo rcjiroducliblc pai; In substitution du lypo H esi 
neuossnirument decomposnbto on un produit 

.r, ( A j -I- a llj x^ H- a llj Xy ) , 

done esl do In sixi6mc fnmillc. (A. G. ) 



r. I’liDC Ai (n'liuKjUi; nrs 


II suit (1(! Ill <I»<' loriiiu ((iialoi'imiro r(!j)j’(Hlu(;til)l(i pur juiu Irnnsfor- 

iiiiilion <lu lypi’ I'u Milif'lnil i^ iin<5 i^ipiatldn im\ (liW’ivrrs parliullos, lluuairo nl 
par nippoii uu\ vnrial>lrs .r,, j’.,, .r,, aiusi ([iir par nipjjorl unv 

,|,inv(5csparli<)llas / 

(iis rasiillal ^i! {'ihu'iralisn Min.s priius at sN^lmul mix Ijpi's 1),, (I, cl I'’i. 

TmiUi roriiiu ipialcruuirn nspnidiiriililc par imti Iransforinalioii ilu I« 
quati'iiduo aaliif^orid salisfailfi iiiii) cqualion mix ddriviuis pai tiidlijs. 


d" ' I'll AN SI ■< I a, M A 'r TO NS S MM III. A ULUS SLMllLTANf KS. 

Supposous ipdimn In rind soil roproduolililo u la j’ois par duiix trnusforinalioiis 
SuLSiI (ilia sura nipnulnolilili! ('ij^uluiniml par loos lus [irodiiils dus puissances 
du S (il S, ; Lnls ([iiu 

S^Sl>SvS'[ S'. . , 

On pout doiiu forinur uii {^roiipu do transformations .smnhlaldn.s .siniul- 
laiu^os (pii ruproduisuul lii I’ornio [iropost'io, 

Supposous ipio S cL S( soionLilo la prumicro on du la Lroisii^mu calcgoriu cL 
quo S soil uimoniquo; ou puul, ton jours riuuunur lu uas mUidral i\ cu oils 
parLtouliur, t\ moiiis quo S ol quo S, no soimit du la douxit'muj uuldi'oriu, co 
quo anus nu supposurmis pus (*). 

P\} ]h\ (h) (>\ -lonl. lusquaU'O di^rivdus pnrlicllus du la foruio propii.si^i; y' 
par rapport aitx variuldas .7’i, .f.j, ,r,i, .7;,; / doit salisfairu mix (•quulion.s 
diiriirouliullos (^) 

j (urijtx 1 A.f’y/iii 1 r.r(/i,i n j/.rj/o t 5 u, 

\ I 1 Wi.r.i I //|,rt)pi 

('AV,) I I (Oil I I I '!.(-'*, I I ^/.s.rO/n 

i ■! (o,|,ri I /Li.'i'a i <;,i.i;ii 1 i/,i.rO/'i 

’ 1 1 I I'ors ! - so. 

(loci va nous pormuUro do formor d’uno aiilro mauiftru lu m'ou[>o ch‘S 
Lransformaliou.s sumblublos simnllamVis ([ui rcqiroduisouL /; uii ollol, on 
proniml los crocliols dus duiix rtqunLiou.s (f[iu soul dus dipuiUous siniul- 
lamios imx d6riv6us pa rli olios du promior ordru), puis jironnul oncoro los 


(i) CutLo rndfiic veaLriatina ost iigalQiuutii fa! to dans In rcclici'clio iiliiS gifa^ralc dc IVxisienrv 
du iransfarmallnna slmullaiujtis qui fail I'oltjei. du ci-dcssous ( 11 " 39). (A. (I.) 

(q Voir oi-do 8 au 9 (p, fui) lea liqunlioiis (iH) ct la Nuto aiir lea vnloara do loura rocrfiriiniU. 
(A. 
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fiS 

crooliuU (los iiouvcillos oqualions ohlcmius, on oijiioat do lumvollos dqiialious 
aux ddrivdns parLioIlo.s, (|ii’ou pout ajcjiiUn' oiUro olios apros los avoir nuilli- 
plido.s par ties ooolIiciouL.s (luolcourpio.s. Oii obiionl aliivsl lino innnitd 
irciquaLions do tndino I’ornio (pus la sooondo tlos (W[uaUons ('Jia); cos (iqualions 
tbWiiii.Hhoni, par oonsd(pionl do non voiles iraiisronnallon.s qui roproduisoul /. 
Pronou.s dmio less orocliists dos dou.x depiallons (an), nous Irouvons 




i 


\h\\h I o ),r t /-/i ( c/ 

\ ! f'i( r; I/I. 

'i 1 f)t(/i r ) H' c)./’, j/o 
I hi(h I rdf; 


I’ronons onooi'o Jos oroolusls des la promioro dos riquaLions (na) ol do 
I'depiation ('<.'!) ; nous olsUsnons niu‘ lunivesllo equal, Ion (n4) q»i no din'eU'Q 
do rdqunlion (n.’l) <pie pnn'e epic 1(S faoloiu's onLre paroullnVses (h-'-a), 
(o "(i), ... soul reniplnods par (A (r {d-~ a)-, 

lN>ur (pus l(j.s (Wpialions (an) solfsiu, oompalliihss, il I’anl, (pic I’oquation (a4) 
.soil uno con.siMpiuiuso des ('((pialioiis (n:0ol(n;i)(*). 

.Suppo.sims (loiHS (pi’on ajonlt* los tbpia lions (•*.'!) ol (m 4) a[>r('ss les avoir 
ro.spoolivenusnl inulliplie'ses par dtss onodloiesiils oonvonnJilomenl choisis; ou 
()l)ti(snl wins (^(pialion l‘(•sllltaul(s (sio), ct Ton poiil loujoiirs .s'urrangor de 
!'iu;oii ((lU! (Ians (aMLo (^(pialion (an) le cinsfliciont tie par oxomple, 

soil nnl. 

I,n proiiiier (sas (pii poul .so pn'i'iontor, c\s,sl quo l’(^(pialion ('>,.‘)),so r6diiiso(\ 


CO (pit oxi^o les ('{^aliuls 


(.«<)) 


( U 

, , Ai 

• (n 

'< ■ 

( n ^ 


(/> 

•i-i 

1(1, 

r 1 

ih 


('• 

>1 1 

[•’ 

..A, 

’ ('* 

< 


, n, 

II i 

III. 

.{,1. 

/ 

:(e/. 



Supposons innin Iona III quo INkpialiou (nn) no .so ri'duiso pas tl uno idonliu^ 


(*) l)ao (’ilade pliiB fl.VHt(^miill(pie de cch i''inmti<)ii>< (a,e) iii esl fuilc dtins la Nolo (a* 39) 
«l ilwoue (p. 7:0 aar [a JUt^/mulnt'iioii da/t /iH'tnus dnal lu publicuUoa (tS33) csl poaUrioufts 
f( rolle du pvi''H<!aL Mi’niolre ( (HSt). (A. <I.) 

II. P. - V, 9 


j,,. truDi; Ai.(;HntiQUK i»i'i X'liMk'. 

Ou lomei’ft ULU 5 < 5 <iutHum (^' 7 ) ‘‘n pn'mtul !•■'> •i-'ili-i -I -I. I.< 

premiere .les o(]..uliom (ivO- H <‘^i M'"' '''' 

(5.1 mil. Oinijoutorii ciisiiilo (es .•.iiiulii.ns ' ' '• "l"'‘ t'- ' 'y*“ 

pita purdes consliuiles liilli"- ‘ 

ficiciit dc Xip!> ioil mil. 

Si l’<!<i«ininu (a.S) (1.1 umi idiiiiliK', (-1 I ' •' 

cuiidilioil do I'O.miducor lo. (‘((ualioti. ( i o 1 r ■ i I I* ' ' ’ ' ' ' ‘ ' ' ' ‘I’'*' 

lion (aX) n'(;i.l. jms nno idoiililii, on • in . • • ■ I • i iUmii 

(|llOM 10 ('lfl), (VUllusidoMlilO. Il...l,lani|.l 0 . .MM. .Ii.II/i ... |dll.. 

on tirrivera a nuo idoiillle. 

(»ar COns< 5 (pii 5 iU, louj, li's ras possildo.s pcuu-uJ .<• t.immi.M ..h jo, .-1 

I’oupeul toujour'! siippuscr ([iic Ics 01(11111 imis ^ -li 1 nmui ih I ni, 


Duns ei* tjiii vii Miiviv. nous dirous. pmii iilo.’-j;,'!. ••n p.ulmi d, 

(/— r, <f -f/, h •<:, h <f, I'-s ‘I I' n lull ,1 

ciorils 61 , ^,* 1 , </a, f-j. • . • , 

I, os mjuntions (--itj) jioiiviuil iHrc sutisfnih's d,* dillri 1 1 < mu 


Ivypothvav, Tons Ics tt h ’.uni dlll<‘ii'hi imiIi,’ >iu, iI iiuil 
alors ((lie loins los h, .soloiil, iiiil.s, on. /i, |iiii cxompl.' 

(Wors IVipitUion (-i,'!) si* rodin'l ii 

/' ’• 


On eii ooiiclul (jue toulo loriui’ ropi'odnriildr ii l.i lui- pii I,', dim (nm Im 
million}, projiosiios no couliont (uis./, ri, ptu i’iiii'.,‘*jo> ni. , i j/’du«»d»j<’ mu 
formes Lernoiros. l,u iirciiiirro liypollirsc dml dum rhi' loj, Im- 


Dans Ifts doiixiemo, Irulsioino rl (jiiiilriniH' IisjumIi, .c. .>m m.* ijm* 

dinix dus (I — h soul ilguiu ciiln' (<n\, 

Dauwihme hypnlhhr. • • ( )n a 

a /) n I , 

il (niU alor.s (jiio Ions los //,• soioni nnls, i-mi'jiI, m ,,, t.i.ti uni'iih' 
Ct '2 ot W <5 i 

.Si 

/(] cr, ,’j n. 


I’liqiitilion so jvdiiil /» 


/'I <• 
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1(1 forme I*' esL (lone ('(^diiclible huv formes lornnircs. Hi 

0 , O'l ' o, 

l’ 6 (jiuiUoii (y,.H) s’deril 

Hip, o, 

el, son hil^gnUu go no rale os I 

!•’ = foiiclion f;ru<!rtil(! (Iiwi, ./'i, '’Oi.i >— 

K o.sL done eiicoi'o rodiieliblo aux formes lernaircs. 

Par eons(i(|ii(}al, la tJouxieme lijpolliese doil (Mre rojeldo pour la imimc 
rai.son quo la premion*. 

Trominne. hypoth.b.'ir, — On a 

ti — li l) — r. 

II faulalor.s rjno tons lo.s h, s'aiinuloiil , oxcepld l)\, oL fia (‘). 

L’(V(naliou ('a.'I) s’dcril. 

h\,IUip\ ! = t», 

oL a pour iuldgralo gdnrtrale 

I*' - rcmaiiiin arhilnun! <l<! j.’i, ./■(, 

X lUaiiL lino consUuUo. 

Done, pour oblonir uiio foniio roproduclible a la lois par la Iransformalion 
(pii correspond a (ulj) ol, par unc iransformaLion oaiionirpie, il suffii d’addi- 
Lionnor iloux inonoiiios do m 6 nie dogri^ on 

.I'.i , .’<• 1 « i ’'■ 1 • H X 0! 5 ; 

on poiU, uolainmonL, oblonir deux formes eubiqncs, non ddcomposablos en 
faeiour.s ; co soul 

.i-'v i .<?»(. r.i.fi 

Qualvlbmo hypoLlib,s(:. - - On a 

u — i =iO — d. 

'I’ous los hi .sbmnulonl, oxcepU^ by el 
L’lSqualion (« 3 ) s’dcril 

h I .C.I /»i -1- Pa =s 0 


(') Ou «, ol. by, 00 qui noniUiiL dcs conoUisions aaaloRues on rcmplnjaiu Ip.h indices i, a, 3 
par 3 , .'i, t. ( A. Cl.) 



rruni: Ai.(!i 5 nRi(iUP di.s poumi.s. 
fit a pour inl(^gi’ulo gtintiralo 

foiirl ion iirltil I'niM' (li‘ i'.. > mm ) ‘'*’' 1 , 

). lUaut uno conslaiitc. 

(3n oljLiouL (lone los roniuis culiiijiitM uoii iliMMUiipoMililiM oti lautt'iu"., i>i 
siuibfaisarU aux coiidilioiis [u-i)p()S(''(‘S, on j)i'('tianl 

f ',1 1 ,r^ T] M, ) >, f I ), 

/■.' -h J',( MM ( > I ). 

La soouiiiio (le CO'^ lonnos so iIimIiu'I do la pi'i'niiiM'o pai iiur ji<M niiiinihMi 
d'iiidioos. 


Dans los cinqulomo elsixniiuo liyjiollu'sos, on 'lUjijnisoi'ii qm- iiui>, drs a it 
sonl 6gnux ciUro oux. 


Cinquic.ma hypnlhi’se. - On .1 

a — h h f I 


'i'ous los hi s’amuilont, (nonjitd hi, i\j ol r/,,. 

L^riqiinLion (a3) .s’l^crit 

> j>\ t ' f' J » I^I^I - ( 1/ \,l \ ft i ( 1 , 

d'ou 

I'” ~ l'’oilcli(ni lu'bilniitc lie ,mo,( m' M i ;i m < - » 

I, (j gL V GtaiU ilos GoiislaiUo.s. 

On conchil do li\ ([im! la viiilo rormo inil)i<juo <|iii smi jvpnMlui’ltldi' a la loi*. 
par la IransforrnaLinn qiii oonrspoud h IViiiialltm O*,'!) n p,,,* one liau'.L.i 
inalion oummujno, ol qiii do pins no soil pas diToinposaldG on ('aol.M.rs, osl U 
suivaiiLci : 

I 1 v./'L 

Sixihne hf}}ollu\s(!. - - Oji a 


ft h f( r n ,/. 


'rous Ics />, s’aniuiloul, oxoopli's A,, ,/, ,,11 

riiqualioii (ad) s’dcril, 


liii-n i‘X<:i'pii’< »/,, 


ou bion 


it\ t', 


ft‘iiH I" a i/>ii ) ■ f/t /n ' II, 


ilo surle (le |.’ nsU'^alnciihlc i„iv leniics leniiiin's, 
I'ojelde. 


I'l rii\poUn‘s(‘ doit 


«'lro 
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<k) 

UaiivS III sc])ti(^nu) oL la luillli'imu liypolluSc;, on siipposoni ([no cpiaUti dns 
a — b soul, ogiuix onlni nux. 

Saplibnw hypolhbso, On a 

ll (l r-a a - f) (t r::: f 

Tons los hi soul mils, saur Oj, (L oL 
lj'(k[imLion («3) sVnrit 

(bi;vi -l - I \ = o, 

tl’ou 

I'* r'. fniifiLiim arhiLi’iiivc da .7',, .rvx’i )- 

ly, p ot V (Haul (los couslaulGS. 

Oil coiiolul aisihnout fju'll n’oxislo pas do lormn ouliiijuc ind(ico in posable eL 
ropvoduoLiblo ti la fois paries dou\ U’aii.srf)nniU.inn,s jiroposiHis. 


lluitihnui (lypothha, ■ - On a 

H ' — « - t: h - t! u — i(, 

L’l'KpiiUiou (a^) doit alors so ri^dulni a 
ol. a jiour inl(^{^i‘alo gibnb’ido 

1 •' = f( > ac t.i f 1 11 n I'l) i I ru i I'fi dn .«n > • n ■ -h X .« i .a v 4 - p aia xs -i- f ■ .I’a fv , , 

d’oi^ Ton coucliiL (pi’il n’oxislo anonuo forme eubiqno iml^coniposnblo cl 
roprodncliblo i la To is par la LrniisforinaLiou correspomlnnl i\ IMqnalion (aJi), 
eL pur imo transformation oaiioiiique. 


/Vem’idnia hyjwlliiixr (')* — I*o,s six carriis dos {a — /;) soul ligniix. Oans 
CO cas si I’nn muUipIio IMijuatiou (a4) pf'i’ coofficienl convenablo, jiiiis 
qu’on la rotrancho do liquation (aa), il vionl 

<i I K 1 />i - 1 - bz Xz Jh “I' f-’a (J’n pa -\' d\Cl\p^" o, 

do sorlo quo si I’on n’a pas 

it i) 0 ll 

fii ih ““ rti5 T/x ’ 

la formo K osl roproduoliblo i\ In fois par doux irausform aliens canoniquos qui 
no sonl pas dos puissances d’nno infiino sulislillUlon, 


(•) On ft era pouvoir modiflor l(S(; 6 i'cmont lii v( 5 daclion do II. I’oinciiriSi oft «nc phase pnratt 
avoir (itii ouhliio, (A, C.) 
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'L'out cu qui pri'icedo .supjjoso que les ^qualiotis (:td) oL (y,4) iU5 so roduisoiiL 
pas ii dcs idenLiL^s. Vojons cc qtii ari'Ivoi’uil si parolllo choso avail liou. 

ProDiicrc hypolJicsc, — Ionics Ics qnaiiliU^s rt, 6, Oj tl soul dlffi^rciilcs 
onlrc ellos. 

Dans ce cas, lous les bi dolvonl 6U’e mils, el r^qualion ('> 9 ) so rodnll a 

/)} -f- -4- f'l /‘i/M-f- 'A.' v/M — <>• 

Par consiqiienl, les deux trausformalious pi’opos6es soul canoulquos, el 
Toil a vii plus haul Ic Tableau dcs formes cubiqucs qua lurna Ires (jui soiit 
reprodiiclibles a la fois par dciix IransfornuUioiis pareilles. 

Deuxibme hypothbse. On a 

tt ~ h, 

Dans cc cas, lous les bi sont mils, saiif bi el ay, I’cijiialioa s’dcril 
( fO'i'i -H 4- ( '1 Oi.ri)p'<-\ f'|.r,ly^| ; tt\.r\ i)\~~ u. 

SI Pon suppose quo la Lransformallon qnl coiTOspond a cello soconde (iqua- 
lion cst de la premiere ou do la irolsiiiine calegoric, 11 csl possible do la 
rainener a la forme caiionique par im eliaugcmeiit llndulre do variables, ol I’on 
voil aistimonl que, apres ce cliangemeiU, la iransforinalion qiii corrcs])ond a la 
prouiitire Equation (aa) reslo eanoulquo; on csl ramend an cas prdcddenl. 

Si Pon suppose, au contra ire, que la iransformaliou qui corrc.spond a la 
secondo dqualion ( 22 ) osl do la qualridmo caldgorlo, olio esL cvidoinmcnl du 
Lype G) cl par consdqiionl la forme F csl rdducliblc aux formes Lernairos. 

Troisibme kypothbse. — On a 

(I = b cl c = <'/; 

lous les bi soul mils, sauf Zi,, c.j ol d-^, 

Quatrihme hypothbse, — ■ On a 

a — b ^ o\ 

lous Ifis hi sont nuls, sauf6|, Cj, aa, c^, rtn, b^, 

Dans la iroisidine el la quatriemo liypollidso, si la transformation 'P, qui 
correspond a la douxidme dquulion ( 22 ), esl do la premidre ou do la Lroisidme 
caldgorie, on raisonnera coinnie dans la deuxieme hypolbdso ct Pon nrrivera 
au mrlmc rdsuUat. 
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Dans la iroisii'iiifi hypolliosc', si cello Iransformation esl do la qualricine 
Cttt6goi'io, elle esl dii Lj])^ l^i vX par consccpionl la lorine F csl r^duclible all^ 
formes hinairo.s. 

Dans la quatri(Mno hjpolh^sn, siTj esL do la (piatricmo caFgorio, elle esL du 
Ij'po E] ; niais loule forme qiialernaire ropruducllhle par nne transformnlion du 
type Ki esl ddeoin[)o.sable (in fad curs. 

R6sum6. 

On a vu j)Ius liaul lo 'raldeau dtis I'onuns cubiqucs quaternaires repro- 
(Jncliblos par deux Lransformalions caiionique.s qui no soiU pas les puissances 
d’uno m6me subslilulion. 

Nou.s aliens dminor niainlonanl, on nous appuynnl sur les consideb'a Lions 
pr(3Cc'!donlos, Ic 'rablcau dcs formes cubirpuis quaLornairos qui lu; soul ni rciduc- 
libles niix formes lernaircs, ni d(icomposablcs (su faclours, el (jui sonlrepro- 
duclibles par deux lransformalions do la prcml(;r(), de la Iroisicinc ou do la 
qualrl(imo calbgorie, I’linc canonique ol Ibiulrc non canoui(jup, 

,r’i' H- ./’‘bri .ria’l, 

,r;J ; .r i.rt.7 1 .rs, 

.rj -i- .r|.r? : 

T1 faudrall, bion onlondu, njoulcr les formes qu’on p(jnL df^duire dcs prtic(5-- 
donles cn aireclmil obaqiio lorme d’lin cncfnclonl qncloonquo, cl Ionics cellos 
qu’on pent en (b'aluire par dos permuLations d’indicos. 

En CO qui ooncornc les formes Lornairos, la longue discussion qui pr6c(ide 
n’esl pas ndeessidre; en lilHjI, con.sidf-rons tins formes de la (jualriihnc famillc, 
par excmplc : cilos rcprtjsenlenl d(j,s courbos ollVaul un point do rebroussomonl 
ol im point d’inllGxion; loule subslilulion qui roproduil la forme tlonm^e 
rcprodiiil aussi les points singidiors ol les langenlcs en cos points, cl la droilc 
qui joint cos deux points. 

Si uno Lrunsformalion do la pi’omi(!;ro caldgorio roproduil co triangle cl esl 
canonique, c’osl quo le triangle ost lo triangle dorcfdrenco, cl s’ilest le triangle 
de r(if(ironco, Louie transform a lion de la j) rend (ire calc^gorie qui lo roproduil esl 
canonique. 

Done uno forinu de la (piaLritnne famille ne peuL (ilrc rcproducliblo & la fois 
par deux transformations do la promitirc col(5gorie, I’une canonique cl I’aulro 
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lion canoniqiio; el, d’aillonrs, nous avons vu ({u'lmo pavelllG forme u’osl repro- 
ductible paraucuiio siibsliliiLion de la troisi^me on do la qualricme cattigorie. 

Lc iiK^me ral.soimomenl s’appllquo aux forme.s de la cinquiome famillG. Par 
cousrtqufiul, los so ulus formes ciihiquos lernaires tjiii souL reproduclibles pur 
deux Irimsfoniiulions de la premiere, do la Lroisieme ou do la qiiatriomo cal^- 
gorio, I’lino eanoniquo cL I’aiilre non (lanonicpie, sonL cellos de la .sixieme 
famillo. 

Dans nn procliain Miimoire, j’lHudierai los applications des considdrnLion.s 
qui prdccdouL A IbUtulc aritbnu^.Liqiie dos I'ormos cubiquos lernaires. 


NOTE 

(1‘ARTIK 1). 


H. Poiiieare a iadiqiie (dans la parlie 1 de ranaly.se) qu’il n’avait pas limits ce 
preniic'r Momoiro a I’etiule ulgebri([m5 des sou los formes lernaires enbiques, on vuc 
de lours proprietds arillimdliques (exposeos dans le Alemoirc 81, [)arlie li do 
I'analysc), 11 y monlre comment ses metliodes peuvent s’etendre aux formes rpiu- 
lernairos, et il les u meme appliqudes ensuile a des formes de variables 
(Meinoirc 3 S), ci-dessmis; partic 2 de rnnnlyse), 
floinme il a ete Indique dans quelques-une.s de.s Notes, I'emploi, acluellemenl 
conraal, dos nolnlions inalricielles siinplilierait certains des raisonnemenls el des 
cnlonls de 11. Poincare, et pormctLi'aiL peuL-etre de preciser, sinon de eompldler 
otnTninos dl.sciissions (iiolaninrionL pour la recliercdie des forme.s canoniquos ot des 
divisBiirs dleincnLaircs des subsliUilions lineaircs (Di- 
ll ne seinl)lc pas qne cello etude alg 6 brl(|ue des formes ail fait Polq’cl d’liludes 
non voiles importanles. II. Poinenrd avail d’ailleurs ddja dil, dans son discours sur 
I’Avonir dos Mallicinaliqiios (oi-dessiis, p. ta) : « Vetuch des invariants des 
formes algebriques qui semldaii absorber Valgebre enliere est aujoiLj'd''huL{ \ 908 ) 
ddlaissde; la mnlidre n'est cependant pas ^puisi^e » (A. G.). 


(') KotV noliimmonl I’A'/ir/. des Sc. Math,, fCdiL- Fraiif., I, 11; Tkeorie des formes et des 
invariants, igi-i ~ G. G. Mac DurrKtJ, The theory of matrices, i()33, ~ ,1, It. M, AVnDUKiinimn, 
Lectures on nialrives, 193 /I. 
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}), 2). 


SUR 

LA REPRODUCTION DES FORMES 


Com pins rendus tin I' Avtukhnic des Scioncos, l. i)7, ji. o40'9''*' (^9 ocLobro i88‘^). 


II usl Tucilo do Lrouver quellos sent los formes ulg{ibi’iquos liomogenes do n 
variables qiii so roproduisont par line siibsLiuuion liniJairo infiniLdsimale 
doimdo, on on core cellos qui no son I pas all^^rdos par deux on plusioiirs 
subsLiuuions liiidairos infinitisiimdos pevnuUahles onlro olios. II vesto h voir 
coininonL on poiiL Irouvor Louies los formes qui sonl roprodiicLiblos par deux 
on plnsiour.s siibsliLulioiis lindaircs infinilesimalos J’airdsolu 

CO prnbli^mo pour qualro variables oL donx subslllu lions dans le L® Gahler du 
Journal do. V m cole Polytechnique ('), el depuis M, Lie a 6lenclu la solution an 
cas do Lrois sul)slilulions el do qua Ire variables, on consuUranl mdme des 
fonctions non nlgAbriqiios. Jo vais Rdlondro mninleuant au cas do deux 
subslillUions ol do n variables. Jo dis qii’une subsLilulion cst canoniquo 
lorsqu’olle ost do la forme 

(^ 1 , lV<iy t ‘ I } ‘ )’ 

Kn gAndral, line siibstilulion liudairo quolconquo pent se meltro sous la 
forme T”^ST, S dtanl canoniquo; les substitutions qui font oxcoplion peuvent 
s’nppoler paraboliques^ puisquo c’cst ainsi qu’on les nommo dans le cas do 
doux variables, Jo supposorai quo, dans le groupe qui n’altdro pas la forme 


(‘) Mdmoiro 80, ci-clossus p, a8. 
ir. P. — V. 
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oavisag(5e, on pcul toiijouri) trouvur line subsllliiLioii non paraholiijiit!. Alors, 
en clioisissanL convonablcmenl lob varialiles, olio sera oammiijm'. 

Cola pose, si uue forme F e-sl rcprodiiclible [lar uno .subsLluilion liuoairo 
infmilfisimalc, olle saLlsfera u line brjunlion do la fornio 

( I ) i: ffu A'ipf, “ o, 

oil pji ddsigue la d^rivee de [i jiar rapjiorl k x/i, L’uiie des snbsLiuuions iHaiU 

canonique, son dqualioii s’i'Orlra 

(v) 0. 

Si A et B soni, les premiers mombros dos ecjualions (i) oL (n) auxquellos 
sntjsfaii 1'’, cello forme saiisfera (igulftineal a 

CO \, U I r::^ Ok) iC tp f, i). 

Mais la substiLuliou correspoiidanLo h (i) aura pu lUro ehoisio dc lello 
sorte que 

[A, = 

A 6Lant lino conslnute qui no pout filro nullo, sans qiioiles sub.sLiuuions soraionl 
permulables. Gone cons tan lo doit elro dgalc a uuo ou plus lours des dill'dreucos 
bi — bi. Tons les icrnios do (d) ((iii couliondronL un fuclom' bi — bk din’drout 
do A dovrouLfitro idenliquomonl mils, ainsi quolos Lor in us correspond an Is do(i). 

SoilF' une formo do n — i variables roproduolihle par doux siibsliunious ^ 
oL S^; lout poly no mo ontier on ol on Xn sura une forme do n variables 
reproduclible par S eL S' (cos deux subsLilulions dlant rcgardibjs com me 
n’aUdranl pas Xn)> 

Si I’on suppose quo la forma F no ddrivo pas de la sorle d’uno forme 
roproducLiblo P de ii — t variables, il fain quo, si Ton dorii lo taliloau des 
dilTdrences hi— bn, qui soul dgaies ii A, chaciuio des lollres /n, b,, so 

Irouvo an moiiis uuo fois dans ce lablcau, 

Supposons, par exomple, 

(4) b\ — bi — bn — b:iz= , ^ ,cs=: bii~i — ' — A. 

IVdquQtion (i) so r^duit alors ii 

!/ = ;(— I 

7~1 


( 5 ) 
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On Lroiivo {\i.s('jinGiil n - r jiolynoiuos eiilloTs P,, Po, P;,.i qul sont 

homogerio'j eL ruspoctivouiRnl do 1 , — i ot qui sallsfonl a 

I’dquulioii (5). Do loiilo-s los forinos i'(q)i’ 0 (hicLibl()s par nos doti\ siibsLlliilious, 
Ics polyiioinos .sotiL los pins siiiip[o.s ol Ionics les aulrcs n’eii soul qiie dcs 
cotnbinal.son.s. 

Tolie os I 111 far on do Lrailor Ic problonio qnand Ionics les ('j(puilions (4) sont 
sati.srailos. Mnis il penl arrivor ; 

1 " On ))ien (ju’niuj on pliisicurs dcs didVn'onccs />,/ — 6,/ suicnt dillV-ronLos 
do suns quo deux dus quanliLus /j/ dovionncnl t^gnlcs onlrc cllcs, d’ou II 
ril'snlLo quo Louie dill’drence qul n’csl pns do la Curmo /Yi-i difl’drenle 
do Cc cas so irailo corn mo le prdcrideiU. l^a scnle dincrenco, o’esL qu’un on 
plusioiirs dos loriuos do l’6quallon (5) oldos polynoines P disparaissonl. 

On bicu quo deux ou plmsiours dos qnnnlil(5s 0, devienuenl dgalos enlrc 
elles. Supposons, par excmpio, quo all/,, soionl ogaiix outre oux. Aloi’s 

la sub.slllulion qui oorrospoiul a l’d(puUit)n ('>.) no oosso pas d’^lro canonique 
qnand on roiuplaco ,v,,, .x', til a;,, jiar dos coiubinaisons lindairos do ces Lrois 
vaidublcs, ol Pon ptml cholsir ctss coiubinaisons limiaircs do lelle fatjon quo 
P(^ualiou ( i j soil do la roruio ( 0 ) cl tpio los lonuos 

t-r i/>i -I- 

3 ' .SO ion I mils. Ou ost tiouc encore rameiu^ an cas on ionics los dqualious (4) 
soul salisfailos. 


NOTE 

( I* A UT J E 2 ) 


Celle Note au.x Comples vendm do VAoiuUmio dos Sciences gtiueralise un 
raisonnemonl du M^moire prtictidoiU ( 11 “ 80) sur la recherohe des subsliiutions 
lin^aireSj non pcrmulablcSj qui laissonl invarianlo vine forme ciibique quaternaire. 

Ou rappollo quo lo croohol [A, B], dos premiers mombres A el lb do deux 
equations lineaires aux derivoes parlicllos pi du premier ordre, des variables esl 
I’cxpressioii 


()\ OU OX OU 
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Dans le cas con si do re, on A el I J son t des loniies billnoaires on .<’j, raracLerisees 
par des matrices 

lo ci’oohet esl la forme hilineairc caraclerisee par la malricc 

O' X (i — [1 X 0 . 

Qua IK I Tune des matrices, [3, esL diagonale (aiihstilution canonicjuc) on re Iron ve 
im media lenient 1 'equation (3). {A. C.) 



TIIOISIKMK l‘AUTIK. — NOMUlUiS IIYPIJKCOMPl.KXKS (Jn<ilyso,\} •».). 


SUR LKS NOMBllES COMPLEXES 


Coniptos rendus do I’Aaadrnue dcs Soioncos, t. !)U, p, 7/50-749 (o iiovembi’/' 1884 ). 


Lu*) remarquablos travaux do M. Sylvosler sur Ics mati'icos onl attire do 
noiivoau I’a Lie ill ion dans (jot> deruiors temps siir los nombres complexes 
analogues aiix (jiuUernioiis do Hamilton, Le problem e dos nombres complexes 
se ram6no rneilomciil an suivanl : 

Trouver loits les grouoes conliims de substitutions linaaires an variables 
dont Ics coej/lcients sont dcs fonclions lincaires de n paramHves arbitraires. 

Si nil paroil groupo sc roduit a un faisceau, les nombres complexos corres- 
pondanls scront i\ raiiltiplicnlion commulalivo, el rdciproquemenl. 

Void maintenant (|uclqnos-iins dos n^sullaU anxqucls on pent nrriver par 
colLc considdration. 

Gon venous d’dcriro los coo flic ionts d’lmo subslitution qiiolconque sous la 
forme d’lin Taliloau i\ double cm tree 
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ft 
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(1 
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0 
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0 
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ft 
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ft 

0 
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0 
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cl 

c 


ft 


ft 

f) 

ft 


rt, /;, c, rf, 0 ddsignanl cinq para metros arbitral res. 
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NOMBRES HYPERCOMI’LEXES. 


Nousj Lrouvcronb crahorcl ([iic h’S l\usc(’;ua qui daniicnl naissiiiicf a 
noiiibres complexes a niulliplicalina coni imi la live reiili'enl Lons dans des t}'pos 
analogues a conx qui siiivoiu, ponrvu tjun Ics variables soionL convciiabloment 
choisies. 

Si I’ou coiisidere ensuile an groiipe donnanl uaissancu a dos uoinliros 
complexes a inulliplicaLion non coininulalive, oL uiie sLd)stiluLion quolooiu[ue S 
de CO groupo; si I’on forme l’(5qiialioii aiix mulliplicalenrs do ceLLo sub sli la Lion 
(equation au\ racines lalentes des inalrices de M. Sjlvcslor), cello ikjnaLion 
aura loujours des racines niuUiplcs. 

Do plus, les subsli In lions d’un pared groupe no pourronL pas tMre ton I os 
paraboliquos. 

Supposons mainlenani t[Ui' les variables aieui ^le elimsies de telle sorlo 
qu’nnc substilulion S du groupo, non paraboliqne, soil ruimuid'O i\ la forran 
canoniqiie 

(’^'O ..1 

D’apres ce quo nous venous do voir, les A no pour rout pas el re Lous distinuls. 
Supposons qu’il y ail [) valours dlslIucLos do X quo nous appellororis Xi, Xg, 

, . . , Xp, Nous diviserons Ics n variables on p syslemos : 

j/’ii) ...) .ri(xJ .. ) I "••I •••! 

oOl 

y -I- fi -t-, , .H- /. " //, 

el nous supposerons quo la subslilulion S s’l^crive sous la forme 

(.0/^, X/.r/A), 

Ic muIlipIicalGur elanl ainsi le mebue pour loulos los variables dbiu mume 
syslemo. Gela pose : 

i" L subslilulion 

lu J'/O 

fora partie du groupe quclles ([uo soieiit les valours dos p muUipUcatcurs 
P'1 ) P-ai • • • j P/) ) 

a" Ecrivons le Tableau a cloublG enlriie des coeflleienls d’uuc subsiiuiiioii 
quelconque du groupo, on consorvanl Ics tu^mos variables donl il vioni • 
d’etre qucslion. 

Dans ce Tableau, separous par dos irails verlietuix los y premieres colouiios, 
puis los [3 suivunLos, etc., puis los x. derniercs, Separous do memo par des Lrnits 
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horizonliuix Ics y ]>romi6ros lignes, puis los |'3 suivnulos, olc., puis Ics /t 
dei’iiiei'es. Noils avoas parlagd iios coofficioiits on p~ systemos, Si I’on cholsll 
oonvcnablomeaL los n paramo Lrcs arbitraircs on fonclion dosquels lous los 
coofficiouts du groupe s’oxpplmonL lin^alromcut, uu quolcoiiquo d’onLre cux 
ne poiirrn eiiLror ([uo dans los coofficicnts dhin seiil des syslcmos. 

II rdsiilto do III : 

i" On bien quo les coofficiouts d’lui do.s p- sysLoiiios son I lous nuls ; c’osL co 
(jui arrive, par oxoiuple, an groupo a Irot.s varial)In.s ol trois parainetres 

a (1 <) 

n f> o , 

(1 h c 

Ou bien qii’aucimo dos .substitutions du groupe no [jout avoir plus do \/?i 
nuilUplicatours distiucls. C’ost coqui arrive, par exomple, pour los quaternions. 


NOTE 

( (’ A l\ T r 1C .1 ). 


( lotto Note aux Cornptes vend us dc VAoadimie das Sciences we comporle quo 
dos iiulioatioiis sommaires dc resultats ot do mothodes qu’il no scmhlo pas quo 
II. I’oincarc ait repris ou utilise dans d’autros Memoires. 

Les exoinples do matrices commuta lives sonl suffisamment suggostifs des types 
genoraux aotnellement conniis (uofr, par exeinple : J. 11. M. VVKi)in:n«eim, LecUircs 
on mntrioes, Cliap, VII, itj34). 

La relation indiqaee^ pour la premiere fois^ senible-t-il, eiUre les groupcs do 
substitutions lineaires (ou les formes bilin^aires) ct les nombres complexes (qu’on 
appellcrait main tenant hypercomplexcs) a et 6 dtudific el developpee depuis par do 
nombreux auteurs {voir Eney. des Sc, Math., Kdit. franc. ^ I-S, n^SG). M. l^, Cartan 
lui a notamment consacre un imporlant Memoire {Ann. Fac. Sc, dc ToulousCi 
t. ’ 12 , 1908 ). 

Les variables (ou los eldnffents du corps de base) considerees par 11. Poincare 
et L. Cartan sont des nombres (reels ou complexes). Les etudes moderncs 
envisagent de fa^on plus generaloj des constructions de quantiles hypcrcornplexesj 
ii parti r d’un corps d’clements quelconques (uofr, par exemple, B. L. Van Dtia 
Waerdbn, Modenie Algebra, 6 dit,, Chap. XVI, ig/jo (A. C.). 




QUATRl/iME PAIITII-]. — ZfiUOS DES POLYNOMIOS (A'o/^c, p. <>). 


SUR LES EQUATIONS ALGERRIQUES 


Cornpics rcndus da I'Acadeniie tics Sciences^ 1. 1 ) 7 , ]). (i'^ AcocriiEri* 


J’ai obLomi, an siijoL do la roglo dos siguos do Dosoaolos, un viisullaL qui 
prAsonLe les plus grandos analogies avoc uri lln^or^jne itnpoiiaiU (In M, faiguorrc. 

Soil F(a7) = o lino Aijiiation algAbriquc qui a p I’aciiins positives. Oi\ pout 
toujonrs Ironvor im polyiioini^ lul quo lo prodiiit u’iul q^fj p 

varinlious. II on. z'tistilLe, d’aillciirs, quo U(iquaLioii o n’a pas do raciiiu 

positive. 

En oITet, je pni,s mo tiro F sous la forme F| F.j Fn F^. 

F| osL un pi’oduit do facLciirs liu( 5 airo.s x -h ct^ on a o.st riiol posllif, 

F2 est un produil do factours quudratiquo.s x'^~\-vtvu: ou <!t p sent 

rdols positifs el « ])lus petit quo ( 3 . Lo produit l'\ F-j n’li ('ividoniiiiKinl pas 
de variations, 

Fa est un produit do ractour.s quadratiquos x - — 1 (3^, ofi « (jl p smii 
positifs ot or. plus petit qiie p. Jo pourrai alors poser 

O' = [i cos 9, 

^ 6Lanl un angle conipris dans lo premier quadrant ot tnl, par eons(i(|ut’nt, ipin 
cos(p, sincp ot sinacp soiont positifs. Soil n un nonibro cut in r lol quo siiicp, 
sin 2 9, sin 3 9, sin (/i — 1)9, sinwep soiont positifs ol.sin(n !■ i )9 ufigatiL 
Posons 

0 = p«-t sill a _|_ p/i— 2^.^. j,i,i a a sin 3 ^ -h. . , J sin n 3. 

Le produit 

awa; (ia) =3 M sin o — p.-K" sinf /j -1* i ) o i- .t" '‘i siu u 3 

II. P. — V. 
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Z^ROS DES POLYNOMFS . 

n'a pas .1.) varialious. Si done •!>., osl le [naidnil. .I(! lon.s l(!s fa.nou.-s, Icds (|uo 0, 
Ic produil = n’a pas do varialious. Siippo.soiis (pio i|< soil un 

polyaonic d’ordre ({ — i< 

Gonsiddrons nidlnlcnaiil le q»nlri(imo ijicleiu* do I*’, c’osl-A-tlii-o l'\ ; o’ost im 
produil do facieiu's lineaircs do la fonno so- a, a (Uanl positif. ot oos faoloiirs 
soul, par liypolhcse, nu nombre do y;, 


Posons 


= — - ( fp )- 

K , tl»v = ( ,•'/ - -- «?)•••( - ' ''/' )» 


c’osL iin polyiiome do degro pq ({ui a p varialions ol on maii({ii(!iil bi.s 
lorines douL I’oxposanl a’osl pas divisible par (j. l<o produil osl alors 

do dogrd (/^ “h •)</■"• ; cl a, par cous(i((uoiil, (y^ t** i ) V ooollicifMils. II osl 
(Widonl qu’ou reucouire succossivctiieiiL <y coofliciouls posilif.s, puls <y ouolli- 
cienls iK^guLifs, puis q coef(icicnls posilifs ol ainsi «l<5 suilo, d(! . sort (! (|UO lo 
produil cn queslion priisotiLo p varialious. 

Mais nous poiivons icriro 

oil «!• r=: 


Le rdsidlal diioiicd osl done ddiuonlrd. 


NOTE 

( [> A R T 1 1C 4 ). 


11 semble quo le iheoreme de Laguerro^ auquol fait allusion U. Poinoard osl : 

« le nombre V dcs variations quo prhenie la (UU’elopprment de <?"■' /(.'S*)> I 
f{x) est an poly name el z line variable positive], suivant les puissances oroiS’- 
sanies de x, ne peal que d&croilre qiiand z uupmctile el il est an moins {•};al aa 
nombre p des zeros posilifs de f{x) ». [5k/' la Ih^orie des equations iiunuU'iquos 
{J. de Math, pares et appliqudes, 3” serie, l. IX, f883 cl 0/i'uvras, p. «») |. 

Dans la preface dcs OEuvres de Laguerre ( 1898 ), II. Poincare dcril d’ailleurs 
(p. i3) ; « La demonstration classiipie de la regie des signes do Uoscurles osl d'une 
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{grande siinplicilo; La*>u(;ri'(3 on a iroiivo line plus simple encore. Cc n'eiU elo(|u’iin 
avail liip;e secondaire, mais la demonslralion nouvello s’appliqiie non senloim'nl au\ 
polynonies enliers^ mais encore au\ series infinios, Ainsi transforine, le llieorcnie 
tie Descartes devient un instrument d'luie Ilexiliilite merveilleuse; inanie par 
Lagiierrc, il le conduit a des regies elegantes^ bien plus simples quo celles de Slni-m 
et s’appliquanl a des classes Ires etendues d’equalions )>. 

Lc resiiltat de il, Poincare est plus precis ([ue celiii de La guerre el pa rail 
susccpliblo d’appHcalions, si non de doveioppemenls. On sail (|ue les piobleincs 
de stabililCj en Mecaniquc; redonnent un interel d’aclualiie a la determinalion des 
signes des zeros reels el des signes des parties reel les des zeros iinaginaires, d’un 
polynoine ii coefficients numeri(|ues {A. C,). 




CINQUIKMI': I’AHTIh: 


ALdlilJKK 1)K I/INFINI {i\otuii, [i. '!). 


U KM 4R on MS 

SlJll L’EMPLOI D’UNE METIIODE PUOPOSKK PAll M. P. APPELL 

INTITHEKE 

MlhriODE ELEMKNTAlllE 

I’OUU Oin’KNIP 

LE DEVELOPPEMENT EN SlilllE TKIGONOMETRIQUE 
DES EONCnONS ELLIPTIOIJKS 


liaHetin da lu Soatota Mtiflu'mcdtinn’ da /'Vc/fit'c, t. Hi, p. (ao 


Dans In niAUiodn AhiinoiiUuni quo vioiit tl’iiilroilniro M. AppoU dans la Lhiiorie 
(los fouclloiis ollipli([uos, oL donl Pimporlnuce n’Acluqjporn a porsonno, co 
savnul gAomAl.i’O a (UA (joiuluit a onvisagor iino iuliiiitA (Pinconnnos. (loniino (los 
Aqiialioiis do nidmci fonuo pc^uvouL so rencoulror dans (Paulr(3s prn])lAmcs, il 
imporLo do ro(jhoi’(jh(U’ dans (jiiols oas on peuL lAgilimomonl {jmjdojor la nnUliodo 
(|iu a n'Missi i\ M. Appoll ('), o'o.sL-t\-dIi’(5 prondro m d(5s (Vjualions proposAes, 


(>) 1‘, Appcll fl’i'tnit propiiHA (li! ciUculci’ lc» oocffioionts A„, dii (iiiolloni 
(ao"’//'!'') : |i:(— ^ jiA,/*’"' 

(« de --QO !( I jO); oa qiii doinn', |U)iir doUii'ininci' lea A„, la famillo dVifnialiunH (cn iioiiiln'c 
infini ) ; 

i:( - 1 )lWyl^'‘-‘2|J.«AlJ' ( -1 r 

(p, (Ic —00 II I'co; pour limLcH vaU'urB dc n)- 

II riSsout, pom* cela, Ic ayali^mo dos aw-i i (^([unlioiia, oliteiuics cn falsiinl vnricr n dc —mt\ 
-h tn oL cunt; prcnuiit qnc lea vulcui’a do p. diina Ic nii'nio Intcrvallc. 11 cn clicrclie onaiiile lea 
limilca. (A. fi. ) 




qui d<'pendenl des aiilres inconniifts ; cnlculerlcs valcurs des iucoiiuucs conscr- 
V('*e5, el enfin fa ire croitre lo no mb re m inddfiniinent. 

.) ’envisage d’abnrd ime s 6 rie inddfinie de no mb res 

<■< 1 , <*21 . . • > (tui • • • ) 

lels qiie 

I an-, I ! - [ 1, lini I t)f« I [)oui n =». 

,le c here he onsulle a dolevininer une auLre s6rio do no mb res 

A I, Aj, , . A/,, . . . , 

lels que les series 

A I + A 2 rt 2 “I" • • A n O/n “1“ • • • 

(ou I’on fail successiveincnt /) = o, i, 2, . . ad inf.) soient loutes absolument 
convergenles el aionl pour somme zero. J’ai aiusi, pour ddlerminor les quan- 
lilds A, nne infinild dV'qiialions honiogenes el lindaires 

09 

( I ) i (y> = o, I, 2 , . . . , ad inf. ). 

n = l 


Formonsla foncliononliercF(a7), qui admel pour z6ros les nombres «i, •••! 

a„, .... Nous la supposons do genre z^ro, do telle sorle quo 





SoienlCi, Gj, . . ., G/i, . . . nne infinild de cerclos ajant pour cenlro I’orl- 
gine, cl lels que le rayon de G/, soil compris enlrc | a« | cl | a/n-i |. Soil 
l’inl4grale 


/ 


toPdx 

F{x) 


) 


prise le long du cercle G,i. Supposons quo .1,,^, lende vers zdro, quel que soil 
touies les fois que n croU inddfiniment. 

Si A, est le r(^sidu de pour x = a/, il eslclair que I’h^'polhese prdcddenlc 
pent s’dcrire 

SA|a//=o, 

do sorle que les A,- nous donnent une solution des dqua lions ( i ). 


__ rty 

(-S) 

1 1 


(-S) 



cl ello o.sl l)ien colic a Itiqucllc conduiniiL la mcHhodc do M. A.ppoll ('). 

Mais cello solution n’osl pns niiirpio, 11 cst clnir, on elTol, <|uo los quanlilds 
A,Gr,, ... .sati.sfonl ('galcmoni aiii (Vjtialions (i). Plus ginrtralcmenl, 

form o ns 

S/, S I A „ af; [ ; 

Sy, flsL fiiiic, puisquG nos st^rios soul suppos(ics absoliiiiiont coiivergeulos. Si 

?'l) ?'"} ■ . ■ } X/)) . . . 

hontdos noinbres lels quo la S(b’io 

^'0 So -I- ?. I S] H" ^2 bs H- . ■ . H- Xy) Sy; “t* , . . 
soil al)sohimcnl convergonte ; los (jiianliu^s 

A/( Xo -h Xi a I -h Xv^t" -h . . . ) 

salisfonl aux (5qualions ( i), coinnio le.s quanlilrs A, ellos-mfimcs. 

Si Pon .so propose do irouvor la soliilion la plu.s g^in^rnlo do cos 6qualions(i) 
on ronoonlrc do grandos diniculh^s. V^oici, l(nilofoi.s, uno rcniarquc qu’il osi 
ais6 do fairo. Si 

A] , A 2j • • • ) A„, . . . 

ftsl uno .solution quoIcoiKpio dos Aqualions ( i ), la s6rio 

A 1 A a A „ 

-( 1- . , , ^ i 1- . . . 

yj, f(,, 

osl absolumonl oonvorgonlo oL roprrt.sonlo fmo fonclion nnb’omorplio qu’on poul 
(icriro sous la fonno du quoliinil do doux ronclioiis onlior(‘s 


(‘) Kn n''alitiS OCB Hnttilions sonl dniiiu^OH par los Ihnitcs dcs .salulions dii H)'fll6inc dc n 6f|ua> 
lions linliuircs, aux inconnucs Ay 

X! Ay =.3 ,. H„ 

(i tie I {i «; j) prcnanl lea vnlcnra dn zt'iro n — «). 

TjCs forimijoa dc Gnuncr coYnddcnl, dans cc cna, avoc uiic applioalion dc l’i<lonlil6 d'Kulcr, (A.C.) 
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Alurs In CO 11(1 i Liu II iiccossairo ol siinisfiiilo, (juo la Ton cl ion '{/(,(;) doll rcinjilir, 
ftst la suivnnlo : 

L’iiiLcgi’nlo 

J F(,r) ’ 

prise Ic long cle doil Lcmlro vers zero, (|U(!l (jiui soiL />, cjuand n <;roil 
indiliniiiiciU. 

On voil, par ceLlc scale reinar(|ii(!, ijiic Ics condilions iiiiposi^cs par li's c((uii- 
tions (i) aiiY qiianliLcs A soul, pluliU, pour ainsi din', dcs oondilions d’ini'^ga- 
lite(') (|uc dos condilions d’ligalilc. 

Si, de memo, on cnnsidcre tine doidilc inliiiite de nomhres d()nn(''s 

c'ln j ^1(1 i • • ■ ' ‘ ■ I 

«1 I j C'SI ! .... 

. , . . , . . . , ' i , . I 

I /)) ‘ ^ )if>> • ■ ■ 1 

puis qn’oii ciicrolie a (hUerinincr les (pianliles A, dc liupm a salisfaiio aii\ 
dquations 

(ibis) 2] (), (/> = o, [, i*, , . ml inf. J, 

I 

on envisagera une inliniui de noinlires clinisis (rune lacon (jaeleoiujnc 

/ti , til) • > • I (i/ii . . 

el Pen forniora la I’onclioii enliero !*’(■'')» adiiK'l cos nondires pour /.(''ros. On 
poiirra I'tvideimnoaL ton jours s’arranger pour (pK! eelle roncLion cnlicre soil de 
genre zdro. 

On pourra onsuile loujours Irouvor uno inlinile di’ fo no lions on I i ores 

0 ,( 0 ;), 0,(.r), .. , 

salisfaisanL aiix condilions 

Gcln pose, on obliendra lasoliUioii gdtu^ralc dos (V(ualions (i bis), en elior- 
chanl lollies los fonc lions en lie res lei Ics rpio 

inn j — ■ prise le longde (.„ o, [Kiiir n - 

qijol quo soil j), 

(‘) II. Poincai6 precise Ic sens ile cettc plirnso dans lo Mt'iiiou'e atiivaiU (ir’Ol), p. pd. (A.C.) 
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i I 

lu'.s iVisidiis (J(! Ill font' I ion 


soronl nlors los (jiinuUles cIioitIm'i's. 




Clos ('oiiiliiloi’alioiis soiniuiiii'cs nionlrunl nm* in soliiliou ohleaiui par In 
iniilliodo do M. A.])p(!ll iiVsl pas uiiiqiio; 11 ) a nuhnc <)cs cas oi'i I'llo ii’oxisic 
pas. 

II no siiflil pas, on olIiH, (|uo la fonoMoti l'’(.r) soil do {^onro zi^ro pour ((uo 
ooLlo .solution oouvionin'. I‘ar OMunpli'. rovonons mix iV|ua!ioiis 

i) A/,a(; t.-. c, 

on la i sail I 

- (/I ~ )- - - : 


la fonolion 

I*' C,/’^ <'(|S 

o.sl bioii do {^ouro zoro. 

.)o di.s quo los rAsidu.s do la I'oiiolion pr-— no nous dounoni pas iino solution 
(los (W|iialion.s (i ). I'ai ollbt, lo riMdii A,,, nj^al a 


A 


n 


‘I 

si a \/ ((„ 


I ‘‘/I - - I )?:, 


ol In sbrio n’osi pas oouvor{;;onlo. 


Jo ino iVisorvo do rovouir plus lard siir oos imporlinilos (|ueslious, ipio jo uo 
fais ioi (jn’oriloiiror, ol, j’ni InUo d’arrivor a dos (Vpialioiis so rupprochanldavau- 
ln{i;o do oollos (pii oul ('Mi' Irailbos parM. Apjiolt. 

J’onvisaf^o alors niu! si'u’io doubloiiK'nl, iuliuio do uombros 

, . . j ti I, 'j. n 1 1 ^^11, 1 ) • ' • > • • • > 

lel.s (pio 

jro,nj [//;, I, lim|//„| ,* /:<»««>, [Mini- a ---1'^ aa 
ol. jo foruio Ids (''(pwilions 

}t I ./I 

(u) 2 j ^ "■ (/'-'=") I. “j |"I 'iifO- 

On rooonnail. aisbuioul. ioi los (bpinlions nubiios Irailde.s par M. Appcil : il 
suflU d’j donuor auv lollros <pii ,y oniroiil, dos valours convonnblos, coniino on 
lo vorra d’aillour.s plus loin. 

b’onnons iiuo fonolion adnuillnnt los ct jionr zdros ol n ayaiil pns do 

polos, (lo no sura pas uno fonolion onlidro, innl.s uno fonolion holoinorplio daii-s 
tonlo riUoiidiio (III plan, .satif a I’nrigiao, (pii osl im polnl .sinf^ulicr ossoiitiol. 
fl. P. ~ V. 
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9 ^ 

Soil imo si^i-lo (louhlnnifiut iulinio (1(^ ocrclch 

. ,, c_„, . . ci-i) <<-i; <’( 1 ) ■ > 

(nan I poiM' cciilro I’orlhano, cl 1 olio quo lo nij on do C,, soil , (jiiol quo soil 
coinpi’is cuLrc [Un \ i ]• ^ 

r xi> dx 

J W^’ 

prise le lon{5 dii oorole G,i. 

Siipposons quo, quand n loud vers H- on \ors co , ,1,,/, loiido vors /Ao. 
AInrs los ri^sidus do In fonclion salisfont au\ (''(|uallon,s proposi^os ; o’ost 
lo rcsultal quo nous avions irouvi'- plus liaul ilnns lo oas dos i'!(|ualions (i ). 

Appliquoiis-le nux (',qualinns d(3 M. Appcll on ropronaiiL los notalioins do co 
f>(ioincLrG. II s’agil dc di^lcrminor los oooflicionls A|, dii di^vidupponusnl 



par I’identilo 
(3) 




el Ton cst ninsi conduit mix dqiiatinns 

( — I )" “ i:( - I )i^ 7" -I’" 7'") 

quo nous dcrirons, pour rdlublir la.syindlrio ot IMioino^dnditd, sous la (brino 
(4) 

on posanl 


II faiulra ousuite fairo R — i dans lo rdsullnl. 

Dans los dquallons (4) lo uombre n poul prondro Inulos los vidinirs onlidro.s 
posilives oil ndgalivos depuis — O) jusqu’ii + co . lAaiialogio (los (V[U(Uions (4) 
avec les dqualions (a) osL d’nilleui’s dvidonlo, ol los (|uanLil(''s ft sont d’lnio pari 
— i , el d’autro part(/“'^i% on p, proud loulos los vidour.s [losilivos cl ndgalivos, 
cl nidme la valour zdro. 

La fonclion b'(a;) s’dcril alors 


(.r ~ 1 )('a: H- 1 ) II 





).(.'■ -1- I ) 


Dans cotlo idenlild 1 os I uiio cons Ian Ic qidil os I i mi I tie do ddloriiiiner d avail 



ALni.IUtr 1)1 L’INI’INI. 


lage, ol Of ost la fond ion <jni csi (l('sign(‘<‘ nin.si pm- ]\IM. hnoi oi Hoinjiiol, on 
siipposanl In pniininrc! jxH'iodo fo ('•gal(} i\ 'yin. Nous (^criroiis alors, pouriihrogi'r, 

(li( In;^ ) t = '!'( ) ) 

('t tisL tiiio (’onclion ndniollimt I’origiao ooiuinn poiiil singnlitM' ossrnlif'l, 

linloinoi'plio (lanh hMil |i‘ l■{’sl(‘ do plnn, 01 jonis.siiul do la proprioto 

h olant lino oonslanlo po.silivo ijii’il (vsl inulilo do dt^loi'niinor dnvaningo. 

Soil tiiainlonnni imo indnih^ di; condos ( ',,, ayariL lours ccniros a I’origino, ot 
.soil- p|,. lo rayon do (’<[», ili^lorinim^ par : 

I7 PPli i 1 “ Po- 

Soionl K|,.„ ol A|,,t li"' inh^gralos 


.. , f 

.1’" </.r 1 


r\ .1;" f/.r 


(./' -1- 1 ) \Kr ) ] 

> 

J 


prisos lo long do^i|j. On n (W'idoniinonI 

pni.sijiio lo modulo d’nno soniino osl phis pdil ({iiO la .soinnto dos inodiilos dos 
idihnonls. D’aiil ro pari , 


HI rtlanl. la pins polilo valour ahsoliu' ipio poisso prondn^ 

\Ar(.o.| i) 

lo long du corolo il’inl/'grnllon. 1)oim: 


‘i» 11 


I V \ - V ^ 

' " I I ''l"o '*11 ' ' '* 11 .. « ^rTT „ 


I'^aisons t(‘ndro p vors [- '/) , p[,. lond vi'rs co , lo rapporl it.ml vors zi^ro 

ol. JKU’ oons('!([iionl Aj,,( lond vors zdro. 

Si, i\ii conlrairo, p. lond vors - ■ co, p.,. lond vors zdro, lo rappon lend 

A f‘ •• 


vor.s CO ol Aj,„ lond oncoro vors zAio, 


‘[Ol 


On on cmndnrait aisoiaonUfiio I’inlAgrnlo .Ijj,, loud ello“inrtine vors zorotpiand 
p loud vors "I: CO, qiudlo ((lift soil la valour onliiiro po.silivo mi ni'galive do n. 
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Douc, Lrapi'Ch lus priiicipcj. pohos (') plus haul, Ics its id us do la foiicluui 

I 

X (a’ - 4 - l)<I'(i 7 ;) /.r 

sal is foul aiix ocjiia lions (4)> 

On trouve ninsl 

— I ,, I 

= ( r/“> - i ) ( — <7 J I ( I - <7 ' -'0 1 1 ( I - 7'^'' ), 

^'iL 

oil V prcnd loulGs Ics valours i, y, ... ad inf., i\ roxccplinn do la valour p, co 
qui pout s’ocrire 

V' 

V (ilanl loiijours souinis a la mftnic rcsU’iclion, on bicn 

le nombi’c cnLier f>) poiivant proudro : 

i" Unc fois toiiLcs los valeur.s ni^galivcs dcpuis i ---p jusqidi'i — i; 
y'* Uuo fois Ionics los valours posilives dcpuis i jus([idi\ p; 

,'V* Doux fois Ionics les valours positives dcpuis p -p i jusqu’ii -|- co, 

j\lais nous ponvons ccrli'o 

ti >=- 1 

IJ (i- 72 (.)) = |[(i- >7 l*i[J -ry -2*"), 

— 1 ^, 

CO (jui domic 

(aj pniivauL prendre doiix fois Ion Los los valour.s positives dopnis i jnsqu’a 
I’lnl'mi, a I’cvccption do In valour p. quo co 'uombro no pent proudro qn’uno 
sGulo fois), on cnnii 

=.(_ -I- 727)2, 


(') Lcs letlresyi cl n aont ici remplaciSca par ?i oL |j,. (A. C.) 
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U; lUJiiihfC V pouviuil pn'iuli'(* mic I’ois (!l, iiiui soulo Unites los vuleiirs entieros 
positives. Oil oblioiil (lirisi, pour la valour deliiiitive (lelT,,, 


il 






1 -h qH' II( 1 - - q''> )~ 


iMoiis ullons inainleiianL imiUiplIer los ([uuuliuVs B, 11,, i>i {[ue iiuus venous 
do Iroiivor par lo I’aclour a l(( i -l-iy-'')-, do l'a<}on a raiiionor B i'l su valour — i 
ol nous Iroiivons, on rovonauL an\ nnlalioiis do M. Appell ot posaiil cninmo 
Iiii 




|{==I, III, il„ I yiJ'j 


I -t- ' 


oL t'lilin 


A(,‘— A I 


'J q\^ 


I (fi\y 


-(I, A,,-:: - A_-,,. 


INoiisavons doiio riilrmivi' la .suliilion do M. Appoll, oL jo no orni.s pas qu’oii 
puisso fairo d’ohjiJoLion A Iti mdlliodo quo jo [iropuso pour di'unoulror quo colic 
solulloa satisrail oH'ocLivouioiU auv ('‘(piations (/|). 


iNFais ciiUo soliillon n’osl pas uiu([uh. 11 (isl clair on ollot ([uo l{*s (]uautlU''S 
M — I , ][;,,= ! - qi\< V -I- //( - q'^\' )/’ \ 

(oil p o.st onllor ol oA c H- 1 ), alusi ([uo los coinliinaisons lim''au'cs do 
paroillos quaiitilds satisfont, coinino los ipuuUilt^s ll,j ollos-iiKbuos a cos mouies 
(5({iialions. 

II arrive, si c === quo I’on a oncoro 

Los (kjuaUous (4) admolLcut dune uno iiilinild do solutions oL copendaiil il 
osl clnir qu'i! ii’y n qu’uu soul diWoloppemont convorf^onl ( ') 

qiii pulsse snli.sfaire i\ I’idontilii (3). 


Cj On rcmarqiiera »iue la tlilcnniaalion dc nclte solution esl dlablio par les conditions du 
pi'obl6iitc il r^aoudre. 11 seinlilc qu'ellc <loive pouvoir 6trc liiahlie direclemont (voir le 
Memoire aiiivant, p, lOo). (A, G.) 
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On cloi( cii Goucliu'c quo, panui los soluliims cn nombro liilinl qni .salisfoui 
ii nos I'jqualions (4), il n’j on a qn’mio soiilo (jui oondiilsd a uii diWolopj^dinoiii 
ooiivergenl. Ii osl (I’aillours nisi' do voir ((no oolU* .snitilioii osi de 
M. AppcII. 

En en'cl, .si nous (losons 


A{;h-( 


' 1 I //T 


Q, 


on vib'ilie quo A(i est nno soliilion de.s (Mpmlions (4) pcnir Joules l(>s valours 
cnllores do y), mais ((uo la .s('*i’io i-A(,'f'l'' esi coiivergenJe (uiiir ft-, -o (•! pour 
p = 0 souloinciU. 



SUH 



liulletin lie la Soriele Matliiinatiijue de France, t. I-i, p, ’j'j-ijo (i'^ fi'vricr ifiSU), 


J’ai on Foccasioi), a propos d'uno dldgantc intiLhode clc caleui employ<^e par 
M. Appell, do m’occupor do la LlK'iOi’lo d’un sysleme d’tiquaLions lincSaires, 
lors(juo lo notnbre dcs 6cjuaUons el celui des iuconnues souL infinis (^Bulletin 
da la SocUta MatMmatique de 1 <' ranee, lXIII, p. 19) (O* 

La loclnrc d’lm Mt^moirc fort imporlanL do M. Hill siir 1 g mouvemenL dii 
p(irig(Jo do la Lime a attird do iiouvcaii mon alLenlioii siir cotle question [On 
Lhe part of the motion of the lunar perigee which is a fonciion of the mean 
motions of the Sun and Moon; Cambridge, Wilson, 1877.) 

Lc probleino que j 'avals d’abord 6liidlii esl le siiivanl : considdrons ime 
suite inddfinie de quantitds donndcs 

l(l, lOi, i(n, ... (IinW/„= Ki, n =:oo) 

et line suite ind6finle dc quantities inconnucs 

A j , Ao, * . . , A„, • • • • 

11 s'agit do dieteruiiner ces quantities A, dc telle sorte que los sierics 
2^A„^dJ (yj = 1 , 2 , ad hif.) 

soieiit absolument convergentes et aient pour somme zero. 

J'ai dit dans la Note citde que la resolution des (equations lindaires 

(1) SA„fdJ=o 

(5tail pluldt une question d’iniegalities qu’une question d'^galilAs. Ge passage ii du 


(') Jlenioirc 89, Gi-clcssua, p, 8.), 
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parailre obsciir a plus d’un lecteiir. Jo sals mainLcnnnl on mcsuro do pr('*cisc*r 
diivantage ma pens6e. 


SoienL 

V ) = li t , Vi = Hi, , . , , ~ , ... 

line solution particullcre des (Equations (i). Ecrivons la sohuion g^ndrale do 
cos (*fj nations sous la forme 

Ai = /i]l!i, .... Hy, , 


on LrouvGra, siiion les valours les plus gontirales des f[uantiu'“S /i, uu inoiiis dos 
valeiii’S assez gdnti rales de In fa con suivanle : 

Soicm 

/. I, /.2> .... /./j} • . . 

line suite Ind6finie de quantilijs, Posons 


ot siipposous quo les quau tilths A aionl dU'* ciioisios do leilc sorte que la sdrie 

soil absoluineiit cnnvergetile. Alors, quel que soil Penticr posilif In sdrie a 
double eiUrtie 

( n, [ul inf,) 

converge nus.si absohirnenl ; or elle s’licril 


olio a done pour soinme z6ro, puisquo Poii a par hypotli6se 

O. 

Si done on pose 


on a 


i(/iH li/j) O 


pour toutes les valeurs emigres et positives de </, ct les h, sorit une solution 
pai'liculi6re des dqualions (r). 


La sdrie convergeanl absolument pour Loiitos les valeurs de a,,, la 

fonclion 


^\pXp — G(a ? ) 
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f)7 

csL mio foiiclioii cnliere. Done, pour quo 

Ai=/iiBi, A 2 =/t 2 Bo, A,j=/ 4 ,jlJrt, 

soienl uno sohulon dos Equations (i), il suffiL que Ton puissc li’ouver nne foiic- 
tion emigre 

G( .f). 

lello qua 
Cl quo la s<irlo 
converge. 

Nous pouvons lonjours, d’apres lo iKdoriimc do Weiers trass, conslruiro ime 
fonctlon onlUre F(a?) qiii s’annulo pour 

X = ^1, X = ((>, . , X = <l„y 

Cl n’all pas d’autre 'z6vo, 

Nous pouvons do mfimo, d’apr6s le thdoreinc do Mi Lu>g-Le filer, conslruire 
nuo fonclion m(5romorphe K(a;) qui ait pour innnis sirnplos 

4vec los rdsidus rGsj)ecufs 

h\ hi h„ 

Cl n’ayaiiL pas d’autres infinis, 

GgILg fonclion R(^) esL do la fortno suivanlo 

R(.'c)= //, Ui(a;)'+- 

6 Ian I uno fonclion mdromorplie do ;i;, indc^pcndniilo dcs h el admotianl 
I’infini uniqiio x ■= On avoc lo risidu ' 

Qnand jo dis quo osL inddpendaut dos A, cola no doit pas s’onlondro 

d'lme inani6re absoluc. Le llidorcme dcMillag-Leffler nousensoigne lamanidre 
do former los foiic lions R„, quand los sonldomids do fagon quo la sdrlo2A„R,t 
pent converger pour corlaines valours dos k ol clivorger pour d’auires valours : 
en CO sens on pout dire quo les fonclions R„ dependent des h, 

Mais suppos’ons, par oxomple, qu’on ait trouv6 uno suilo do fonclions R„, 
tcllo quo la sdrio 

21 A;, R„ 


n, p. — Y. 


3 
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converge absolumcnl. Alors la sdric 
coiivei'ge aussi absolument, pourvu qii'on ail 

(2) j I I !• 

Ainsi, potirvu quo les h satisfassenl aux in6galil<is (u), los U« soul indripcn- 
(lanls dcs A. 


Posons malnlenaiiL 


on a 

Si 

on a 


G(a')= G/i(.r)= F(-^) 

i. A/, (.t) ; A/c 

G„(.r)^ G(a;)= 

'Kj, = Ai A" • • • “F* A/, -t- . . . . 


SI M„ csl Ic plus grand module qne puisse prendre la foncUon G/,(ii?) a I’inU'j- 
rieur d’un certain corcle C, il r6snlle de la nianiero dont les fonclions C„ onl 
6l{^ formties quo 


converge; par consequent la seric 

^ A,j X,i/}Xf' 


converge absoluinenl pour touLes los valours de x inierieures an ccrclo (j, on, 
puisque ce cerclo esL quclconque, dans Louie Peiondue du plan. 

Cola pose, je dls qu’il est impossible quo la seric 

V) « 


converge absolumenl; car, si ello 6lait convergenlo, on poiirrait fairo 
( 3 ) A| = Aj . . . = 3 = A,, — , = A/j.,-1 = . , . = o, A;, = 1, 


cl alors la fonciion G«(a?) salisfcrait aux conditions iinposdes a la Ibncliou 
a savoir quo G(a„)=/i«, el qu’cn remplaijant dans la sdrie qui reprd- 
senle G(,'r), a;/' par S/,, ccUe s6rie reslerniiabsoluinouLconvergenlo. II on r6snllo- 
rail quo les valeurs (3) dcs h satisferaienl aux dqualions (i), ce qui dorinorail 

U« = .0, 


ce que nous ne supposerons pns. 



Au;i;nRE de l’infini. 


U fiuil done quo JSi I <livorge ot, ])ar cons^queiu, il csl impossible quo 

lo rapport 



rosle CO ns lam mo lit inf6rioiir a nuo limilo doniioc. 

Po.son.H inainlcnunl 

( \ ( ) ~ I'' { /• ) 11 ( <* ) -h A I (.1 1 ( .r ) ^- /in ti ■ ( A') H- . . . -I- /Oi • I 

II (a;) 6 la lit uno fond ion on lie re queleonquo. La lone Lion entiei-e G(-r) salis- 
fnil i\ la pnnniero condilicni quo nous nous so mm os imposio, a s a voir 

(’.(U„)i= /i„. 

1 1 res to i\ chorclior si olio satis fail a la so condo. Posons 

l’’(.r) |I(A')t= po -+■ pi .r p2.r2 h- . , . H- ppwP , 

( I ( .y ) K-. X „ -I- X I iV -h X-j iv^ -h . . . -h X p xP 

d’ou 

A/( “ /i I />i/< •)- /i/I X///>-t- , • . . 

Nous voulous (pio la sdrio 

iiX^i ilp 

oonvorgo absoliimont; so i out 

l-'i) Pi) •••» iv> ••• 
lino suite do qunnlilds, lelle quo la sdrio 

couvorgo nbsolumonl. Si I’on a 

j 1 P/»l> 

la sdrio convergo (igalomonU Ainsi, silos h salislbnl aux in6galil6s (a) 

cl do plus aux iiidgulilds suivauics 

[ p^/-h X 1///1 X/(//| <C I P/ijj 

cos quaulilAs salisfcronl aux 6qu aliens ( 1 ). 

Pour rovonir aux quanlilds A, si l*ou a 6 la lois Ics in6galil6s 

( ij ) I A,i j < I A’/j H/i |> p/I S A„ < 1 |A// 1, 

los A„ satisfonl aux 6q nations 

(l) 0. 

Ainsi CO.S dgaliUs on nombro infini pouvonl 6iro remplacdcs par dos iiidga- 
lilds on nombro infini. 
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On poiiL rcinurquci’ (|U(5 dans l(5S iiu^galilds (4) cnlroiil un grand nombrc du 
quaiiLilrts qui pouvoiil (^Ire ciioisios arhilrainjinonl dans iino cjirluino mcsiiro. 
Les A’h sonl souloinoiU assiijollis u la coiidilion (|uo la surio 

convorgc; les fjp a la condilion quo la s6rio 
converge. 

Qiianl aur ils soul arbilralros dans unc liirgn inosure, car ils sonl les 
cooflicicnls du dtWoloppeinonl do F(a?) 11(3?) (UunL uiio lonclion unlicro 

quelconque. 

Los Equations ( i ) n (3 siiITisciil pas on gdiidral pour <l(Herniinor coinplclonienl 
los rapports dcs quanliU'.s A„. Mais, ainsi (pio nous I’avons vii par roxcmph! 
iiKhnc LraiLd par RI, Appcll, il poul arrivor quo cos rapports soionL ciUiRroinonl. 
dcUcrmiiK^s par cos (^qualions (i), joinlos a la condilion (lu’imo corlainc S(\rio 

soil oonvcrgcnlo. 

Or cello dcrnioro condition pent 6lre romplaccc par uno infinild d’indgalilds 
(4 his). Done los rapporls dcs (juanlilcs A/, sonl onlich’cmonl ddlonninds par 
Ics indgaliltis (4) ol (4 his)^ (|ui sonl on noinbro inliiii ( ' ). 

Goiisid6rons maintonanl un Tableau a double onlrdo, inddlini 



I 

Uji 

'/at 

"n 

///II 


0|J 

I 

//.fi 

<(yi 

//||2 

(’•) 

1 ''(la 

FFoq 

1 

'ha 

///I t 

1 

"IH 

na,! 


... 

I ///1 1 1,/l( 


Dans 00 Tableau les lormes do la diagonale principalo soul tons dgaux A i . 

Soil A, I lo dAleriuinanl fornid on pronanl los n proniiAros llgnos el los n pn;- 
mlArcs coloimos du Tableau (o). .Fo dirai quo lo Tableau (5) ost un ddloriui- 
nanl d’ordro inlirit oL (pie co diilonnlnanl convergo si A,, lend vors uno limilo 
finio cl ddLormiinio A quand ii croil iiidc^finiinonl. 

Pour nous rondro comple dos condilions d(i ooiivergenco d’uu d(Uorniinanl) 


(‘) Cello fois encore la (IiHcrniiiiAiiou dc la aolulion cal prouvro per les condilions dii pro- 
lilfime, qui n'inipln|uc quo I’cvislcnce d'linu seulc solution au phis ( Voir Ic iMAinuirc pn’iciideiil, 
1). 1)3 ). (A. C.) 
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lol 


appuj'Oiis-nous .siir h) inodo suivniiL da ^M^rK^raLioii, qiii ii’ost aulrc quecelui qui 
OHl comm sons 1(5 nom <1(5 v,l(>J\s <ilgcbvi(fucs (’). 

Soil. i)(''V(5lopp(!r 1(5 {l(il(5nnin(uil, 

(■(■w il\l < > • <(\n 

j ^ <'?2 1 Onn , , . On If 

'hli > ■ • If III! 

I)(^vcloppon.s !(' pi’i5(luil 

ll/)( 

puis, a(rn{5loii.s cluinnn tlos icrmcs dii produil (liWoIopp(5, siiivanllos cas, dc I’un 
d( 5 s (;(j(!ni(si(sul.s h i , - i ou o; noii.s o])Liftiulrons ainsi D. 

11 0.41 iu.s(’> (l’(5ii <l{''(liui ’0 0150 iiK^galilts ; formous In protioil 

II “ Il/d I 1 )> 

Oil a (■-) 

((’,) jl)l> II. 

Soppnsous mainl,(5iiaiiL risinpla(5o dans lo dc^lerminanL I!) on cot'laln 

noiohi’o d’(U(5in(5iiLs piio /,(H*o, lo ([(itisroiinanl I) doviondra D' ot II dcvicndra 11'; 
on coi’laiii iu)ml5n5 d(5 lonuos .s’annuk'.roiiL dans le dc'ivolopponient do II, ol. los 
loniios ooi’i'os pond aids .s’anmiloroiU aussi dans lo d(^volopponioutdeD. Onaui'o 
alors 

(7) |l)~-l)'|<ir — a'. 

1'ollos son I, lo.s doox indj’aliu'ss Lnss simplos qiii voiU nou.s sorvir do point do 
di'parl.. 


(') I.n pruK^rli’i tIcsH I'le/s a/fii^bri/joeXf <1(5 A. flaiK’.liy, on l(' colrul extcnsif dc II. Grassmaim 
cotiHi'^ln fi (hdliiir an d^'icrnoinuit par an in'oituil Hyinl)oIi({iio do « vc<'loiii-s, d’un espnoo vccloidel, 
do dinii'iislon a, Hiir lo rsorpH d»>s ii'i’incs o,/ da d(ilorminanl 

(I - «,/); 

lt( Honono (^innt it(d('ii)it(! poni' i do i ^ n cl 1(2 prodidt pour / dc r h a. 

lift produil d<'s vrclcars (snl (lanicli'i'istt, d’uao ptol par la d’asBocialivild, d'autre p.irl 

pur 1(58 roiidil ions 

*/ ' *^1 ~~ ^l> *<• *!!• ' ' ■ ’ 

(lo prnci’uh^ OHl Ri(([nfd<l duns Vh'o<'X< lies So. Afolh.y I'ldil. frans.) 1-5, n*‘ 10 Ii 20_J d utilis(! 
pnr N. IlooaiiiM, h'l6i)ioii{x do Afol/tdtiiolujudilAyvc II, (lliop. HI (A|g6bre nmllilin^aire), § G. 
(A. C.) 

(^) On suit (]nc J. Iladioniird ii (Hahli ano formuto plus ])i'(5cise, ilonnanl Ic maximum dun 
dAlrrmiminl 

{nulliUin clcs .SV. Malh.i a‘ sc^'ic, 5, i8o3, p. 17 , cl Selccla, p, i3(i*(i»). (A, Cl.) 
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ALGERRE DE L’lNElNI. 


Pour quo lo (li^lorniinaul d'ordro indni coavorgo, il suflU quo lo prodiiil 11 
correspoadaul, qiii sMcril 

„ ( (l -H I «ii I + ] Gif'll I -h . . . H- I Ui,\ I 1 1 1 ^'-'2 I -f' • . • -t- I «/i I < • •) 

[ (l •+ j rtisl -t- I -t- ... J ... 1 

converge lui-m6iiic on, d’aprcs ua llaioreiae bioa coaau, quo la sorio 

I ^<2 1 I ■+' j 1 1 a'l 1 I + . . . \itn I I *1- ... H- I (7)2 1 -t- [ ((.(n [ -1- . . . -I- [ (7)2 I + , . . 

coavorgo ello-nifiino. 

Ku cd'el, soicnl 4,1 ol 4,,,/, lo.s diilerminaals oluenas on preaaal dans lo 
Tableau (5) Ics n pronuiu’cs, puis Ics Ji-l-p proaiicrcs ligaes cl colonnos, 
SoioaL II„ oL ir,jr/» les valours corrcspoadaales du produil JI d6flni plus liaul. 

Commo daas lo 'I’abicau (5), los Leriaes do la diagoaolo [iriacipalo soaliigaux 
i I, on pas.se do 4„,,;, a 4,, on annulanl iia cerlain noiabro dos (donicnls do co 
ddlonninaal 4„.,y, : on a done 

I 4„ ) y, 4,d <! 11,1 ) P lln« 

iVIais, si le produil (8) coavorgo, Ic second nieinbrc do cello im'^gnlild load 
vers ziiro (juand n cl p croissoal indi^finimonl. II on osl done do in^.aie du pro- 
inier mombro, co qui prouve quo 4„ load vors uno limilo fiaio ol diiloriaiai'u!. 

Done, pour quo lo ddlorminanl 4 coavorgo, il .suflil quo la s^irio oliloaue on 
prenaal daas cc di^-Lermlannl Ions los (ildmenls qni u’oppaiiienneai pas A la dia- 
gonale principale coavorgo absoluiaoal. 

Jo vai.s fairo voir niaiiilcnanl quo lo diHonainanl coavorgo absolumonl, o’csl- 
A-diro qu’on pout laodilicr Tordre dos colonacs on dcs ligaes sans changer la 
valour limilo du dAlorniinnnl. 

Soicnl on cllcl doux Tableaux analogues A (d) ol no din'dranl (pio par Tordre 
dos ooloune.s cl dos ligaes. Jo suppose loulcfois quo, dans Tun coniinc dans 
I’aulro Tableau, los AlAnionls dgaux A i occuponl la diagonale principale. Soil4„ 
lo dAlorininaal oblonii on |)ronaul Ics n proniiAros lignos olcoloane.sdu premier 
Tableau. Soil 4', lo dAlornuaanl obtonu on pronam lo.s p preiniAros ligno.s el 
coloancs du .second Tableau, p dtanl asscz grand pour que lous les (il6iuonls 
do 4„ so roLi’Ouvenl dans 4',. Soicnl H,, ol II', los prodiiils corrcspondanl A A„ 
el 4^'. On passe do 4', A 4,ien annulanl dans 4', an corloinnombro d’AlAmonls. 
Done 



ALGi.nm; di, i.’ini'ini. 


Mais lo prod nil (8) (^laiil. nl).‘)oIntnonL coiivcrgoiU, oil a 


(‘t niissi 


linillj,:-- linill,, («, y; =., so), 
Itin A'/, lift) Aj,. 


lina}>;inous inaiulonanl ((iio Ic Talilnau {ii) soil iiidoliiii clans les donx sons, do 
sorlo (jtio 1(!S ooloniios ol Icis Ii{i[nos soionl mmirtrolcos dopiiis — co jnsqii’a -j-co. 

Tai loriiio (jiii apparlioul a la fois a la miindroldo n (!l, a la colonne 

iiiimdmlc'c; p s’appoUcira fi,,/,; less {'iiliors n ol p jnnivaul proiulro loiiLos los 
valcsiir.s oiilicsros posilivos on n<'‘{;uliv(‘S, y ooniprls la valour /.eW'o. 

Nous nppcsllorons A,, lo dc'ilc'rininaiiL formd (mi pronnnl Ics i li|^iU!S niim6- 
rolc^cssj — /ly /i-l I, “I- a, . . . , — i , o, i , a, . 1 , w ci Icis aw + i 

oolotincs porlaul. less inciinos uumc^ros. Lcs dcUcsnuiiianl d’ordro iidUu convergesrn 
si A„ lond vors nnes liniilcs fiiiio o.l d^loriniuoo. 

Nons Mipposous lonjonrs ejnes less tonuos dcs la dingonalu priiicipalo sonl 
c^ganx i\ I, (s’ost-a-diro (pus 1* 

Alors, on rnisonnaiil tool a fail coniiius pins haul, on irouvorail quo lo (hM.Gr- 
iniiiniil ooiiv(srgo ahsolninoiiL, lor.scjuola scM'io 

^ I ( // . />; n, y> variiiiK dc — i\ -i- 

osl coiivorgcnlcs, 

Snpposoiis niaiulisnanl epns dans noire 'I’nhhsau a donhlo onlr6o, cs’osl-d-diro 
d'apre^s la (hMiailiou c[ni jnAcddc, dans iiolris dcUoriuinanl d’ordre infini, on 
roin])lao(5 ions lo.s (M('iinonls d’uius (sorlaino ligiio par mus snilo do cpianlilc^s 

• • * I , •**' I) ‘*’0) a’l, .'/.'j, • • • , •'I'H, • • • 

cpii soionl'toules pins polilos (su valour ab.solno cpi’nii oorlaiii noinbro posilif k, 
Jo dis fjno lo dtUoiMniiiatiL nsslora couvorgoul si la .s6rio 

^ I CC /( yi I ( /i /■ - 1 > ) 

(souvorgo. 

Nn oUbl, prenons, oommo il a (M.(5 dil plus haul, aw-|-i lignos ol aw+i 
oolonncss dans lo 'rablean a double onlri^o, do fa(,'on A former Ic diMcrminnul A„. 
Snpposons quo I’on fasso lasommo do.s valours absoluos dos (ilcinicnls do chaquo 
liguc, on oxcopLnnl la ligno dont Ics (Jldmouls oul (^l6 romplaccis par dcs quaii- 
lil<5s X, h’aisons ousuilo lo produil Jf/j dcs aw sommos alnsi obloniies. Un Lermc 
(juolconquo dn ddlcrininaiiL A„ osl im lorino du prodiiil H,, iniillipHd par unc 



AuiLniui nn l’infini. 


lO/j 

flos qnanLiu''S .r oil pfir oollfi qnanl llo cliani;(')(Mlr! siyrui. Done, (l’a|ii’('^ 1 Mij|)olIu\so 

|.o| 

oil a 

!A„1 "/II,. 

Si Poll anmilc qiielqiitis-uiis d(js c^li’iiionl.s tie A,, eo (l(;lerniiuaiit drvienl A'„ cl 
In prod 111 I n„ dovionl II',, Qiu'lqiios-iins ties U'l'ines du produil II„ s’luiiuiliiiilol 
Ii\s Leriiios corrO'ipondaiiLs do A,i s’annnlenl n {galenic til. On ti done 

jA, -A'l :/(ll, li'„). 

Obsorvons inainlenniU quo, [lonr ]ia,s.sor du d(Henniiuuil A,,,/, an di'lorini- 
naiiL A,i, il siiflil d’j aniiiilcr eerlaln.s ('dibnnnl.s ; nous irruivons 

I A, I /< A;| I i[„) 

ol- nous on dtWlui.S()iis, coinme prtWii^deinmout, tjne A„ lend vers une limite (iiiio 
el. d6l(irmin6o, pourvu qu’il on soil, aiusi do 11/,, oL c’ti.sl pi’ibusOnenL on tjul 
arrive quaiul la serin 

converge . 


.I’arrivo nmiiilnnanl. au cas parLiciiUor Iraihi par M, Hill. On savnnl, tislroiinnio 
oiivisngo I't'^quulioii suivaiUe 


(9) 


f/' fV 

777^ 


-t- Hn’ e, 


ou 0 e.sL lino sib'in do la ronun suivanlo 


H Ho H- i> H, cos/ H- 'J H.J nos •? t H- 'j Ho ens !U -I- . . . , 


on ({u’on pout (^criro 


H JiH/zf"'', 


on .supposanL quo quo n varin do - - co a l-co ot, quo 0,, |-0_/,. 

AInrs la liidorlo dos (iqualions linriaires nous apprend (pin l’<'‘qunlion (q) adniel 
une inldgralo do la forme suivanlo 

(ro) in c=: 

n variant do ■ — co a -l-co oL los />/, ot, c (iLnnL des oon.staiilGS convnnahlomnnl 
cliolslo.s, Elio ad met on mil re I’iiiLdgraln 

{b'n dtunl I'iinaginairo conjiigiuio do 6„) cl olio n’on a ]ias d’aiUrc. 



ALGEnRE DE l’INFINI. 


L(‘S b,i cl 0 .soul ddlormtnf^es par <Igux coiidllions : 


i" Quo la .s(^rio (lo) soil convorgciilc; 
:»/* Quo Ics (i(pialiou,s liiii^airos 

(i i) H- cT-h,, ~ 0 


/ p vnric dc - ~ m ii -h -a 
\n \'iiric dfi — » ti 4- m 


Oil u()ml)r(5 iunni soiout snli.sfaiLcs. 


io 5 


M. Hill a IraiLd co.s iVpialions d’aprt!.s lo.s rdglus ordinaircs du calcul. Bien 
quo coUe hardies.SG ail ju-stifuic par lo 5110063, puisqu’il osL arrive ainsl au 
iiombro 1116 mo donn6 par I’ob.scrvation {^jnulfitis mulandis)^ 11 ne sera peul- 
dU’o pas hors do propos do d^monlror analjliqucmenL la 16 gllimiL 6 de sa 
in^lbodo. 


TjO drilorminanl d’ordro iiifiui auqiiol coiuluiscnl los Equations (u) GsL d6fini 
com mo il .suit; on ooiisorvaiiL i\ a,i/, lo m6rae sens que plus haul, 

a.„n^ 00 — (rtH- c)2 cL flni)=^n-p (» P)^ 

Pour ranicnGr oo ddlGi’inlnauL i\ la forme 6Uidl6o plus liaut, o’osl-a-dirG pour 
fa ire en sorlo qiuj los 616 men Is de la diagonale principalo soicnL lous dgaux a 1 , 
nous divisorons la /d'""” ligne par ©d — {n H- a)'**, co qui donuc 

((up-- 


On obLionl ainsi le d6lormiiianL quo M. Hill a nppold □ (c). 

Jo dis qu’il o.sL convorgent, jiour cola il suffiL on oHfoL quo la s^rio 


V / 

jLi Bn — (/«- 


'H «)- 




convorgo. Or cello s6ric csl lo prod 11 it do donx aulros, a savoir do 
Jl| 0 „ |, n ViU'iEinl do — co it 4- so), 

ou, CO qui revionl au indme, do 


el do 


') i:[ 0„] l/j ™ I, ad iiif.) 


^ | 0 o-(n-ho)M ' 


GolLo doruiftro sdrio os I manifcsLcmonl commrgonlc el il on ost do mfimo do la 
promioro dans lo cas parliculior onvisagd parM. Hill. Donclcdilerminanl 0(0) 
converge absoluinonl. 

il. P. — V. d 


ALGLBUE DE l/lNElNl. 


1 0(1 

Gu |)roini(‘r point {'■trtbli, on (!ii (hbhiirii snns [loino lo,s propri^LiVi (l(? cci dolor- 
mlnaiiL. idles qu’dles out e to i'‘noiiC{’'(>s pur M. [1111. Snpposons done epdon alt 
d(Hcriniuri c, do idle sorlo (jno 

□ (O-o. 

Ucmplncons dans lo dclorniinanl □(«) Ir.s dhbiKuils d’uuo li{^iui (pudcoiujun 
par des lnd6lcrmim^cis x. 1‘ronons, par oxcinpliq la ll^^no mimi'‘n)l(''0 /.oro oi roin- 
plaoons-y 

rGbpoctiveniont par 

. , , /o • ' ■ ) '^ 11 ) • ' ■ ) '>'>!) • < < • 

I)’apr6s CO qni pnicdln, lo ddorminanl ahisi obunni coiivor}jo ciiooro, 
pourvu qu(3 los qnaiiLil('‘s x soicul tonics plus po tiles on valour ahsoluo ((idun 
nombro dunn(^ k. La valeur llniilo do eo dtdorminanl d’ordro inlini osl dvldoin- 
inoiil lino foncLion liinVairo des (jiianlilc^s x ot [Xuil s’ dor ire 

... -4- A_ /j H - , . . I- An./'o -!- A i.J’t -j- . . . .|- A -i- , ... 

/ On obLionl d’nillours dvidommoiU A„, par oxoniplo, on donnanl a Xi, la 
valour I ol la valeur /.dro an.K aiUrcs x. 

Jodis quo los qnaiiLiLds An ainsl ddfinios .satisfoiU aux d<|uaLion.s (i i). I'ai 
elFot, faisons on parliculior, pour imo valour quolooiKpio do riy 


IjO ddlorminnnl ain.si obtonu osl ub.solumonl convorf’oni, car la .sdrie 


y 


dovantoonvergor, lo.s quaulU(is 


(->0 (/IH-C)- 




(■)(! ■ (n - I- (.‘p 


onl unc valour absoluo lintildo. Do plus, co ddloriuinaiiL a pour .sonimo zdro, 
car il a deux lignos idonliquos (pourvu quo n o), Jl o.sl, oncoro mil si n r : o, 
car il so rdduil alors A □(c), qui par hjpoLlidso o.st nul. On a done 

^ A f)iV ff es U 
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on onlin 

(ii) A A„(// -t- f 0 (loiii/j)- 

FjO.s Aqiiulious ( 11 ) admtJllout (WidoinmonL line iufmitd do solutions; mais 
nous .siivoiis d’dvimco qu’un soul sysLiiinn do solutions pent doiiner une s6ric 

qiil soIl t:()iivor}j;onlo, oiii' IN^ijniiliou (<)) ii’a quo deux inteyrales, II roslc done a 
(^tiiblir quo la hi'n’its i convoi'ge. 

()i- on ohlioiil eollo s6i’io on faisaut 

c-i/' to/q 

dans hi dAlonniiianL dolini phis haul; lo modulo de x,, osl 6gal a 1 ot esl par 
oon.sAqiionl liinild. Done lo (IrtUirininunL ost convorgont. 

Jo orni.s (jii’aprAs los oxpiioalions qui prAoiidcnt, la hollo miUhodo do M. Hill 
no pout plus (I on nor priso ii nucuno ohjootion. 



SUR LE DETERMINANT DE HILL 


IhUletin Aslronnmique^ f, 17, ]), (avril igno). 


On salt quo M. Hill a raincin^ Ic oalcul clu mouvomftnt clu p6rig6e cle in Ijuno 
a I’inLdgralinn do I’eqiialton suivanlo 


H' 


0 0(1 -h ? Oi COS '1 T H- 2 O 3 COS 4 • I 

los 0t dlaiiL dos CDofficiniils constants. D’uno dquation de la iiitSme forme ddpond 
le moiivemont du nocud. 

On cliei’chc a satisfairo a cclto dqiuUion en posanL 

n dlant un ontifir posilif on ndgatif el c un nombro qubi s’ngil do ddLcrminer el 
dont ddpond lo moiivomont du pdrlgco. 

Cola nous donno los dqualions lindaires on nombre infini 

(2) /;40o— (‘in -h cy-] -f- 

Sous lo signo D, p doit prendre Ics valeiirs 


oL Pen suppose 


dh I, ±2, ... (ad inf), 




On salt quo M. Hill, pour ddtcrmiaor c, envisage lo ddlerm inant d’ordve 
infini ddduit dos dqna lions ( 2 ). Numdrotons les lignos el Ics colonnos do ce 
ddlermiuant qui sMtend a Pinfini dans les doux sons, do fagon quo In ligne (oTi 
la colonno) centrnle soil numdroldo zdro, oL qu’i\ partir de IN los an Ires lignes 
(ou colonnos) soionl nuindroLdcs succcssivcment dz i, ± 2 , etc. 
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101) 


ilu diUonnuiaiiLqui fail parlio cIg la ligUG on do la colonnc 

osl : 

i" Si n /), (;’osU\'(iii’e sdi* la diagonalo principalo, 

(r)o'~('jn -1- r)’-; 

:*/' Si ?iy~ j>, c’osL-f\-(lii’« ou dohoi's de la diagonalo prinulpalo, 

/( I 


OiiLi’O CO d(^l,orminanl, on aura ii on envisagcr deux a litres analogues. 
liO jn’Oiuior, (jue M. Hill nppollo V(^), c-sL colui dcs equations 


(■i i/iti) 


l>n 


K'Ul I Q-— >Hnl 
/{ n- — I 


1 ) j! 




oi’i ^ osl iimi iiidiilcrmiiK^o (juolcoiiquo; on voit quo pour ^—c les Squa- 
ll on. s (w hLs') .so rddui.sont aiix dq nations (y.) mul Uplines par iin fa c tour 
cmiHlanl. 

Lo.s dli'*mouLs du ddlermlnanl V(i;) sunt done : 


pour n . ' /^ 


pour n /i, 


/jn -— 1 ^ 


rJkiz:. 

4 I ' 


Jo oon.siddi’onii oinsiiito In drttnrminanL quo j’appollorai □(^) ot qui osL cclui 
dos d([nnliou.s 


(-1 tfv) 


t, I V /. 

f>n I- -1-5)2^ Oo 


=s 0. 


(los dqualions (h tar) no did’iU’OiU dos (iquations (» bis) quo par iiii facleur 
cons tan L. 

Los dldinonls du ddlorminant 0(0 sont done : i pour/ir^/); 
ol pour n /i P) 



— Bo‘ 

On roinurquoru quo, pour ^ = o, oo diiiorminanl so riduil & co quo M, Hill 
nppollo □(o); on rovaiicho, pour V^, il no so r6duit pas 6 co quo M. Hill 
nppollo □(\/t)()). 



ALOl'lilU ni l/lNl'INI, 


1 lo 

AI. iltll adiuul s!ms (lAinoiisLriuioii fjiit; cos dchn'iiiiiianls d'ordi't' iiiliid coii- 
vtji’i'OiiL cl, cn so coiitciiLaiiL d’lm .siinple aiMsrcii, (|nc 



Dans Ic tome II (\q'^ iMcdtodas nouvallcs da la Mdcanu/aa c^drsfe, j’ai doniu' 
do cos doiix ])r()j)(jslLions mu; di''iiu)iisLi‘alif)ii rl^ourouso, iiiais cclU; ddnions- 
Lralicm csl asso/ coinplujude oL fall appel ii mi llicorAnu* do- M. Iladauiai'd, (jui 
apparLiciU a la ptuiie la plus dAUcali; tU; la ihAon^; dos I'uuclions. II y a nioj(;n 
do slinplifiov cuLLo d(hnoiisLi’aL!{ui. 

Jo CDimnoucc; par on rappclor rapidoiuonl la piaiiiilcro [uu'lio sans y ricui 
cliaiij^^or d’osseiuiol. 

Lo (hWoloppo incut d'lin diilcrmlnauL d’ordrc infinl uu tniis Ic.s ('ddniunU do la 
diagoiialo principalc suiiLdgam fi i : 


f/„t I d] (l> < 1 1 

b -2 0 -) 1 h\ hi 

<’-.,1 C^‘i C„ 1 l C'l 


conduLt A imc sdric iiii 


vaiile : on cousidcrt! lo prodiilt iidiui 


nlo (lout Ic.s Uiniics pcnvmit s’nhtcnir do la racuu siii- 


. . . (l -h «l -h rtaH-- • •-»' -I- . . .) X (l H- hi hn 'I . . , H 

X (l -H Cl -f- Ca-t fi_. I -t- , . , 

on dAvoloppo c(s prodiiit oL I’mi aiVccU; cluupio Lorino do I’liu dos onol'llcuiuls u, 
-pi on — 1 ■ 

do ddsignorai pcnir alirdgor oo prodnit par 

II =...(i~h ^a)(i + iio),:.. 


iVn lieu do [U'odult JI, jo puis ooiibiddrcr Ic priHlinL 

on roinplaoant ohaoiin des a, dos do.s c, olo., par sa valour alisoluo. 
n os I clnir : 


i" Quo Ions los Lormos dn prodiuL 11 ' sunt rdols ot posllifs; 
a" Quo chaquo tornio do U' osl egal A la valour absulno dii lormo currospon- 
dant do II, do sorlo quo pour obtonir lo ddlormiuant il suflit oiicoro : 
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Si 1(5S <Lf l)^ (J, ... sonl, rdfils, d’aHocLoi’ cliaqucj Lor mo do IT' do I'ou des 
cooflioIoiiLfi (), -I- I oil i; 

On, si lc.s «, h, c, ... soiiL liniigiiiaircs, d’allocici’ ch.’ujiic ternie do II' d’uii 
coolTicionl dohl lo module osl o ou i. 

/Viii'ii hi oonvorgonoo dii |)i‘oiUut 11' cmlroiiio cello du di^terinlnaiit. 

D’tuUi'O jnui, si Toil ildvcioppo FoxponGiiLlollo 

suivauL les pui.s.suiicos croi.4.sauLc.s des |a|, on oblienl lous Ics lei’ino.s du 
|U)lju<}ino j -|- i I a I ol dhuUros lormes encore qiii soul vt^cLs cL posilifs. 

Si nou.s ch''volo[)poiis roxpouonticllo 

nous obtoiion.s lous los lornics ile IF ol d’aulros encore cjuisonl riiols elposiLifs. 

Pour oblimir In diHorminnnt, il suffil done de diivelopper E ol d’afrcclor 
clnupio lerme d’mi coefllcitml tiyiinl pour modulo o on i. 

Si la sih'ie 

s . , s i « I -H i: I I -h i) 1 6‘ j - 0 . . . 

converge, ll on esL de nubno do hi sijrio oblonuo par le dtivoloppcinonl de E ol 
par con.sdqmnu du (hUermiuiml. 

Si los a, le.s />, ... ddjioudcnl d’unc variable qnolconquo ol si la conver- 
gence de hi siirie .S osl uni forme, la convergence do la sdric E el du ddlcrmi- 
nanl I'.sL dgalmuenl iniifurme. 

Appliqnon.s cos princifios uu dtilerininanl □(^); hi si^rie S pout alors s’licrire 
S = (y.i:|H/| )^| • 

he proinior facleiir aiS]Oy| esl dvidoinmcul oonvcrgonl. Lo .second faclcur 
coiivorgo (^galemenl, t\ moins quo Fon iihilL 

=2 - - 2 d:: \/do. 

Si dams lo plan de.s I on euloure cliacun do cos poinls singuUers ^ — 27i± 

par uno polilo courbe feriiK^e el (pio Foil consldfire Ic domaine silu6 en dehors 
do CG.s pe tiles eourhes form ties, co second fa clour convergo uniforindmonl 
dans CO domaino. Done, dams co domaino, D(0 converge absolumeni ol 
uniformiimoiU. 
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Coininc ciiacun des tennes du dt^veloppcmcut du 0(0 ost \nio foncLioii ana- 
Ijtique de E, □(^) est aussi dans ce m6mc doinaino uno foiiction analylique. 

CcUe foiiclion ost nniforine, puisqn’cllo Git cnLlci’emoiU drtlGrmin^e quniid 
on sc doniie elle uc pout avoir d’aulres points singiiliers quo les points 

^ = — anzt: \/0o, 

.le dis quo ces points singuliers soiit dos polos simples. Eii Gflot, supposons 
que ^ tende vers — ( — J entier). 

Envisageons lo prod nit II' dont les divers fac tears soul ici tons de la forme 

|(2rt + 0''“«o| ' 

Quand ^ Lend vers sa 11 mile, Lous cos fuc tears res Lent finis, oxcopli 


Soil n' le prod nil obteiiu on supprlmant dans II' ce facleur oL S, la sdrio 
obtenue eii supprimant dans S les term os correspondants, c'est-i-dlro coiix qui 
conllennent ce diinominateur convergera mdme 

quand ^ attoindra sa liinite; el, coniine on a 


on voit que 


II' < 


II', = n' 


(2./‘-Hg)^-0n 
j (2/' + 0"— 00 1 -1- ail ( I 


reste finl quand ^ atLelnl sa liinile. Done 


reste finl el, comme □(!) cst Loujours plus petil quo II' on valour absolue, lo 
produit 

□ (0(v‘+5-#o). 


rcslG finl, ce qui monlre quo le point singulier ost im pAle simple. La fonc- 
lion □(^) est done mdroinorphe, 

Comme la convergence ost absolue, on pent Inlervertir I’ordre des llgnos ol 
des colonnes du determinant. Or, changer ^ cn a, ou ^ on — cola rovioiil 
a une semblable interversion. Done □(^) no change pas, soitquand on change 
^ en ^ + 2, soil quand on change ^ cn — 

La fonctlon □(^) s’annule pour ^—c, puisque pour ^ — c, les dqua- 
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lions (■», tar) ms (liir('t'{jnl pus dos (irpiiUions («), (jui dolvenl (Hi'o saLisi'uiles a 
la i'ois. 

\ caiis(! do la period icltd do la lone lion > cllo s'annule e^oleincnl pour 

~ ->n -h /• 

el, (U) 1 1 line la To no I ion os I pairo, pour 

5 ~ ■ r. 

I 'In I'dsiinn’i, □(£) esl iino foiicLion mdroniorplie do t; do plus, olio os I p^rlo- 
di({uo avoe la pdriode ;* ol nc eliangc pas quaiid on change ^ en — i. 


I'hivisaguons iiiainlenanl I’exprossioii 




rnsn^ — coo;: r 


(I’esL tino.oi’i! iiiio ronelioii indrninorplu! do £. Lo premier raelour devienL Inlini 
pour c •> // -I' mai.s alors costt- — eo.S7:\/(")ii s’annule el, eomtne tons Ics 
pdloh honl d(5.s pdlo.s simples, la fonclion F(£) reslo linie. Pour; = 2n±c, 
hi d('•noluinaleur eoSTvt- -eosTro ''’anuule; luais □((:) s’aunulo egalemenl el la 
rouetion l'’(^) rosle encore linio. 

|)oiH! esl une lone lion entiero. 


(loniinenL so coniporle-tH'lle qnund [i-l augiuenle iiuhUinimeiU? Gomme la 
lonollon esl pdriodique, il suflU cle donner i H clfi-s valeurs donl la panic reello 
resle (ioiuprise enlre o cl e; si Ton parlage Ic plan des ^ en bandcs par dos 
droiles ))arallel(5s cquidislanles, porpendiculaires a I’axe dos quanlil{^s rdeilos, 
til (juo l’(h|iiid is lance soil dgale a u, Ics valeurs donl il vieJiL d’filrc queslion 
s(u’onl <j{)nipi’is(is dans I’une do cos bandcs. Kl il csl olair quo dons les aulrcs 
bandcs la fonclion pdrioiHtjue h'(0 I'oprondra Ics indmcs valeurs. 

.Si la variable ^ roslo dans cello bandc, ollc nc pcul croilro inddllnlmenl 
.suns (]iic .sa panic iniaginairo croisso inddlinimcnl. Or il csl clairque, qunnd 
la ))aniG imaginairo do crotl indd liniment, l’cxpros.sion 

I 

loud vers zdro. Gbacim dos did men Is du ddlorminanl n(0 verszdro, 

.saul lc.s (Udinonls do la diagonalo principalo. Clin cun des tonnes du diiveloppc- 
inoiU do CO dd lor mi nan I lend done vers zdrn, sauf un soul icnno qui reslo dgal 
i\ I . Com mo la convorgonco du ddlerminanl est uni forme, cela vout dire quo lo 
dii term in ant lend vers i . 

II. 1'. -V. 
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D’auli’e pari, cos7:£ lend vers rinfml, de sorle que le rapport 

— cos;; y/B|| 
ros^:^ — COSTCO 

Lend aussi vers i. Done F(^) lend vers i. Ainsl F(^) esl line fonclion euliero 
qiii tend vers i qiiand ^ croil indi^finiinenl. Elle estdonc finie dans tout Ifl plan. 
C’esl done ime constanle, et comme 

limF(5) = r, (pour^ = x), 


cette consLante ne pent ^tre que i . 
On a done 




e'est-a-dire 


n(o = 


cos 71^ — COS no 
cost;? — cos jc \/0n 


Nous savons que le dtilerminanl V(£) esL une fonction euliero de 0o, ©i, . . 
il esl aisd de se faire une id6e de la rapidltd avec laquelle converge le develop- 
pement de V(£) sulvant ies puissances de ces diffdrentes variables. Les prin- 
cipes pr(^cddenls permellent eu ellet de reconnoitre que chacun des tormes de 
ce d^veloppeineiiL esL plus pelit en valeur absoluo que le terme correspoiidanl 
du produit infini 

II + + 

Sous le signe X, I’indice k de 0^ doit prendre toutes les valours entidres 
positives, negatives ou niille, 

Or ce produit estaisd a calculer. Posons X | ©x \~ — ; les zdros du produit 

sont 

? “ 2 71 ± Q ; 

ce sont done les monies que ceux dc costt^ — costtQ. Leproduit estdonc dgal a 

A(cOS5tS — COSJCQ), 

A ne dependant que do Q. Faisons ^ = o; il vieiil 

= A^r-oosTcQ). 

Or le premier membre peut s’^crire 
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Dans cos doniith'os (WjuaLioiis, on (ionnc a /i, sous Jc signo II, Ics vnlenrs 
posiiivos -I- I, 1 olc., (adiiif). On a done 

A = ' . 

>} 

las Liu’inn du (MvoloppoineiiL do V(t,) suivaut los piussanoGs do Oo, 

Di osL done pins polil quo lo lorine corrospondanl du dcWoIoppomoiit do 

I'ns ro^- v: () co^ 7t^ i W; | 

" 4 \ 

Cola porinotdo so rendro comptc do hi rapiditii do la coiivorgonce du di^ler- 
iiiiiianL do l[iUj on I’appnhnora inioux on corn si Ton so rapjiolle quo do uom- 
hi’oiix Uu’inos maiiqiioiiL dans lo diitorminanL, laudis quo lo.s Lurnics correspon- 
daiils (iguronL dans lo prodiuL iiifini nuqiiol nous lo coniparons. 


On romnrquora (|ue lo ddLonninaiU quo j’nppollo V(^) ii’osl pns tout a fait lo 
imhiiO ([110 colli 1 quo JM. Ulil di^signo nirisi; pour passer du I’un a raulri3j il 
I'aiidnul imiltiplior lous los (4hhnonLs par /\, Co raoteur /j u’a 6li5 iiilruduil quo 
[>ar inadvortanco, piiiscjuo alors lo d(?,loi'iuinant doviondrnit infini; je crois avoir, 
on supprimiml oo (aoLom’, rdUibli la v(iri table pensdo do M. Hill. 

11 osl alsri do voir quo 




□ U)II 


4na--i ’ 


(III, par 11 n cahnil on lout point soinlilablo A coliii qui jirdcAdo, 

” ■•o.STcg — 


Dans lo Cluipitro cit{\ (XVTI) dus /Youvellfis i\I(Hfiodes da la Mccaniqua 
{'Mania (L U), j’ai dusiguA par V(^) iiii nulrc dc^lorminant, a savoir celui qu’on 
(l(i(hut do □(^) oil multi pliant la ligno miiiKirQldo zc'ini par 

5" H.i, 

ut la ligiio niinn'u’olAo o) par 

(? 4- 'in )2— Hd 

4 /I? ’ 

d’m'i 

Or 

( 52 — Hii)i[ — A (ros;:§ — C()s:t \/Rn)i 
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A c^lant ind^penJaiit de c, eL dfi 0o> d’ou, pour ^ el 0o infinirnent pelits, 
— 00 = 2 \ ‘'I B ^ \/6o ) ‘'in ' ? ) ' 


on 

il’oi't 


ol onlin 


52_«o=^A(0O-52), 


A 


O 



V(§)= -A(cos;t v^Bo — cos:t|) 


NOTE 

{PAH T I li T) ). 


Ces iMemoires (89-9J-2I.5) sinalyses pai' 11. Poincnre sous le litre d^Algcbrede 
Vinfuii (ci-dessus p. 3) se rallacheraient plulOl a des melhodes d'Analysc. lls n’ou 
sont pas moins unc premiere etude, precise el rigoureusc, d’un syslciiic d’equa Lions 
lin Zaires, en nonibre infini, el u une infinite d’inconnues. 

il. Poincare explique comment il a essaye do dcmonlrer, autrcnient que par le 
succfes, les n hm'cliesses )■> de P. Appell ot de Af. ITill qui avaient resolu de lols 
systemes par un « passage a la liinite » insuflisammenl justifiA 
Ell rcalile pour r^soudre des equations analogues a cellos de P. Appell, ol 
me me plus genera les, II. Poincare n ’utilise plus do passage a la limite, mais bien 
la construction d’une fonction, dont le d^veloppement en unc serie do fractions 
simples (ou, ce qui revieiU an mfime, la reclicrche des residus) donne les solutions 
clicrchees. Cette melliode (anaiylique) lui permot loutefois de monlrer quo lo 
systeme considA’C a une infinite de solutions et qu’il convionl de lui ajoiiter une 
condition supplemenlaire pour le rendre equivalent au problomc envisage, qui etail 
la recherche d’un ddveloppoment manifeslement determind. 

Par contre, pour etudier un problemo de Aldcanique celeste, Iraite par M. Hill, 
II. Poincare utilise une methode plus prochc du « passage a la limite », en etudiant 
une suite convergenle de determinants, d'ordres croissants. 

On salt comment une telle « extension » a servi depuis a I’etudc de Pequalion de 
Fredholm el sert encore dans les nornbreux etimporlanls Iravaux contemporains 
sur I’espace dc Hilbert. 

[ Fofrnotamtnent G. Julia, Introduction mathdmatique auoo theories quanliques^ 
P® partie (roSC), H® parlic (iqSS)]. (A. G. ) 
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{ A'o/f'cf’, |), f)). 


SUK IIN MODK NOUVKAII 


1)1! 



Jaunuil dn !' ikcnte IHUyfp.rhntqiiPy ^ 7 “' Caliii'r, p. i7'j-'*^r)'{i8a()). 


1.0 li(!ii (jui oxlslt' OJilro lii lhiW)ri(i dos nVsoaux pni’all{Slogrammaliqiios do 
Hrnvius ol oolUi tlos roriniss qiindraUquos n 6Lrt romarqii6 dopuis longleraps, 
inn IS oil .s’osi, rosU'oiiil jusqidioi mix formes ddHuios; lo bul principal de ce 
Mdmoiro osl <l(! fairo voir (pm rton n’osl. jilii.s facile quo d’appliquer la mclmo 
roprAsmilalion gi'onuHritpm mix formes indiJlinios. 

.I'ai (Id d’aliord dhidior los propridlds do cos veseaux paralMlogramniallques 
ol. on (Minuclmr pour ain.si dire rarillimiiliquo. Jo Ics ai rcpr(^senl(5s par Irois 
nolalious dillVironlos, suivaiil quo I’uno on rmilro me somblait plus commode. 
Ainsi lo rd.soau fornu^ par los poiuls (B, y, oi\ 

.r = am *4- hn, 

Y = oni ir//i 

(a, a, d sont. dos cons I, antes, rn oL n des ind(^lcrmin(ies qui pouvont prendre 
Ion Los los vale Ill’s onliiM’Os positivi^s on niiga lives), pout 6lvc roprdsenKi : 

I" TanlfH par la iiolaliou 

r« fti 
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RESKAUX ET FORMES QUADRATIQUES lilNAIRFS. 


:V’ Tanlol par la aolaliou (* ) 

A m I!//, 

oi'i A oL B roprAsoiUont los nonibi'f'.s comploxos 7 ~\- -(-^\/D; 

A'' 'FantAl par la congriienco (^) 

yj’ -f- [I) (j ( kkkI y )) 

a laqiiollo sali.sfoul los coordonuAos do lo<is cos poials. 

Los rosoaax jaaUseiU do propriclAs qai rappidloat ((uclqiios-unos do.s 
propriiHds dos aonihros; o’osl aiasi qu’oa osL aaioaA a coasidf'a’or dos rdsoanx 
(Miliors, fraclioaaairoK on incoaimoiisiiraldos, dos r( 5 soaux taalliplos on divisour.s, 
plus pclils comnmus mulliplos 011 plus grands coianiuas divisours d’aulros 
risoaiix, dos lAseaux promiors (aiLro (Mix ol dos lAsoaux pnnaitsrs absolus. 

ApiAs C(is consid(‘rn Lions piAliminniros, j (5 ino suis occupi^ do la roprAson- 
I a lion dfis iiomhres complexes do la fornio 

K -I- 

Qua a (I 

D n, 

lo noiiibi'o osL iniaginairo, ot on lu roprAsonlo ordinnironu'nl par lo point doni 
los coordoinuios sonL 

All li(Mi do c(da, jo lo roprcisonlo par lo point doiU los ooordoninMJS sonl 
' n, h \ 


(*) Avcc In iioliilioii lantririollC) los ropri^scnlnlioiin i oL 't aont ri'apcclivaiiiniit 


a b 


ni 

(j <if 


n 




I) ost supposd ontier cl, on {'(iiiai'nl, anna faclcur oiiwr. lin principe < 7 , (i, Vi « (ct /;, c, d) 
rcpriaeiitonl doa noaibrcs ralionncls, orclinnivcincnl oiiLirrs. (A. 0.) 

( ) Lii I opi’osciUfiLioa (3) 11 cat. pns {''f|iiiva[eiitc nuv driix prdc^cloalna, otic siipposi! (luo la 
matricc 

(( h 
c d 


a an do ses nivarinnls ai'itlim6Li<|iies cgal h i, oti peat sc mctli'c sous In forme 


Sx 


Y 0 
0 I 


X S' 


(S, S' miimodulniros). 


{Voir ci-deasous, p. i3ji, rdltidcde la nolallon nouvcllo cL notnmmenl Ic Ih. XII). (A. C.) 
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inodt* <l(! nipn'isdiiliilloii cjiii a riivimlap;(! de s'appliqucr au cas on 

1) - (> 

(‘I rjii’on pcnL coiisuldnu’ coin mo ddrivi^ du pfotnicr mode do i’Gpri''SciUaliou par 
pi’ojoclloji oi’lJiof^oualo, do iiKhiio quo rdlipsc dd-lvn dn corde. 

lOn olldl, Mipposoiis (pi'im poiiU, jn iill,, dans iiii plan I’, pour coordonndos 

a, h 


Siijjposons (pi’nn 
lilt diddro d{j;al d 


plan (^> ooiipo lo plan P suivaut I’axo dcs ,r ol, fasso avoc lid 
ni’ocoa \l' - 1). 


Los (jooi'domii''o.s do la projocLion du point m siir lo plan Q (on conservaut 
lo mdino nxo dos ,7.' dans lo plan Q) soroiil 

ff, h, 

'roiilor<>i,s, pour simplilior lo lan^ago, nous convcnoins quo, qnand nous 
pnrlorons do (i{;nrns dgalos on .soinblndlos, il s’agira do figures dgales on seiu- 
hlahlos dans lo plan V ot non dans lo plan Q, 

Alnsi, (pi and nous dirons quo los Irlanglos fornds par los points rcprescnlatifi. 
do,s luiinljros oouiploxos 

y -i- [J \/n, Y H- S \/D, 

y'">- 

k"-i- [i'd/i), Y''H-3vr) 

snnl (igaiix mi soiuhlahlos, il s^igira, non pas des trianglos 
(,7, [^; a', [i'; y'\ [i'd ol V'l Y"> 

imds dos trianglos 

(m, 

ol , 

(Y, 6 v/- - 1); Y', fV - I); y", o"\/-- O). 

Jo roinnrquo onsnito quo los points reprdsentalifs do Lous los iiornbres 
(!onipb'X.os oxislants, (pd soul luulttplos cl’iiu noinliro complexo donnc^, oxistanL 
on iddil, foi'inout un rdsoan pin'idlcilogrninnriatiqiio (' ) quo Ton pout regardor 

(1)11 rn PHI do inCmo, plus j^indrakiaenl. do loas Ics nombrcs complexes (on divnil uctiiel- 
Ifiincnl quadniUiiiiM), Pnliei's on fi'acLlonniiii'Cs, de ddnoininnicurs !imil68, d un module dans 
un aorpH. Un mulliploH d’uii aonibrc comploxe, ou Ics nombres d'lm iddal formeni un module 
ptirlu'ullor ( inviiriunt pour lea prndnilB i»nr Ics onlicra complexes du corps qundraliquc consul6rd ). 
(Vofr la .'5" partio, p. i?/i)> (A. (!) 
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I >1 

sitnplc a oHocLiU'i’ Mir los r^hoaux lil ((lui I'appolfe multi plication scvonflo (') 
(j)oui’ la disliiif^iior d’nii aiiLrcinodo d(i muUi])li(;a(i()n cuvisn^d dans la promidri' 
Parlie). 

(kille imilliplicaliou .socondo corrnspoinl : 

En c(3 (pil onncoriic les noinhras coinploxiss iddanx, a la niultiplical.idii 
ordinaii’o ; 

]'ai CO qiii concoriio los fornios fpiadraLlcpiiss, a la conipnsiliou dos I’urmos do 
(jnnss. 

(JeLlo coiisidoralion mo porniol d’dtahlir d’uno (noon iiouvolUi l(!s llu'nrdinos 
do Gauss rolalifs a la composilloii dos fornios ol on parliciilier los suivanLs : 

Si line forme 

A H- •>, 1} ,i'V “h C f - 

reunite de la compos'ition do 

n.r--\~ '>hry oj'J ct a' x"- -i '>,h‘ xj h- c'y'- 

at si M, /n, m' sont les j) las grands CA)mmuns divi sours de 

A, ■» 15, (1; 

ft) '> h) ft ; n'y ■», //, </ ; 

I** ^11“ — ■ AG est Ir /;, g, c. d, ('•*) de 

m' \/l)^ — ac ol ni \/h't — a' d ; 

•i" M 

d" Pour que la forme rdsullanUi soit d^rioeo d'une impropremenl 
primitiroy it faut et. il sufjit que Punt; dos eomposantos soit dorivth; tViino 
imp ropremeni pi 'imi l ioo . 


(') La iiuiUipIioaLioa do lu pnaniiii'o parLie ost unc tmilLipIicalion do malviotis, qiii ooncHiioud 
i ua oliimKomcnl de )»asc dans los rfisoaax. La inuUijtliraiion sccoiifla osl iino mull ipliciiLiim 
il’idi^aux c|Ui peal tilro call par In vcohoi'olie (rime laiso d’liii rdseiiu ((^■llnio par im oorlain 
luimbrn de poinls). (A. (1.) 

(’*) Pour ahrdfjer, iioiis ervirons souvent 

p. g. C. d. cl p. p. C. Ill,, 

ail lion de n/n<t <n'and conunun (li\Hs<mv el plus pelil romnmn tnulliplo. 
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PREMIERE PARTIE 

Arithmetique des r^seaux . 

Siipposous cjue daus iiii plan on fasse piisscr par I’origiuo deux droilos 
(pielconcpieh, puis qu’on nieno a cliacuno do ces droiles mie s6i'ic ind6rmio dc 
pnralleles oquidislantes. Ces parallclos cUviseronl Ic plnu en une iufiniLc^ fie 
piiralldlogrammos 6gaiix; nous nppcllerons rdseau Ic sysLeine de points forinii 
par Igs soininots de Lous cus paralldlogrammos. T^es coordonntics de ccs points 
sfHit donndos par des fiqiialions Lolles quo 

, , { j' = am -+- fj/t, 

/ t — cm an, 

ou ni et n peuvonL prendre loiiLes Ics valeurs entieres positives ou negatives. 
Le reseau sei’a dfisigne par la notation ( ') 

Va b~ 

dS 

et le dcterniinant ad — be s’appellera la /?o;7ne(“) du reseau. Tie n’esl autre 
cixose qiie la surface des parallelogramnies dganx qut fornientle riseau. 

Commennons par dnoncer diirdronts lluioreines qui sc <Mduisenl imin^dia- 
lement de ceux de Bravais. 

Tilton KME I. — Si des points soul disposds dans le plan de telle sorle : 
i" que la distance de deux quelconques d^enlre eux ne puisse devenir plus 
petite qidune quantite donnee; 2" que si les points x, y et x’ , y' font parlie 


(') II sevail pciil'iiti’c ])i't^lcral>Ie dc dire que 

a b 

' f cl 

03 L line niatt'UQ ile base du reiieaii. Eile n’est d’ailleiirs definie qii’au prodiiit pres ii droile par 
unc iTiati'ire unimodulairc, ce qni siibstllnc !i /», n des inddieiiiimees cnticrcs (oqiiivaleni'e 
iiritlitniilique h droitc), (A. C.) 

II. Poincard suppose iniplicileinent quo ce ddterminiinL n’est pas mil, ou cneore qitc Ic 
rdiiCiiu cst elTectivemenl de dimension 2. Dans I’arithmdltque des noiubrcs algdliriqucs, Ic leniic 
de nornie a unc signification prdcise, univcrsellemcnt adopide aciiiellemcnl, li correspond Ji 
la ddfinition de II. Poincard, dans Ic^cns du ddterniinant de la base relalive d’nii iddal par rap- 
port ail doinaine d’mtcgritd des enliers (complexes) du corps. (A. C. ) 




RESEAUX El’ FORMES QUADRATIQUES HINAIRF.S. 


I’M 

da systems, da cas points^ il fin soil da nidma das points x ~h x' ^ y - y' ; la 
sysla me do ces points est un v<'‘seau ( ' ). 

Tnijoukuii: II. — La nornie d'un v6saau ast la. Umita da la surfaaa d'nn 
aercle divisc par la nomhre das points da rosaaa c.ontanus dans oa rcrolr., 
(fuand le rayon da c.ercle^ auginente iiuUJininiGiil (Bravnls) (-), 

Definitions. -- IJn r6soau os I antler qua ml a^ A, r, d sciiil otiUors. Un 
I’L^scfiii A est maltiple (Piiu i’I^sgiui li fjuaiul lous Ics poiiiLs du ri^sonii A foul 
[lai’Lio (In rcisoau B. Deux n'sfsanx soiiL (‘(jairalcnts quniicl loiis los poiiils (1(5 
I’un foul, parLio do 1’quU’(5 oL ri^clprotpicmenl , tJn la'isi^au osi, nnitaira s’il (’sl 

(‘nuivahinL (-M ail riisoau '* ' • 

I 0 _ 

d ’moo a i:\ti 2 III. — Si an resa<ta A asl nialtiple d'un rdsaaa B : \^' la nomhre 
de.s points da rasaaa B compris dans V intdricur at sur deax voids non 
opposes d'an das par allddo grammes qui formant la resaau A ast la manta 
(fuel qua so it ce paralldlogranime ; y." il ast egal au quotient da la norma 
da A par la nor me de B, plus a. 

CjOuoij.aiius I. — La norme d'un rdsaau ast divisihla par la norma das 
rdsaaux qui le diviscnl. 

C 0 iioii A i II 10 11. - - Les nor mas de de ux rdsaaux dq ui ealents son l dg a las , 

(') (Ic Llnini’Aitii' sfi j^AiUii’iilisc [joui* iii) (■'ipiuic Ji n dinicti‘'iaiis oL limit (Hn; priioisr romtiKS HitlL : 
Pour (luc dniis lui osp,ico (otisiiinlilo do poiiUs || .^’| do r cooi’(loinu''o>i roollcH ot 

'*5 cooi'doimuc.i iiniiginuircs oonjiigiioos ), iiii inoitiUc, d(> ;i(jinls (roafoniiiint la tliUrroiU'n do doiix 
iiueloonqucs do scs points) soil Uomorplio a un modulo d(! points onticr.s, ou soil forimi d(’s 
points 

II '’i • • ‘ tf,„ 11 X A, 

(}, onticrs; A inatrioo do m lignos, a ooloiinos el do rang niyn \ il /ttul nuu Ics (’igalilds 

I Xf I e, (i do I {( /() 

no boieut v6i’iliros (pio par un iiomliro (Ini di' points, r/wu/ que soil g, noiiilii’i! posllif. It auj/it 
i|u(j rettc condition soil remplie poiir nn iiornlirc g, posilif, ( Po//- A. PiiAii'i.r.i', /,afo/».s 

.««/■ la Tlieorio tics Nojnbres^ p. '<(), ipiS). 

Ou pourrait ana si so contentcr d’utilisor la prop ri (it 6 (lu’un modulo do points en tiers os I ua 
riSscnn. (A. ('.) 

(-) Go tliilorome so gSndrnliao nussi pour nn ospaco fi /i dimensions cl I’ou pent y ri'iiiplaoer 
lo corclo pnr uno courbe eonvexe nyant un point dii r(''seiiu pour coiiLre de synu'dim'. C'cgi run 
lies v(5sultals cssciitiels do la Gdomilvic des Nombres do II. Minkowski. (A, G.) 

P) Ou k tout roseaii rcpr()scnl6 par uue mntrico unimodulairo. On pi'Afdroiuit aotuollcmout 
prendre pour base la malrice sonlaivc uniK^ || ^ ” j|. (A. C.) 


0 I 
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I lap port da deu‘jc rasaaux. — Supposons quo Ton jmso 

il vlojil (Inns ( \ ) 


m = ftp -i- [3v, 
n = ifp -i- <>'> ; 


,r := ( r/iy -I- /j'l' ) |i -I- p -i- Z> 6 ) Vj 

I* “ ( a + d'^ ) p, -»- ( L' [il -t- do ) V . 


Oil u ilonc (!('• tern lint'! nii iioiivt'nu n'* >10011 


fj(x+ h'f fdd 

rcf H- d'; ffj ~\- dS^ 


= A'. 


On dim (pu' In rrscnu 


« 13 

, Y . 


osl It! rapport (') de on aunvonn roscan a Faacleii 

A. 


<f // 
r d 


Pour li'onver lo rapport Inverse de A u il suffit de ri^soiulre les (^fpia- 
lions («), oe (|Lil donne 


3 p 

V ~ V “ 

A A 

Y « 

•r -H . n 

A A 


(A ~ «fl ~ Py)- 


Le rapport cherch^ esl done 


Cette opAralion ('*) pent iMre considtirde eomme une sorle de in 11 Ui plication 
dos rdsoaiix, nmis cillc idest pas coramulativo. 


( ’) Il aerait pout-iilrc priil'A ruble tie dire quo cclte malricc cat la base lelative du reseaii A' 
(Inna Ic r(Ssoan A. (Icllc transfornuiljon csl oxprinu'jc par I’ligaliLA matriciclle : 


X 

a b 


m 


a b 


a 

P 


|J- 



X 



c d 

X 


X 

y 

c, d 


n 



Y 

S 


V 


(“) Cl’oal une mut tiplicalion des nialrices do base 
a p 
Y 6 


A X 


iquivalent li A'x 


6:A 
— Y'^ 


■ p:A 
ctlA 


- A. 


(A. G) 
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Tiihoiiinin IV, “ Si an rrscdii rs/ multiple (Vun reseait le nipport 
de tV a A est entier. 

Ell gHoL, pour que m ei n soionl oiiLiors lonles los (ots quo p ('t v lo son I, il 
fniiL ol il suffil (pio «, P, Y) ^ -soIonl ciiLlers. 

'riii':oEu:,Mic V. — Pour que deux res ei tux xoient equivalentt;, il fa ut e( il 
suJJIl qua leur rapport soit unilaira ( ' ). 

Ell oflol, i I doll (}tre on lie r, el, tie pliiji, m el ri doiveal [imivoir prontlre 
Itjulos los. valeiu’s enlicros qiiand p el y prtMiuoiil toiilos los viilours nnliorcs. 

Peduction d'un reseau ii xa qilus simple expression. — Pnniil lous U's 
rdseaux qiil .soul equlvalonls u tin rt'sseau domie, il on esl line inlinilt' doni 
rexpression esl de la forme (“) 

(11 I" 

r 0 J 

Pour a 111 oner u la fornii' (d) mi I't'-seau tloniit'* 

( I > > 

, i‘ ft 

on opth’ora de la inaiiith’O suivanle. 

Soil I) le pins ^I'fuid eoniimin di vise nr tie r el de d, ol : 

e : I) -p ./ ; l» - S. 

On pen I Ion jours rtisondro l'(W[Ma[ioii 

70 i '|'|J - I 

pur des valours eiilit^res de a el de p, jiuisque y el d soul premiers enlro eux. 
On mnlliplie nlors lo rfisoaii (4) par le rapjiorl 

'P S] 

£/ — Y J ’ 

qiii esl uiiilnire, ol ii vioiil 

1 da, o 3 - P Y ‘ 
f'(i -1 (hy r fi - - <-/y ’ 

()d 

rd ~ c/y (I. 


(') OiM-clroiivti aiiisi la pvaiiritiU riiiDarrio iluns la aoLis da In pa{;<! r*;i ; la niiiincc de lame trim 
icscaii n cal ddrinic tjHnii pvotliiiL pi'64 {i droiU' par utie inalrtce naintotlulaire. (A. (1.) 

{») 11 faiil entoiHlre rt^sonu eiilier, ou frnctioiiimire. Cello rc'diictimi esl d’uilliMira apiilmmSe 
ci-dcaaoiis fp. i/|^) i tine inatriee li lormes fraelioiinairea. (A, C.) 



R^SEAUX ET formes QUADRATIQUES BINAIRES. I 27 

ho rdscuii (4) (5st (lone r6(hiii « la forme (3), Celle reduction a (liija 
iadicjut'o pni' l^isoa.sloiu daas se.s Afctthcmcitische Abhandlimgeu (* ). 

( tOilditions <l (‘(jiLWitlencB clc deux vexeciux , ~~ Pour cjuc deux i'(5scaux 


H = 


« // 

C () 


I C 0 


soieal <V(invnleals, il fuul (sl il suflil que {-) 

r = h ^ //, 

K ^ (t' ( nu)(l h ). 

Conditionx de dimxihilite. — Pour que IP dlvisc i\, II faiit el il suflil 
que (•') 

rso (iiKHlr'), h - O (mmlA'), 

(( . tt' ('iihmIA'), 


Plax grand coinniuii diviseur cl plus petit conimuii multiple. — Lc f>lus 
polil oommiiu imilliplo do K cl do IV esl lo sjsleine dcs points coiumuns a ces 
<lciix n^seaux. 

Lour {)lus {^raud coniiaua divlsour esl lc syslcine dcs poials 

./• = - hn 't //«', 

) c.m : «'w', 

ou, uiy a, //V, /V proaacal loiitos los valours oalicrcs positives cl n{ignUves ( '). 


(') (Idle rAduclioii «st encore; vulalilu pour unc matricc, cooffirients enliers, ou fraclloii- 
iinircfl, dr (liincnsious <iaolcon((»cs, muUiplide i droilc (ou Ji gnudie), par unc miilrice uuimo- 
•lulairc tl scinldo 6<juilnldc do lui doniior lc nom d’lfrnnilc, qui I’a indiqure et ulilis<5c dans 
son AlA.moivo (!«16lirc, sur \' Inlrodmlion dcs VariaOlc.s vonlinues clans la thdoric dcs Nombres 
{Jotirn, do Crcll(\ 1. iH.'Jo; 0/Cuvres, 1, p. Ui/i), (A. C. ) 

(’) On obiiont one hcuIc malricc rdduitc, ou do plus simple c.vpression, cn compldiaiu Ics 
roiidiliona par 

I “ I « ' I'y «' ■'- 

(o, b, r cnlici’H ou rraclioiinuirca). J.n Lroisi^jiin condiiion d’rqui valence rsl alors unc t^galili^, au 
lira d'une rongruenco, (A. (;.) 

(’) Cc8 conditions subaislcnl pour c, c'; ft, ft'; «, a' fractionnaircs, I*ar congruence, il faul 
entendre que lc nombre congru iv /.(.u'o cat un tmdliplc du module (produil par un nombre cnlicr, 
ou d^.mcnl dc I‘id6al principal, qui n pour baac cc module). (A. 0.) 

(*) T.C p. p. e, m, cL lc p. g. c. d. do deux r^scaux ainsi delinis sent lc plus grand sous 
module ct lo plus petit sur module coinmun. Cette dinniliou (ou construction) restc valable 
pour cerlaincs families dc r^senux (ou dc modules), notamment ceux qui reprdsciitcnt des 
idiiniv. 

Il nc somlilo pas que lc fait de clioisir des ba.sca r<!iduitcs apporlc unc simplification r6cUc 
duns la reebcrclic effective de' cc p. p. c, rn. cl de oe p. g. r. d. {voir ia Note gf'udralc, p. j8i). 
(A. (\.) 
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D'iipt’f’S le tii6orerno I, s’i lob doux r^sciuix suni <!nliin\s, cos douv sysUiiiuis ilc 
points sont des rriseiuix, Lo prcniiorosL un coinninn nnilLl[)lo do II iM H ol ooliu’ 
dont la norine esl la pins petite J lo .second (ist uti do lotii’s eoiiitnuus divisoufs 
oL eelui donl la norinc est la plus f^ranilo. 


PnoHLivAin. — .SV le p, p> c. in. et le p. c, d. tie Jl el tie K' sonl respee- 
tlvemenl 


ir, = 

calciiler A, B, G, A', IV, C^ 


in , [ A H 

' „J- "'-[c oj 


Soient G, le [). e. d, do c oL c’, 




B, In p. c. d. do 
P lo p. f{. c. d. do 


//, // , >( 7' //'■' ; 

l>t !>' , 


V el y' deiix noinbres cn tiers Lel.s quo 

ex-; ; j'y'-i- 

Pour quo ll| ilivise K ot IV, il fan I ol il .siifliL quo 

X.' SS3 f/ si= 0 (iihkKI) h (iiiodlO, 

f/ =s A 1^, (mud in, tt' ,V G (TiKidlJj' 


Or los deiiv premuires congruoiicos pen vent so rein pin (!or pai- 

(l|iio (uhkKI), 

los deux dernioros par 

x/7' — //'ysso ny. 1 ft' d ^ A < no'd M ). 

Done, pour quo II, diviso il ol IV, il faut ut il .sufliL quo 

Gi s:: 0 ffiindf]), h 3 //; = c/y' - edy u { mod |J j, 
((a-\-n'o' - A (inodli), 

ou quo 

Gi^o (tuodG), Ii,=s5(), an ea'n! ^ A (modH), 


e’est-a-dire qiVil divisora Kct IV, pourvu qu’il diviso le lAseau 

fuK -I- a'n' I), 1 

L 0 r 
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Mills la noi’ino do llj doit eli’O iiussi ^rando quo possible; on a douc 
IJ = Hi, G = r.| , K m <rj (t' V.’ ( moil H ). 

Clierelious maiuLenaiit A', 13', C'. 

Pour quo ll et IV dlvlsonl ll',, 11 faiU el 11 sufdl quo 


ou blun quo 


( -s o 

{ mod c' ), 

15'-o 

I'mod/i). li'so I'mod//'), 

A-.,,"' 

<* 

( mod h ), 

A'-, o' 

0' 

( modiq 

c;'=,r, ( 

/""•'[ir)’ 

ir-= 0 

("""'t)’ 

? (mod 6'). 

A s 1/ — 
c 

( mod b ), 

A' ^ (t' 


Posons 


c. ’ 


los deux doriilcros congruences dovienuent 

P>) 

(Poll 


011 


ou 


A'^ { iiiodii }, A'=h u ''{\ (mod//'), 

(fr;'— “ (mods'), 

("'"‘'if;)' 

Soil A\ iiu uombro eutlor qui salisfasso aux congruences 

(mod/;), (mod/*'). 

Jji In 

Pcs deux congrueucos (o) peuvenl ^tre reinplacdes par los deux congruences 

0 A=A',i^ ("'"‘'y)' 

Done, pour quo IV, soil multiple de R et do R', 11 faut et 11 suffit quo 

e’esL-A-dire qiPilsolt multiple du reseau 


A', 

cc'P 

cTip 


hb‘ 


II. p. - V. 


n 
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Mais la normo do IV, doil &lvQ aussi pclilc quo po'.sible; done ( ' ) 


A'= 




■" c, li, 


TiiilonnME VI. — Le prodiiU des nornies de daux rrseaiix est egal <ui 
produit de leur p, g. e. d, el de lettv p> })• <'• m. 

Eu elTet, on a 

11 = 11 ,, = Ii'=— > '^■ = iT 7 iT;i 

on a done, on inulliplianl, 

jicir (7= />(■//</. 


d’li^oiiiiuE VII. — TouL diviseur coniinnn a daux reseaux (livi\se la nr plus 
arand comniiui diriseur, 

TutontME VIII. — Tout multiple commun d deux vaseaux ast tnul/tple 
de leur p. c. m. 


( ') On pent reinpl.iLCi cc calciil par la clcLcrniiiiiitioii (I’lnu' nuiLrii'O iiiiiiiu)diilitii'(', Idle i|ui' 


a l> o' // 
r <> r' o 


Si. 

G, 11, 

iv' 


() 


// 

■P 


SL 

0,11, 


o 


h 

P 


U 


V 


0 0 a a \ (I a H. 

♦ 

0 0 f f o 


oil G, esL le p, y. e. tl. ile c, c'; p le p. g. c. d. de l>, //; ct H, Ic p. fj, o. d. di: fi I't 
Les no ml) res «, <x\ cl n', iv' sont ddlerniiiKis par '* 



or s- a’ a' — G, 


fl . , «' c P , . , , , 


U et V soul des matrices d’ordre 2 , i termes entiers, (pi’il n’csl pas hosoiii de (leti'i'iniiier |MMir 
la bolulion dll proi)16me. 

Lc p. g. c. (I. ct Ic p, p. c. in. sont rcspccUvomcnt les matrices 


«« H- ft' a' 15, 
G, 0 


a If 

a 0 


ilL 

C. 15, 


If' 


A' 

rc' p 
(,,I5, 


hit' 

J 


On on ddluit irnmcdialemciit le Uidorfemc VI our la pvopridtii des norines, oit tics dutermitninlH 

- ,, cn'P bif' , ,, , 


\Voir d’adleurs ci-dcssous (p, i3i) la notation nouvcltc el la rcmarfiuc 11 {p. i.I.l)]. Voir luisHi 
la Note gindralc [Calcid du p. g. c. d. {?i droito) et dti p, p, c. rn. (Ji gauclic) do doux inairircH|. 
(p. 182 ). (A. C.) 
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II sill'd I, (I’unoiKJor <!(!'> dmix rosnllnls pour (piC I’oii saisissc imnicdialGnionl 
lour (''viiloucc. 


Drjinitions. - ()a appollo r<‘!ioau premier, uu rdscau donl la ixornie csl iin 
uoiuhvu pri’iuitir, rexnui sfcoml, nu n'soau doiiL la noniio osl line puissance 
il’iin ixiinliro proiiihU'. 


'riH'‘.oi{i';MK IX. - If/i reseuu qiielconque pent (Hre considerc coniine le 
f). j). c. in. (Pun ('crldin nombre da ri'.s-ean.r xcconds. premiers enlre eux. 

.Soil . I’ll (iH'ot, 


la uorino dii riisoan donud ddcoinposdo cn faolcui’s premiers. 

('e rdsonu a un dlvisoiir do nonno 
Soil, on oH’ol, 

I p^' (j'^' ri' 0 _ ’ 

on piniL loujnur.s cliolsir d do Udlo faeon cpio 

<nf\^'r('z~. A ( mod y/C' 

{‘L par oon.si'ijuonl quo lo i’('j.soau 

_ (' a «■ 

® 1 /)«' o » 

diviso H. 

Lo rdsoun !’« ({ui dlvlso R a pour nonno />*; on Lrouvorail <lo indmo dos 
rdsoaux Q(j, Ry, divi.simt. U ol ayanL pour norine 7!^ el m. 

Done R osl imilliplo do 

II ::r. p. |». fi. 111 . d(! I’ai Qfi) I'y* 


Mais P«, Q(i, Jly, dltuil premiers deux i\ deux, on a 

nonmi 11 norma I'aX nonno Qpx nonno Hy™ normcR. 


Done 


H II. 


Notation iwunllo. — Gonsldiirons lo sysUino dos poinls doiU les cooi- 
doimdos sonl. ddllulo.s par liss dqualion.s 

Mil H- «5 nii v-i /«3 -1- «i 
r=:j 3 ,/ni i Pi/ni-l' 

on los a ol los (3 .sonl dos quanlilds donndos ol los m dos varlalxlos qul peuvcnl 
proudro loulos los valours onlidrcs poslllvos ou ndga lives. 
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l3^ 

Si I os a (sL los (3 onL uiio coiniminfl inesure, (’o sysliino do poiiils ost uii 
roseaii; uons le I’eprtJsonleroiis par la iioliuioii 

raj aj «! Vil 

Lfii 1 - [V’ 

Par o\omplo, lo p. g. c. d. do 


n />n 

\<t' h'' 


' <r 


sera 

' ft h n' //' 

_ f ,/ <i’ <r 

TiiRoitfiMK X. — [al nor me do 

>1 ttj «i1 

[^1 [^.1 

(ist le p, g, c, d, das nor me s do. 



' y\ y 1 

O’! « 1 ’ 

[p. pJ’ 

[P. P.i. ’ 

P^ P. 


Eu ellot, soil 0 la plus grando commune niosnre do 

ph p., P.: 

ot 

(3| -- X,0, ^gO, [3,1 

Soil fj) la plus grande comnuiuo mosure do 

«t — aj), 1, «! /. I — «|X| , it;i /-> 

TjCS nombres X), Ay, A;t seroiiL dos ontlors premiers eulro eu\; il exisle done 
Lrois nombres pi, p.g, p., tels quo 

pa^a-l- [J iX'i'= I. 

Posons ninintcnanl 

1 mi = |j,M| I- n -i-NaXrt-l NiXj, 
mo— p-jMrl- NaXi-i- o --NiXt, 

/«.,=: p.i Ml— N, Xo-— No ).i H o ; 

u LoiiL s;ysl(imo do valeurs onlicres do M|, Nt, Ny, Nj correspond un syslcmu 
do valeurs onUdros do mi, my, m's] do m6nio on peul, ehoisir uii sjsUbne <lo 
valours cnLic^rcs do Mi; N|, Ny, Ny lol quo m-i, Wy, niw pronnciU des valours 
onti6ros quclcou([ues. 



HKSKAUX LT I'ORMES QUADRATIQUES RINAIRES. lJ 3 

Car las (kUonninanls doni, lo comploxo (>) csl rcpr^sonld par 

|■<•l n >. I 1, 

Xi <» —X, 

[j I — Xi - X) 0 

soul protnior.s (iiitrts ciix, piiisrju’il (3sl aisi do voir quo ceux quo I’on obtieiiL on 
htippilinanl la duiixicnio, In Lrolsiftiiic ol la qualriumc colouuc sont <Jgaux vos- 
pnclivuiuoiU a )'i) ?i'!, X.i. 

Doiio ((! rt^s(5nii proposed csl ocpitvalonl a celui qii’on on d^duit par la subsll- 
hilion (a) ol {[ui ,s’(''orit 


^\l>\ I y t\) \ -O'//,) ajX|— KiXi >2 I ““ 7 1 X.j 1 

.[b|Ji : lbX,-p,X.J 

on 

I »i [J 1 -1- «j p j -j (y|ij| — c^aX) i^iXi— aiXi ajX.i — (V|Xa‘| 

L *5 0 () J * 

qui osL (Widoniinonl dqiiivnlonl i\ 

’«lPi i S'jiAi 6 i 1 

S <> ! 


c’ost-A-diro (jiio la norino dn rtbsoau proposti csl 6gole a 3o,j qui cst la plus 
grand 0 oommimo mesuro do ( '^) 


ou do 


(a, Xj— o<.,X) )o, (ajX'i -a, 1 X 2 ) 0 , (aiX,i— ajXi )§ 


ai[b -J<2[b, c^2[Xr“ c/,i[l, i'lp.i— a^ipi. 


Hemavijua L — lio mfiinc raisonnoinoiu s’appliquo dans lo ens do qualro 
variable},. 

120 uormo <ln rtVsnau 

«i ai ai ai 

fb [b [b. 

o.sl a tors la plus grande commune mesuro do 

ai (22 "" ib [Xi "■ (b O'.!) '5'iib — \H^\i 

« 2 lXr- [b«,h [b -- [b^i, (Xi [n — [bi'v- 

Ilafnanjuc. II. — Cello mcHhodo poiU sorvir a la reclicrclio du p. g. c. d. do 
doux rdscaiix, 


(') On {limit (in in'6f6ronco, acluellcmcnt, lea mmeurs, (rorclrc 3, de ia malrico.... (A. C.) 
(*) (1011(3 (liittioaslmliou pout dgalcmcnL tiU’C simpUficc pnr la mclhotle csquisscc ci-dcssus on 
m»to (p. i3o) ( 5 t gi'iiuJraliadc clans la Nolc gdndrak {Sui' las re&caux d'un espace u n dimon- 
ijOHs). {A. 0.) 


RLSCAUX ET lORMES QUADHA'I IQUFS BINAIRtS. 


MoLiitioii numudh {‘). — Los j)oinls doiil k‘s cooi'tloiini'u.s soul onlioro.s ol 
salibfuiil i'l la conijniencc 

//.< \ l)\ .-o 

oil h cl c soul onliors, lornioiU iiii i-^soau. 

Ell t'llbl, on pc 111 siijiposor oL b premiers ('ulrc eux, ('iir, s’ii.s no IN'' la ion I 
pas, soil I) lop. g. 0 . (1. lie do b el de o, soil 1)^ le p. g. o. d. do pj cl 
on pourrail romplncor la congrueneo (i.‘>) par 



Or, <( 01 b iHaiil premiors eulrc oiix, soil o lo p. g. c. d. do d (U do o, on dnil 


avoir 

1 - n ( inodi^). (Ml 

1 -- dm . 

ll vicul alor.s 

'' .r 1 - b/ji - o ( iiiimI 

:■)> 

'> \ 


d’oi'i, si A* ost le iiombro do.s iionibre.s proinicrs 

avoe -g ol pUi.s pc ills quo Ini 

1 ' 0 ( 

111(1(1 ^ ^ > 

Oil 


r 

r, fl. 

0 


Eos poinls on quoslion form out clono lo rbseaii 


" / c A ^ ' 

f* 

- - A ( IM 

•k 


0 


1. 



d’ou I’on c Olid III aisbmciil quo ; 


TufjoRKMis XI. — La novme du resaau dnjlni par la coiii(VueJU'(i (in), ou a 
et b sont premiers enlre euj}^ es(. dgalo a c. 


(‘) Cc n’eai jias, }i proproinenl pnrlcr, uiic nolatioii noiivclli!, mois pliiiiH IVtiuli* do viJacanx 
parliciiliers, (iii’on pciii I’nrnrLiiri.scr [coitimo il a dti’nlii, p. it 8, nolo (“)J, par la ronilillim 
qiic la malvicc dc hnsc ail iiii dr sea invariant ariUim<lli(|(ics I'Hnl h t, ro ipti <<sl i'*(jiuvuIoiiL ii 
ofi quo scs tennes a, p, y» Ssoicnl premiers ciUrc ciix. (Voir Ic tln'ioriirni! MI, oi-ilossmis cl la 
Note sur sn tliJinonstrnlion). (A. 0.) 




KKSi.AUX rr FORMCS QUADRA'IIQUES RINAIRES. 


Hj 


'rnKiiuKMK \1I, -- I*o(ir (f{C UR vcseau 

1 7 '» 

f)(U\sc. litre vepresiinUi par nne congruence telle <jue ( i5), il faut et il sujjit 
(fue O', [i, Y nombres e/itiors premiers entre eux, 


1*41 olVol, hi n’vsfiim ihUiul put’ In (lonj^ruoncn (if)) s’^crivanl 


jo (lis tl’fihoi’d f[uo 

( 

soul premiers cnlre oux. 
1*41 (idol, : 


h 


(?) 


/-I 


1 *’ ( 5 , (f el {) sduL pvoniiors onLrc oux, f:nr toiU nombro qiu diviserniL 3 oL b 
(livisorait a (il. (pii sonL prom tors enLro oux. 

f], ^ ol sniiL [iromiers onlro cux, parcG qiui -g- ct c sont premiers eiUro 

onx. 


J)()no los nombres (lO) soul premiers cnlre eux. 

.bi (lis r(h)lpro(j[ucmenL ([no, si o', (3 oly soul premiers eiilre eux, le riisenu 


9 

V 


poul (Hrc roprthsonl(i par uue conj^amonce telle quo (i5). 

Soionl on od'ot A li' p. e. d. do e ol do p el^ ol n deux nombres lels qne 


-I \f(] = A. 



(I’on 






A. 


^ Cl I Alnnl premiers onlro ciiXj nuns choisirons I do lolle fnron que soil im 
uombrii premier plus grand que A, ce qni esi Loujonrs possible, ainsi quo 
f.ojonno-DirichlcL (' ) I'a dtimonlrii, puisque ^ el sonl premiers cnlre eux. 


(') 11 H’agit (l()lV,xl 3 lcncc d’uiKi infiiiiliS do nombres premiers dans Louie progression arilbmd- 
liquo, donl lu raison rsl premiere avee im des Lcrines, ct, par suite, avoc Lous les autres. II a 
6 l 6 dimonlrfi par Lojcunc-Oirioblel, an nioycn dc prociidds Iraiisccndanls cl tt ne scmblc pas 



RFIsI-.AUX ft FORMI.S QUADRA'l IQUl.S IllNAlRVS. 


>■]() 

Piiij,f|uc Y Cl ;i soul premiers iivcc A, il eii .sera de memo <k! -jee 
(jcla jJosik iiMillipIioiis les iloux (*(jualion.s 

.r ^ O' m -h (iw, 

.) -- V »> 

res pt'c live men L pur 

-- Y^i ri (75 i-! 

cl ftjotiloiLs ; il viendra 

( 1 - [:ifn ); — v?i I - 1 h 

iVon 

(17) P'Hi '> I Yfi I '""d [k' I- 

Done Ic rescan ropresciil <5 par la coiif;rn('nce (17) divi.se le r<^(!nii donne; 
inais ils oiil nidino iiorme j 3 Y, puisquo cf^\ el yi^i premiers (jiilre eux. 

Done ils sonL d(|iiivaIenLs. 

Cojtoi.i.AiUK. — Pour (ju'iui rescan 

' c/ N 

Y 

puissc fifre rcprcsnita par luia congruence idle (pic (iS). il fa ul cl il >'7/^/7 
(pic £/, ( 3 , y, f) soient das nonibrcs entiers premiers entre cux, 

Tni!:oai:MR XIJI. - Pour (pdim rdwau 

o.v Iff o (modr^ 

soil dicisihlc par le r(\seau 

o' :e h' ) - (» (iiiriil 

il faiit at il sujjit <pie 

oh' hit ~ - V (» { mod o' ). 

i" Jo dis quo ces condilioiis .sonl sujjisantcs, Siip|)o.s()ns (|u’ellos soi(jnl 
remplio.s; je vais I’nlrc voir quts dciix noinhres .r el ) qiii salisfoiU a la premiere 
congruence salisfonl ('galomcul h Ja seeonde, 

qu'oii cn cfuimUssi* ciinorc dc dcinon.slriilion iliinciUairc (saiif nj la jirofiruhaioii 11 uii icrmc 
('fial lY I )• 

Il no 8cml)lo pas qii’il soil iulcnssnirc irulllleftr cn thcon'iinc pour iuMir (mmic iSmivalcni r. 
I<;i) iniilltpliaiil lu miili'icc cotisiddrcn, li droilu nl It gauclin, piir dns iiiuln'cos imiaioduliiiirs, on 
pcTil la rnmplaccr par uttc inalrice {urilliniAluiuoincnt 6qiiivnIrtUo) doiiL an dcs Icrmos rsL In 
Pr g. c, (I. <lo8 termes a, p, 7, 0 ilc lu mnlricc prittiilivc. Si co p. g. r. d. os I r, on pniit. rnsuilt! 
aiimdor Irs Icrtnps do la naJioc ligne ct do lu nnlmc coloniu*. Cn proriidt*, appliculdf' lY unn 
malricc carroc, d’ordre queiooiif|uc, esl dt'i tY 11 . J. S. Smith, Phil. Trans. Ao/u/oh, 1. 1 . 51 , iKdt. 
{Voir A, CiiATEr.RT, Acs ^roupos abdlicns /inis^ ir" 1(1 (i 22 , p, 37). Ccci pcrmnl uussi >le 
simpUlicr Ics domonstralions des llu'ortiinns XIU cl XIV- {A. (!.) 



RLSI'AUX l.r I'OKMtS QIJADHA I'lqULS, IllNAiUEb, 

Oil a 

hy) h' ~ ) h — h’ a\ 

( h'[tix I />J ; //j ) “ ,r(//a -- a'/;). 

Or, par Iiypotliabo, 

<i<i' I l\} d' !> — //a . - (» ( 11)0(1 i: ), 


Dime o' (livi.si; 


d^n' \ ) i>i ,i ~y h' ) )\ 

ol, jniibijiii! <t (‘I h soul promiors eiiln* eux, il divisc -h //j . 


I '5; 


Jo (Ms (jiio cos eimdiliims soiU nrcyasdivcs. Si la soeoiul ri^soaii diviso lo 
prciulor, )a iioi'iiio dii si'eond rdsi'au doit divisor eidlo da pi’(3mior, c’(3Sl-a-dirG 
1(110 

f , {) ( 1110(1 (•' ). 

Do pi Its, soionl, X ol .j'' !os (Miordonuiii’s d’aii poinl da jironuor rdseaii (pii 
apjiarlioiil , jiar liypotJu^so, d^^alomonl au second; on aura 

r/.r t /p fi'.f -() ( 11)0(1 f/). 

Or, on poll I ehoisir :v ot y do tollo fa(;on quo cos deux ncmibros soient pre- 
mie rs oiilro tmx {mir la ddnionstraliou dit llii^orenio XII), 
bil, d’aprds los iWjnalion.s (iH), on a 

^ [ d' h - h' d) ,i'{d'h — !/ d ) o (mode') 

on, piiisipit! ,r oL j' sonl [iroinirrs onlro eiix, 

(t' h h' d o (^11)0(1 i;'). 


Oouoin, viiiK 1. — l^onr (juo (Unix rrndaux 

dX -I- hy . o ( mod r ), 
d'.x-y/>'f o (mode') 

aatonl, ('uiuivalonls^ il fdut et ilm£it (fuo 

r f', ah’ - - ha' o (mode). 


CoROixAniK II. Uii vaseau 

ax ! hj o (mode*) 

ii'a Juiiuiis ((u'un ,s/ 2 ul diviscav ayani pour norme uii dmseur donn6 de c, 
par aivamplfi, 
ir. p, — V. 
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RESEAUX tT FORMES QUADRATIQUES BINAIRLS, 


En ejj'et, soil 


JU.’ H- {ij ^ () ( mod '{) 


I in dii'iseur de c ay ant pour nor me y; on doit aroir 

a'^ — yh^o (mody), 

rj list-ii-dire quo le reseau diviseur est equivalent d 

ax -H 6 ^' == o ( mod y ). 

Remarque, • — Go corollaire uo serai L plus vral clans le cas ou le rdseau 
donac ne pourrait elre reprcsenl(5 par uno congruence lelle cjue ( i5). 


TtiConiiME XIV. “ Les deux r^seaux 



ax by 0 

(mod 6 ‘), 


rt'j; ■+• b'} =3 0 

( mod c') 

out poiirp. g, c, d, ('■) 

oil y esl le p. g, c, d, de 

ax -h by 

(mndy), 


c, c', ah' — ba\ 


En elTet, le p. g, c. d, clierclio divisant 

a V by ~ 0 ( mod c ) 

pout so metlre sous la forme 

ax -i- bj so ( mod y'), 

Oil y' divise c. 

Et pour qu’iin pared rj^seau diviso 

a X -y b' Y Hs 0 ( mod c) 

Ct 

ax bj sso ( mod c), 

il faut CL il siiffil quo 

0 s 0 s= ah ' — ba' ^ o ( mod y'), 

c’esL-a-dire que la plus grande valeur quo Ton puisse donuer a y' est Ic 
p- g. c, d. de 

c, c', ab'~ ba'. 


(') Equation cqiiivalentc 

a' X b' y s 0 

en raison du choi\ do y, (A. C,) 


(mod y), 



Ki:SEAUX LT FORMES QUADRAT IQULS RINAIRES. 


l3() 


DEUXIEME PARTIE. 


Representation des nombres complexes par des points. 


( )n pciiL suppose!' qiic 
l«i uombro complext! 


lo point douL les coordonn6os sunl x oty represenUi 

.r + ,r 


cello I'opresontdlion ost nimlogiio u cello du norabro iinaginaire x y \/ — i . 
On stiil quo, dnns oo ctis, on nommo module argument do x-\~y\l~i 
los qinmliies 

anuf^y 


Par analogic, 
quail lite.s 


nous noniinorons module oL avgi^ment (Us x-yy\J\y les 


^.,;2 ^. 2 ]) - . ...■ I tllT . jg ^- \/ D . 

^/zrp 


Si I) osl n6^atij\ cos quanLiLds sonl toujours r6ollos cl Icur signification 
g6oineirl(pio os I facile it Lrouvor. 

fai modulo osL (si ^ ol •/) soul les coord oim6cs couranles) lo rapport du rayon 
vocleiir qiii va do I’origiuo an point (.r, j) an segment de lor mind sur co rayon 
par Pcllipso 

= 1. 

Ij’argTimcnl csl lo double do Tairc comprise ontro co rayon voclour, cello 
ellipse oL I’axo des x. 

Si 0 {Jig- i) CM Pnriginc, ()A el Oil les axes, G' le point j), ABD 
I’oUipse 

52-^1) = I, 

on a 

mod (.1 = , iirg (1 = a X aii’c ODA. 


Supposous mninlonaiiL quo D soil positif; Ic module no sera rdel quo si 


— j > 0 . 



R^SEAUX ET FORMES QUADRATIQUES BINAIRES, 


i/io 

II sora niors ogal an rapport du vectouv OC an segment determine snr cc 
vGClcur par I’hyporbole 

5- — U = I • 

Si .r- — le module sera imaginaire et cgal a \/ — i multiplid par 



le rapport du vocteur OG an segment d(^tci’miri6 sur co veclour par I’hyperijolo 

•a'D = — I- 

Soil X I'argumcnt; on aura 

! — jj I 

on, posant “^/+D = 7??, 


on 



Si m ost cotnpris cntre — i ct +i, X a une valour rdello A et imo infinite 
do valours imnginairos 

A -f- \J — I (/i ciuier pusitif on ncgntif); 

on convicndra do donnor a X la valour rdello qiiand x sera positif et la valour 


V/— I 


VJM I) 


I -h in 

3 

I — m 


r I / . . \ i A u \ I 


quand ce sora ndgatif. 

La valour do A est positive ou negative solon que m oncost positif ou 
ndgntif. Elio est encore tigalo au double do I’aire comprise cntre I’axe des a?, 
lo rajon vcctour OG ctriiyporbole — yj*D = i. 



Hi;SEAUX UT FORMES QUADRATIQUES DINAIRES. 

Si ni ii’ojjl pas (:oin[)i’is (iiilru ~ i ol -h i, c’cst-a-dirc si 


X osl {^^al A 


A 


‘> 4 I ;; \f^\ 


v'l) 


oi'i A (>sl 1 ‘disl, /t’ (MUior, posillfuu ii^gaLiC. 
On ct)iivi( 3 mlni (1<! clioi.sir la valour 




(juajvd ) sura posilif ol la valour 




1 ) 


(juaud ;)' .sera m'lgallf. 


i 4 [ 


liO uiodiilo d’uu pi’oduil osl, le produil dos modulos des faclcurs. 
L’argumoul d’un proiluit osL la sommo des arguments des faclcurs, 
Mu (drct, soil 


(,r H-.r /D) (.ri-l f, \/l0 “ "i- ' 


on a 


I .r,/*i l> -I- v^l) ( xfi -t- j'.r, ) I 


.uri’L'T ■' — - — 


\/^l) 


^ .r.r,-hj> 7 i]) I) 


d'ou 

Soil do indmo 









arK(./‘ 1' r/h) s=~pL:=(l/, arK(.riH-ji v/])) = 

d- - IJ 

d’ou 


.ri 

d'ou 

.n it! 



.ru/=Tfrv/=T> 


d'ofi 

' ■ .* 



0 4- t}/l -f- 


Cello d^monstrnlion, on ?n osl onlicr, posilif ou ndgalif, s’dlond an cas 



riSi'AUX ki roRAfrs quadra'MquI'.s rinaires. 


oi'i I) csl posilif, ol. il csl lucilo do voir quo, si I'oii s’oii lloni «ux ctmv(*iilious 
failes priicodoniiiiciiL, ///- o.sl loujoiirs of^al u o, a '> on u — ■> ('). 

'PiiKoiiuMH XV. — 'I'ous lax iwn}hras cntiers complexes donl Ic modulo 
csL a gal a i soiit lex [misxances pox dices ol nogafis'os d'un memo uond)ro 
iniiier complexe, 

lilii olVol, soioiil A ot li (loiix luuuhros (‘ulicrs compluxos (-) ilo module i ; 
lo iU)mJ)ro comploxo 

A'" li", 

ou m ol « soul dcs ciiliors posillis ol n6|^alifs, osl culior et d(! modulo t . 
L’arfjumoul do A'" 11" o.sl (igul a 

m arj,' A -e n ar},' M. 

Si Io.s lu’giiinouls do A ol do H idavaionl pus do oominiiiio mosiiro, oollo 
o.xpro.ssiou jiourrail prendre loulos Ics valours po.ssihlcs (■'), t;’(t.sl-u-diro (jue 
Ions los poinl.s do l’liyporl)olo 

.r- — 1 ’ “ I 

ropr(isOnU!raicul dos iioml)ros compli'xos onliers, ce c/ui csl ahsurdo. Done oes 
<loiix argumonls out iiiio commnno inosuro, cl I'cxpre.ssiou 

//MirgA I /no‘}'IJ 

pout (Hro (';gal(5o a loirs lo.s mulliplos jiosilifs cl m^galif.s d(< oolU! oommiim* 
mosiiro. 


(') I’l's iinlioii'. (Ic module (U d'iii’aumcul, iiispinW-H par la llii'(uif! dcs noitihrcs iniiifiinaii'CH, 
lie scmblnU lias Uts iiLilcs pour lus nilsouiicinciim <|io siiivriil. Idles ur ])araiHsriil pas avoir 
rK; otnployt'cs ilcpuis par Ics aritlimdliririis. (A. 0.) 

(’) II H(}iiil)lc (pic, ]Mr nombres ciUiri's (!Oiiiple\cs, II. ronirarc^ drsijiae Irs mMiilires ,1c la fonur 
n-\ h\il) (o, /Muilicrs riuiouncls). 

On salt ((tie, dims Ir rus d« li, congru Ii i, mod 0, on (!Sl amciu', ronsidi^rcr iiiissi coiuini* 
callers, Ions Irs tioinbrcH 

ft -I- i — LLL (a b ruliers ralioniicls), 

a a ’ 

(^csl ninsi que pour 1) - .5, ions Ics nomlm's enlier.s complexes, de imulule \ siml (buinc.s par 
la formulo ^ ^ . (A. C.) 

(^) II boniblc (]ii’il faiiL cnle.ndiT, uii |j(!U dc (( Ionics lc.s.,. absiirdo », « dcs vabmrs d'un 
ensemble dense sur I'liyperbole a ;’ — cc qui cxl ahsurdo (la dislance do deux points 
enliers nc pouvaul (Hrc influimciiL pelilc) ». Ainsi modini’o, I'ainrinalioa osl cxaclc, nuns rciie 
pciil ulrc iiisiiflisammcnl prouviic. Idle njsnltc, soil dc In linbu'ie dcs fractions conlinues, soil 
d’uii raisonneinent clusaiquc, mala nssc/, subtil de T.cjcuiie-Dirirjlilet. { I7«>, par exemple, 
J. A. SrauiET, Algiibre siijydneure^ Section 1-12, .3“ ddit. et .suiv.). (A. (I.) 




RtSEAUX ET FORMES QUADUATIQOES DINAIRES. 1^3 

SI A osl cului (los noinht'Gs oiulers complexes do modulo i clonl I’arg union t 
tisl posilJl oL lo plus poLil ])OSsil>lo, son nrgumeiiL est colic comimme mesure, 
do sorlo (}in! I’Hrguinoul do H csl iin m'uliiple de celui do A, cl 13, qui est nn 
iiombro onlicr complcMs (luelconquc do modulo i, est uno puissanee posilive 
oil iH^gutivo do A (' ). 

iVolution nonvelle, — Soieni 

A I -h b\ \/l ), 

A > — (li hi 

'\ I = I 1 

\ 1 = (/•, 1 h\ \/|), 

lino sorio do noinbros coiuplcxos; nous roprdsenloi'ons le riiseau 

'«| <7.! 0| (t\~ 

hi hi h\ h\ _ 

par la nolalion 

A I «?( *4- Ao/»j 'l- A I ///'I-!- A I //It. 

Si I’oii a alors (par oxcniplo) 

r. = /• H- d \J\), 

le rescan 

(’. (Ai//ii-f- A>mi t- Aj///i-h At //It) 

n’est an Ire ((uo le resoau qiii, avee le.s ancieimes nolalions, s'L^criralt 

//((■j -i- !}//(// c/id-hl^hid 0)C -h l^h^d Gic -f- l^h\d 
//) // -i- />( V <t>d -h hi V (i.\ d -I- h 1 0 ii\d'\-h\i' 


PaoiiJ.i':.MK I. — Quallc est la norme da reseau 

A| //ii -h An nil, 


od A I (it Aa sont deux nonibres complexes dorit les modules el les arguments 
sont raspeclivement pi et pa, fi et (p.j? 

(IcLIc normo csl (Widomincnl Agalo 6 


v/-IJ 


pi ps bin 


[t/— ¥2)1' 


{') Cello conslriicLion ties cnlici's complexos, ou ties solutions tic fitjualion tie Peil-Fermat, 
imruit incomplete. Kilo n'en pvoiivc pas rcxislence, mais soulemenl la propriitd tic leiir groupe 
(s'il ex isle), d’lJlrc cycliqne, (A. C. ) 



RESEAUX ET FORMES QUADRATIQUES BINAtRES. 


Ml 

n. — • Trom'er les trois coejjicietils de ia forme quadralique 
normo ( A i /Hi + A 2 ///>)• 

vSoil 

iinniic ( \i //?) + Aj //I 2 I = am] -h *.> ////ii ///j end , , 

oil aurn evldeumienL 


a = p?, f = pi, 

A ~ Pi P2 r ' 'r'i 


Representation des nombres complexes par des series. 


Soil y. un noinbro complexe fraclionjiairo (*) doiiL 1<5 diiioininaleui* csl plus 
grand que 2 cL qui ne peiU, par consequent, satis fa ire a 11 nc dqualion do la 
forme 

( 'I ' ) + A ■4- A 4. . , . a , a 4 - A n = (), 

ou les A soul enliers. 

Soil le rescan 

/lo 4 - y//i 4 - x-//2-r . . .-H n„i-\ y'" /i,„. 


oil «u, iHf • ■ • } fi-m sont les inddtcrniin(ies (-), otquine pent 6Lre (i(|uivalunL 
an r6seau Rm^i, sans quoi ime dquation do la forme (i}/) sc Lroiivorait satisfailc. 
Soil 


M 


tn — 


C,a 1 ) 


1 “ On pent prendre m assez grand pour que b,nC„i soil aiissi petit que 
Ton vent. 


(') II s’agit loujoiirs tl’iin nombi'e quadra tique, ). 4 - [i \/d, 011 X pt [j hont clcs nomiii'Ch niUoiiuds, 
de plus petit denomuiateiir cuninmn supdrieur ii a fqu’oii pourrait irieme suppoaer egnl ii a, 
lorsque D n’esl pas coiigru ii i, mod 4 ). Pour (5 Ire coii forme aii\ nolatioii', prdcedcnles, il aura it 
etc preferable dc ddsigner le nombre complexe par A, an lieu de a el les coclficicnls ctKiers de 
I’^quation par a„ au lieu de A,. (A fi.) 

(-) Liie des uidilenninees entieres, Eu posaiit 

K‘=X.4-|x,i/t) (X„ p. fractious), 

la in a trice It,,, esl la rnatrice carrde r 6 diiitc, ddduite, par equivalence, de la malricc de doux ligucs 
et ni 4-1 colonnes 


ll'J ! II|u II X S (S unimodulnirc,). 


(A. C.) 



RESEAUX ET FORMES QUADRATIQUES BINAIRES. 


14 ^ 

En ell'et, 1\,„ divisanl on a (^) 

^m—l C;h— t ^0 ( lUod btn^m ) 

Gomme d'aillenrs R,„ et K,n_t ne sont pas (iqulvalenls, on a 

bm C/)i 1 f' m~ I C>U C„i ^ ^ l 

Oil enfiii 

^7)1^ 


indgnlile donL le second membi’O pent ^videininenl devenir plus pelit que 
louLe qiianlitii donn^e. 

a" On pent prendre m assez grand pour que c,n soil aussl pelil que Ton veul. 
En clIeL, on a 6videmment 

Done, si Cm ne pouvait pas devenir plus petil que Louie quaiiliti* donni^e, 
on aiirait, a parlir d'une certaine valour de m, 

7 ” ^ni ~ — ^hn-\ 2 = • • • 


Or, le r6seau R,,,.,,! 


peuL s’^crire 


Urn b 
Cm i) 


tn 


4- c«,|aD 
flm}^ 4- ('m A 


SI 


a = X 4- ,u 


bm A 
b/iilJ . 


Done on a 


o (mod c„,+i) 


Done, si Cm ne pouvait pas devenir plus pelit que y, on aurail 
Cm ^ 0 ( mod y ), bm tji ^ o ( mod y ), 


d’oi'i 


b in Cl 



on 


Y- 

— I 
u 


cc qui est impossible, puisque bmCm pent devenir plus petit que toute quanlite 
donn^e. 


3“ On pout toujours prendre m assez grand pour que I’^qui distance des 
parallfiles mendes par chacun des points du rdseau R,,, a la droite ax -f- = e 


(') II faut entendre quo la fraction produit par un entier dc la fiMction 

[ Voir p. 127, note (*)]. (A, C. ) 

H. P. — V. >9 
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RI^SEAUX ET FORMES QUADRATIQUES BlNAIRES. 


soil nussi pelile que Ton veiU, En eirot, si ^ est incommftnsuvnblc, ceUo 6{nn- 
distanco eslnulle (*); il suffit done d’envisagef le cas ou ei j3 soaL com mens u- 
rabies. Soil — J — ? I’dquidislanco chcrchde pour lo r6seoii 

L ^*»i U ff m P ^in p j ' 

V sera la plus grande commune mosurc des qualre quanlil(js 

el 

( «x -t- Pii) ( «fi. n + p?. ) c,„ , 

de sorte que 

a Om 4- P^w £=- o ( mod y), 

ul/,n^o (mod y), 

(«X -H Pp) E3 0 ( mod, y), 

(a). •+• pp) a„, ( «|j D pX ) c,„ £= o ( mod y ). 

MuUipliani la premifiro congruence par la deuxieinc, la lroisi6mo par la 
quatri^me, il vionl 

O'- «m */M + «p 6 m Om ^ « ( mod Y''^ )> 

(«X -l~ pji.)* a„i b,n (<yX H- Pp ) («|j D pX ) bni c,n ^ o ( mod Y*) ! 

ou, si A el B sont les quoticnls do el (aAH-j3p.)‘J ]jar leur plus grande 
commune mcsnre, 

[«pB — («X -h Pp) (ffjx D H- pX) A] 6,„c,„ct o (mod y*). 

Done, puisquo 6/,, c,„ lend vers z(5ro quand /h lend vors I’infini, le premier 
membre de cetle congruence, et par cons(iquenL Ic module y“. lemlra 6gale- 
ment vers zdro. 


4“ Soil Yhi r^quidistanco des parallilcs monies par chacun des poiuls dii 
riseau Rn, A la droile oca: -p (3y = o. 

On a 


/»i (p) repr^scnlanl ime fonclion discouliniie et loiijours (inie do Soil 


(») 11 n’y a pas, i propremmu parlor iquidislancc ludlc, maia bicn enacnihle dense [ p. t/jj, 
{’)]> ’ 
Nttturellement la lettre « n’a plus la signiricalion ci-dcssus. (A, C.) 
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147 

r„i la plus gi’Hndc valeuv do/m de dis qii’on pouL prendre m assoz grand 
pour que r„i soil aussi pellt qidun voudrii, plus pelil quo e, par cxomple. 

En. oITeL, soil d’abord =: 1 ; f\ no pourra prendro ime valour siip(^rioure 
i E quo pour lui nombre fiui do valours do a savoir — ? par 

oxemple. 

On pout loujours, d’apros ce qu’on vienL do voir, prendro m assez grand 
pour quo 

U’ailleurs, si ^ n’esL 6gal ni a -j ni A ni a on aura 

(i pi P/I 

iloiic 


5" On poiU Loujours cliolsir m nssoz grand pour qii’un point quolcouquc du 
plan soil aussi volsin quo 1’ on voudra d*un point du rdsonii R,„, car la distance 
d’lin point quclc.onqiifi du plan au point lo plus rapproclni du rdscau R„i est an 
plus (igalc d " r„(. 

Done un nombre coniplexo quelconquo oxistani (onlier, fraclionnnire on 
incommonsurable) pout dtro reprdsonld, avoc iino approximation aussi grande 
qn’on voudra, par Foxprossion 

/J □ -t- II \ C/ -f- IliV" • "V" rt/,1 , 


od les n sonl dos nombres entlors simples. 


TiitoniiME XVI. — Si une injlnite de nombres complexes apparlenant d 
un rdseau eiitier sont en progression gdoniMrique et out m6me module^ le 
rapport x de deux quelconques d'entre eux {el en particulier la raison de 
la progression gdomdtrique) sat is fait ci une equation de la forme 

pX I — 0 , 

Oil p est entier. 

En c(rcl, si A est un dos nombres complexes en question, le rdsenu donnd 
est un diviseur du r6senu 

U/,, = (V ( «n «l X 4- Hi a:’ 4- ... 4- Urn ), 




s^HopR:RTy 

P|- 'M'-: pr - 

' • * ' ' M ; 

1 ' li'f 
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quelque qrand quo m. Or, si a no salisfnit pas ui.u (dpiuliun 

,p2 p'l' »|« q s= (I 

^o^.;;ol?solUenael•s), ler<isoni, R,„ (lui'all imu uami.' aussi pctilo quo I'm. 
veut, ce qui est absurde; de plus, 

intul A T = tnuil \ , mod i , y " - i 


TKOISIEME PARTIl'; 


Representation des formes par des rdeoaux. 


Definition. — Nous dirons quo le resoau 

{;c = % in 4- fi « , — 7 


1‘epresente In forme (*) 

w 4- I.)(7«? -I- )-. 


II est evident qu’une forme quolconque 

'jhinn -I- rn^ 

csl aiiisi represeniec pur le rdsoau 

r” /s' 


i/a ' 



TneoREMii: XVII. — Le deterniiiuuil de la forme reprdsetUde par an 
reseau est 6 gal d D multipUe par le car re de la norme de ce resea ii. 


(') Dans eeite troisi6mc Dartie, il. Poincni’6 considfirc dcs foi'iiirH (liiiinirc*) (Iiinclialiqiios), h 
coefficients entiers (iMtiotincIs), doiil le discriminant (qu’ii npjielUs (l(5lcniiiimiU) cat dc In 
forme De^ c'est-Ji-dire eat dfifiiii, an prod nit priSs par le carri'i d’lm on tier. Cc a out done dea 
formes associecs it un mime corps (|tiadraliquc. (A. C.) 

(=) On poiirrnit anssi reprAscnler la forinc 

a ( a/u’ ■+• a bnin -h on ^ ) 


a b 



on 


t \/i) 

I — /D 


a b 

I) 8 


par le risean 


O 8 


X 


m 

n 


f A. r.) 




RESEAUX ET FORMES QUADRATIQUES BINAIRES. 


Eti effot, I’^galiLd 


oniraine 


rroii 


(am -i- [i/iy — U ( Y in ■+-onV==^ am- -f- ^ bm/i ~h cn- 


a = a* — D Y', 
h =. — n yfi, 

c = [i- ~~ DaSj 


1)1 — ao = L')(«8 — 
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Definitions, — On dira que le r<5seau (*) 

Aw H// 

est direclenient semblable au rcseau 

< Aw -4- 

C 6tanl un nonibre coinplexe quelcouque. 

3 “ On dira que le rdseau 

\w 4- Hn 

est 6gal au rcseau 

( A/« 4 - 

si la norme do C est egale a 1 . 

3“ On dira que le rc^seau A est directement similaire au rj^seau B s’il est 
semblable directement a un rdseau G dquivaleut k B (-). 

4® On dira que le rcseau A est sjm^tnque du rcseau 



s’il est ogal au reseau 



(') A ct R sont des noml)res quadratiques 

A - « 4- Y i/D, R = p H- S \/i5 . 

On pent leiu’ iissocier Icurs conjugiies olHenus en rempla^ant par — \/d. La forme repr^- 
sentde par le rescan est Ic prodnit des formes lindaires (i coefficients compie’ves) : 

(A?n 4 - B«)(A’/n 4 - B'n) = (aw-f- p;i)’ — D (y/Ji 4 - S/j.)’, (A, C.) 

(^) L’liquivalence est unc coVneidence, (definition p, rafj) (ou dgalitd des ensembles), I’dgalitd 
dn no 2 est unc dgalitd gdometrique (possibilitd de coincidence, apvds la transformation 
oi-dessous), (A, C.) 




lu'SEAUX 1:T FORMI.S QUADRATIQUES niNAlRIS, 


i5o 

n" Oa (lira quo In ri^soau A. nsL iiivci’sniiiGnL somhlabln au njsoau 

■« P’l 

V « I 

s’il esl clir(3ctomcaL hcmblablo au la^oau 

r . r ^ 

[-Y 

6" On clira quo flcux formes sont scmblahles si nlles son I (l('jriv('(^s (I’uik' 
nuimo priniiLivo (^). 

Remavcjiie, — Ces expressions do simiUluda el (Mcgalitn^ oni primuses j\ la 
G(^om(ilrlo, peuvenL dlonner an jireinior abord; olles so jnstlfiunl loulofoivS si 
I’on re marque quo, si dans In Ira nsforma lion liomogrnphi([uo 

los lrnnsforni(5s do deux in'isoaiix soinhlables ou ('gnux (so Ion los dt^finilions f(ui 
prdcodenl) sent dcs rnseanx pnralMlogrnmuinLlfjuos, g(b)m{ilriquomcnl sem- 
blablos ou egaux. 

De ni^mo nous d irons qiui des triangles foiidamonLaux d (3 deux la^sonux 
sem!)lnl)Ios on rtgatix soul semblahlos ou ('‘gaux, el oelle dcbioniinnlion n’engen- 
drora pas do confusion, pai’oo cjuMl no sera jamais question (jiiiiuj oos (igun^s 
d'6galll(5 ou de similitudn g(V)m(''Lrique. 

H6suUals cUvavx. — Tu's dtdiul Lions (jiii pnkicidenl jiernioLtont db'noueor 
imnuVlinloment les rt'isullnis suivaiils : 

I® Deux rt^soanx c^gnnx ou sym(ilri([ues repn^senlent la m^mo foriiie ou dos 
formes oppost'os. 

Doux laisoaux t'quivnionts veprdsoulenL dos formes (^quivalonlos (^). 

3“ Doux lu^sonux semblahlos roprdseulouL des formes semblables. 

TiifionicAiB XVllI. ■— Una m&mo forma na pent <Ura voprasantaa qua par 
des rdseauoG 6 gaux ou symetriquas. 


(’) Co fjanllflcntir n 1(3 bcns luihiuicl do In Lhoovie dcs fonuoK : il sif^niflo quo Ics cnefn- 
cionls n, b, c sonL pvciniei’s ciilro onx| (in forme csl ifni)i’ 0 |iveninrit priniitive, si a ot o float 
pnirs) {Enr.y, des Sc. Malh., I’idil, fningni8(i, i-iO, a" IH). (A. C.) 

(>) IA>y(«(ja(cace des r^sotuix ot dcs formes pout fttru diirtnie par uiie flultsliluLion imimodu 
Iniro sill' les variables (oniicves) /n, n ou x, done par ini I'uppori itiiiaioduluirc dcs inaU'i'ccs 
[Voir ci-dessus p, laC, iWorimc V ct p, i/jp, note (')]. (A.C), 



R^SEAUX ET FORMES QUAORATIQUES BINAIRES. 

En gHgI, pour quo les rdsenux 

[; y- 1:; J1 

soiont ligaux on symdtriques, il faut el 11 suffil que 

[; y-i; ij’ 


on 


— Dv 5 =: [, 


(jf 


ailisi qu’il ost ais 6 de s'en assurer en sc reporlant a la definilion lie Tegalltd el 
de la syindlrio dcs rdscaux. 

On doit avoir, quels que soienl m et n (^), 

( a ni -h \i n)" — D ( { m ■+■ (in)-=~(Qfi ni 4 - [i, n)’ — •/, ni -t- S, n >- 


ou, en posanl 


d'ou 


y, m + [ji 71 — .r, y, m 4- Oj/i 



y ni H- [i /I ~ j; 4- iJ. ) , ';in -t- S/i = v,r 4- ?) , 


on. a idcnliquement 


d’ou 

(19) 


D(va“ 4- p.) )q 


I, 

Afi. — D vp = o. 

;jL 2 -Dpa=: P. 


n faut faire voir que 


;i. = 4 :Dv, p=dbA' 


En eflTct, des Equations ( 19 ) on tire 


( 20) 
fai) 
(22) 


/. [x =3 D vp , 

A-fJ.- = U® V' p'j 

Div"-. 


(>) Cetle rdciprotiUR peut Atre plus rapidement d6montv6e cn dciivant (dans le corps \/D) 
rcgalile des deux fovmea dccomposccs en f.icleurs [p. i4j. noie 

(Am4- Brt)(A'/n4'B'rt) = (Atm4~B,n)(A',ni4-B*,/i); 


die enli’nlne 

( km 4- B/^) = { A, »i 4 - B, ;i) C, ( A’ »i 4- B' «) = ( k\ m 4 - B', n) C’, CG' = 1 


('/ = 


tie sorte que i 


C = X 4 -vv/d, 





iyf RESEAUX CT PORMtS QUADRATIQUES DlNAlRhS 

l)e ('■»[) ol clfi (:>2) il r{^siillft 

(:?H) I A-— D^v-!, 

oil, puisfjiie A-— Dy2=|, |j^2— D'lvJ, 

i'l/i) |J. “ ± ]) V 

Kemplarniil p pnr sa valeur ( 34 ) dans I’dqualioii (30), il viont, en divisanl 
par Dv, 

X = 1 p. 

CoHOLLviiii;. ~ La forme principale 

nV^— 1 )«- 

nc pent elre representee quo par Viin des r^^seantx: 

■ X dzDv ■ 

V J: X _ ’ 
on 

a2--Dv^=i. 


Dejinitions. — Pour abr^ger le langage dans ce qui va suivrc, nous appellc- 
rons le p d'une forme la racine cnrrde de son determinant divlsd par D. 

Le m el Ic p do la forme 

ax'i ■+■ 2 bxy h- c] - 

seronl respeclivement los p, g. c, d. de 

£7, a flL Uy /j, a. 

Son 0 et sou e seront defiuis par les equations 

P P 

fl =: i- , 6 = -i- . 

m \j 

Le /?, le 7 «., le p, le e el le e d’un rdseau seront le py le m, le p, le c et le s dr 
la forme qu’il reprdsenLe. 

Il esl Evident quo Ic p d’un r^soau u’esl autre chose que sa norme. 

Le r^seau sera dit propre on impropre scion qu’il repri^senlera uno forme 
il(iriv 4 c dhme forme proprement 011 im propromen I primitive, e’est-a-dire selon 
que son m sera ou non’dgal a son p, 011 son e d son t. 

TiifeoatiME XIX. — Pour qii'un reseau donne 

Am -+-13/7 

divise le reseau 

h \/D( Am. -h B/i), 

ilfaut et il suffit'que h soil divisible par Ve du reseau dojine. 



HKSHAUX KT PORMES QUADRAT IQUES BIN AIRES. (j'J 

Imi Iiilol, Sii|i|)(is{ms <|no h* nisiMui Kni -1- \hi. mluil ix sa plus simple expres- 
sion s’l^url vi‘ ( ' ') 


s'ecrll uloi’s 
mi ( ■■ ) 


/f |l ( A 01 H- ll/< l' 

/i \ ti ( 1^./ -I- II ) 0) -t- 

( A ;■ I ) -h A a \/ 1 ) ) in -i- A (i v I > • 


i'mir im’il soil mill (i pie de A/» |- ll/i, 11 fiuil ct 11 sulTil (jUf* ip.s equations 

A Y n — am -t- [j «. 

A a ym, 

0 ^ «mi "h ji/u, 

Afi Y 'at 

tloiinenl [imii' /», a. mi, n\ tins valcui's onlieros, cn qui o.sl 6quivalenl a : 

A a u (nnulv), 

/v 5 — -ill. (I (uiodp) 

1 

(iu ft : 

A afi - A (I' ' A (a- - 1 1 Y" ) <» ‘ Pv 

(Ml, piilstpie /> . (iy <‘1^ q***' P* S* *'■ ^V't 

A |A (I ( nmiJ /< 


mi 


A ti ^ motl 1^* = ^ 


(miiuii.i.aiuk. I^nnr t/u'iin veseau donne 

V m -h P a 


( ' ) l.n forma ropriHcnlro csl 

(am I Dy’ -I-'* 

Cl l.a niutricp do liUHn da ar iv.ieiiu csi 

Ay I) 0 
A a A p 

•a it «uf(U tt’c.v|M'iiucr (|«i! Je (|Uotieiit 

« Ml’' 11 0 11~JL)1 
Y i)(t ^'1 /‘P 11 Py it 

rsl iMic muli'lfict ii levin os cnticra. (A. C.) 

It. P. -- Y. 


(A. n.| 



KKShAUX KT I’ORMKS QUADHATIQUt.S KINAIRRS. 


kAi 

Hiviso l(] rescdii 

(/ H- // ) (jV /// -I' II n 1 , 

ou ! rJ u Hi) Hi onfiri'H^ il fa Hi o! il Hujfit ({uc 

u I) ( nidil ; ) 


'rnrniiRMii \X. ' Pour (/HUifi rrsaau donnr 

A m -I- I ! n 

dtvixe. [pour ana mloar oonvc.ndhlemcnt chotsir dc l) la rAwatt 

■** {S-tn l)/« ), 

oil t cl a Honi rniicn, il faut el il naJ/U qua 

n : 0 ( mod o'). 

Da plus ^ pour a - w', on davra donnav a i unc ralo.iir pairo ou i/npnirr xolon 
quo la I'/'Honu donna asi pro pi 'o on impropro ('). 


ICn ofl'nl, soi(3iU (jiiooh! 


fl’oi'i (••=) 


A •+• V 
M [i, 


^ -I- /i \/ J ) ^ ( A ni H- D n ) 

m ^«yI) -I- -I- q\) [‘'j I -h 



Ijfls corulUians do divisibiliid .sont ulor.s qius los (iquaLlous 

Il Y i > '“I- =.2 1/ t)i -I- [i n , 


u 7 



Y o ) . 


uf, = Y/»i 


P) f.es notions <Ic ro'^oimv (ct do forfnos propno cl impropro ho siinpliflcnt rjimnd on consi* 
fi6rc lo norps qnndratiqiici \/l), oi le <Iomnine (i’iim^gritd do toiisaes ciUiors (c(iniplG.\ca).(A. O.d 

(^) Il siiffit eiicovo d'evpriiiior quo lo qiiolIoiiL 


1 “ ^ir’x 

• 3 - '1 Y«J^ 

H 

t 

«a(i H- Py 1 


J1 Y 0 II 

/ 

OLU -1- Y - 

f3w 

Py 




081 line matrico ft tormcs onticra, 




RESEAUX ET FORMES QUADRATIQUES BlNAtRES. l5i 

(loiinnnl, pour »?, fi, «i dos VRloiirs onltcros, c’csi-a-dire quo !’on ail 

u\i‘ -- 0 (mod Py). 

n(<y' — n Y" ) ' ^ Py )■ 

II nsl (dair ipio ces condl Lions souL rom plies, soil pour Louies Ics valeurs 
paircs, soil pour louln.s las valours impairos do loulas los fois quo Ton a 
If p" — ') u «p : u{ai — Dy" ) =?:- n ( mod pY ) 

on, puisqiio m osl lo j). o. d. do p-, a- — ol quo r = j 
touU's los fois quo 

« --- o ( moil ) 

Snpposons qu(i I’ou fasso 

>/ = f. 

Si In I’dsonu osl. proprc!, e “ s ol 

ro^p 0 < moil Py ), 

d’ou 

/pY-“-(> (niodapy), 

/ j: t) ( mod'J ). 

Si ail conlrniro lo rdsoaii osl impropro, on n 6> = done u n’oslpas divisible 
)»ar e; done on n’a pas 

o (modpy)} 

Ol I’on ida pa.s non plus, par consdqiunil, 

f --- n (niod'^V 

{’.o HOLLA IRK. ““ Pour cju' uii rascdu 

A m -H B n 

.mi(. impropre^ ilfaitl at il siiffil cjiiHl eosiste un reseau 

^ -h u /D ^ ( A m H- B n ) 

ffiii .wit an de xes malliplea nt oh n ost un noinbve entiei\ pendant que t esl 
an nojnbre entier impair. 

^riiftonbiMK XX,T. — Pour cjuhiu reseau entier (c< -4- y \/D) rti ^n cut son 
s 6pal h I, ilfaiU et il saffit que 

% “ps^n (mody). AnodlV 



RESEAUX ET FORMES QUADRATIQLfES DINAIRES. 


I 'iG 

Lr forme reprcsenl^o gsL 

{'j- — H- cc[i m n -h fi- // - ; 

Jo j) Oil Py, il fist divisible par le p. g. c. d. y dos cooflicieiiLs tlo Ja forma. 
L’^galilf^ esL done (^qtiivnlonle a 

y J __ I { niofi li‘f ) , 

Cl* (]ui Gsl inanifeitemcnl oquivaleut a 

^ P I, r It 

-) ~ eiilicrs, — l> divisibli! par • 

V 7 Y" Y 

IbioBLi.ME. — Rec here her qiielles sojit les transform aUon.s ((ui ramt^nrnf. 
line forme a elle-inenie. 

AulremnnL dit^ recherche r si an niseaa est similaire a liU-nuinie, 

Ghci’cbons d’abord s’il ost direcLcmout similaire a lui-m^ini! ( '). 

Soil A7?i-hB;i lo rdseau douuo, ou A et. B .sonL des nombres complcixes, 
m Gl n Ics iuddlormin^cs; on recherche si oe rosoan esl (Equivalent a 

CA/n - 1 - CB«, 

ou C reprcEsenle uii nombre coinplexe indfEpendant do in cl d(! n. 

.fe dis quo modC = i , 

En elTet, s’il n’en (Eta it aiiisi> lo plus petit module do tons les iiomlnv's 
complexes CAm-f-CB/i soraii on plus grand ou plus petit ([iio lo plus pnlit 
modulo de tons les nombres complexes A;n-pB«, el, par cons(h[uent. Ins 
deux r(5seaux nc sauraicut dtro 6quivalenls. Dc plus, C* Am -J- B/i nt ou 
gdm^rnl -h O^B7^ sont (Equivalents a Am + B/i, e’esL-a-diro quo los 

nombres A, AC-, ACb . . AC'', qui sont on progression giEomiEtriquo, appur- 
ticnnenl au rdseau Kni q-B/i. Done G satisfait a une dqualion de la forme 

p C -1- 1 = 0, 

oii p est entier. 


Premier cas. — p est pair, Soil 


on devra avoir 


C = / -1- u ; 


V-~ i«ai) =1. 


(‘)La resolution du probleme est 6vide’mment simpliri6e si I'on utilise les propridl^s des 
unites (complexes), ou cles diviseurs de l’unit6, du corps quadmtupic, (A. C.) 
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Soil /j H- W| ^/jj la racine oiuifh’e do l'(^quaLion 

laocl (’< = I 

lion I l^ai'jiunieiil osl Ic plus petit; on u 

c = (/i ■+• lu 

(oil ni esL on tier, positif on n^galif). 

Soil De- 1 g cl^tormiminl de la forme donnoo, qiie nous supposerous Loujour>> 
primitive. 

I at rdseaij donuc est un divisour dfs 

e v^( A m 4 - U /O 

oL no divise an cun dos n'sseau^ lels quo 

// ^/TlC A III 4 H 71 

11 moins (pie 

/( - U ( 1 ) 10(1 £ ). 

Pour que G(An(-+- ii/t) soil f^quivaleiit a Am + H/t, il faiU ot il siiffit quo 

ti ^ o (inntU). 

Deuxiema ros, — p ost inquiir. Soil 



on doit avoir 

fi— 7/2 1) - ,j, 

Dans ce caS) /, u et D sont impairs. 

Dn oirol, on ne pent avoir t pair, car t — j). Done n-D est impair cl ii cl D 
sont impairs (^). 

De plus, 

K s? o ( mod £), 

car, puisquG lo rdseau (Am + Bw) est equivaleul li Am -h Bn, 

(i H- ii \/D) (Am + est multiple de Am + B/?.. 

De plus, il faut, d'apris cc qu'on a vii plus haul, que le niseaii donne rcpr6- 
sente uno forme improprement primitive. 

Pour ([uu ce deiivitme cas soil possible, il faiil et il suffit que D suit rongrii ii i, mod 4. 
(A. C.) 
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Troisibmo cas. -- Ueciiorclior Id rt'seaii ('.si invorsoinojiL .scuihlahlc a 
jui-mdme (*). 

Soil Am-h Hw lo riiscau donnc'!; soil A| H- Ht^/ Ic la'isimu (|ii(' i’t)n oblionl 
an changeanl, dans Aw- 1 -B«, \/l) on — \/l). Sint 

<;(A 1 ni -I- l{| )i) 

nil r(5i.eaii soniblablc a Ai7« I- 1^/^ I'L I'njiiivalent A Ah? • | - li/t. 

SotenL p ol c* le modulo cl rnrgumenl crun poiiiL (|nol{'()n({iic dn n'.sctiu 
iVm H- 13 77; p cl - 9 cfiux du point con'cspondanl d(‘ Ai 7/7 1 - Mi //, H cl m cmix 
de C (K = i). be rbseau 

( '( A| 771 -f~ Ml 77 ^ 

coiiiprciid lo point qni a jioiir module ot pour ai’f^umenl 

p {'I ti) - f, 

(3o point doit Cairo partio du rbseait A//?, ~h Idonc, il Inul <!L il siiflil (pu; 
CO i’ 6 sDau se rcproduise (jiiand on chauf^c le module ct rarj^annouL p cl ode toms 
ses points en p ct w — 9 . 

Le rbseiiu cst alors semblaljle a un rdsoau 

am H- /7/7 , 

(jul ne cluingo pas quaud un cliango \/l.) I'li — s/\) . oar lo riisoaii 

(A 777 H H n ;(1, 

ou C a pour modulo 1 et pour argumoni — ooutient u la Idi.s 1ms points 

(0 

ro r ';;J 

( I ) 

P' ~ T'i 

c’esl-il-dire qu’il nc change pas quaud un y cliango tons lc.s arguments do signc. 

Des triangles ambigus. 

On sail quo, pour roconiiaiire I’liquivalonce do clmix fortno.s, on ramoim oe.s 
deux formes h des formes liquivalciUos pins simples appolrtos/( 7 / 7776 ‘.s’ rrduiias^ 


(>) On trouvern line iituclc plus compl6to ile ce iroisifimc eaa (Inns les Troiiiis usue/s dc 
y'hioi'ie des /o/'/7ie;f quadraliques. (Par cxcmple .£' 720 /. des Sr, A/alh., I'tlll. fr.iiic., rdtJ, 
n” 17.). (A. C.) 
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(iL I’oii exuinino si Ics formes rccliiilcs oljlonucs soul id(3nliciii0i> (si D<C<)) 011 
iippRi'LlannoiU a uiic ludnie p(^rioclc (si 13 >» o). 

Duns le cas on D < o, <;u se serl depuis longlomps d’une rGpr('*senlnli()n 
gdomdLi’lqiio dcs formes qiii ne diflero do cello quo jo propose dans ce Iravail 
i|U(3 pnreo (pio les ordonndos ot Ics abscisses dos ililffircuts points dcs r<5scaiix 
sunt iniiUiplitSes par certains rapports donnas. Duns ce cas, on suit parfaileiuenl 
a qiioi correspondent gdoiiKilriqueinont les formes diles rdduiles etles formes 
coiitigLies; imo paroillo rcclierche no iions condnirail A rien de nouveau : nous 
nous resLrouulrons done an cas oO D <“ u. 

D6Jiaitions> — Nous appellerons premiere nsymptole k droile j'; 

scGonde asymplole la droile \/Da'-= — y’, foudnmental milrlan^ic 

forimi par I’origiiio el deux points dn rdscaii domir, oL tie con tenant a son 
luldricnr auciiii autre point dii rfisenu (I’liiro do ce triangle esl egnle a k demi- 
nornic), triangle amhigu un triangle fondanicnlal tel quo k prciniirc asymp- 
tote soil inUb'iouro A 1 ’angle du triangle qui a son sominel a I’orlgine cl la 
secondu asymplole oxlAriourc a cot angle (•), 

Par oxemple, clans la (igure a, on OX cl OV son l les asTiuploies, OAB esl 
im triangle amidgii. 


}. Kig. 3. 

Si Foil compkle le pnralMlograimue OABC 3 ), donl une moitid est un 
triangle fonda mental OAU, les triangles OAG et OBG sonl aussi fonda- 

(') On pout aussi ntiliser ics points 

(«-i- VV’'f))mH-(p 4-S \/d);j, (*— y 

Un li’ianglc cst ambigu si sns points ont de» abscisses positives ct des ordonn^cs clc sigiics 
conlrairos. 

Cctlc dfiilnilion pent s'filetidre alors h un rdscau constriiii it pariir dc nombre-j quelconqucs, 
on clont la base esl nne mat rice corrde, cl’ordrc a, idgulidre. Unc base rddujie (ou un triangle 
ntnbigu) a les lermes de sa premidre colonnc posilifs, ceux de la seconds dtani de signes 
contra ires. (A. C ) 
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inentaux; on les appellera triaiigtes derh'es do OAH. Uo m(^nip 
prlniitif da OAG ('). 


OAR sera le 



Tout Irianglo OAB a deux priinilifs OAD et ORl^. 


Thi^oreme XXII. ~ Pavmi les triangles fondamentaux d'un rcseau, U v 
an a tou jours qiii sont anibigus- 

En elfet, soienL X,OX, Y,Oy Ics deux asymptotes; soient A cL 13 deux 
points dll reseaii, situ (5s, le premier dans Bangle XO^ , le second dans 
1 ’angle XO^ t - 



Supposons quo le triangle OAB contieniie im certain nomJiro do poinLs du 
r^seau Gi, Go, G^ ; supposons que, cn faisont tourncr une droite OX 


(') Kii langage vecloriel, les deux ddrives du triangle OA, OB sont 


OA, OA- 


OB; 


OB, OA-eOB; 


les deiiY primitifs sont 

OA, OB — OA; OB, OA — OB. 

Ils sont deduits du triangle primitif, respectivement par los siibstitulionfl uniniodiilaires 



Ceci montre bien que ce sont encore des triangles de liase du r (is can, (A. C.) 
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iCt 

aiitouF do 0 dopuis C)A jusqu’a Oii, celle drolle ronconlrc successivemcnl los 
points Cl, C-j, . . C/,; los triangles 

uu.;,, oCiC,, ()C„_,t;,n og„|{ 

soul roiidmiiGiilaux, ol I’nii an nioins trcnlro oiix conlicnt a I’iultirieur do 
sou angle In premiero nsjmplole 

<'/. Od/. , , ; 

il ost pur consdcjiicnl anibigu, 

'riu':()uiiME XXIII. — *SV un triangle est ambigii^ nn de ses deux dcrirds, 
el un seul^ esl ambigu. 

Car In premiere asymptote (OX, fig. 3) esl comprise soil dans I’niigle AOG, 
soil dans Tauglo COB, puiscpdellc I’esl dans I’angle AOB. 

TincouhiME XXIV. — Si un triangle esl ambigu^ un de ses deux priniiiifs, 
el un seuly esl am big u. 

Car la scconde asymptote (OY, Jig. 4)j nMtanl pas comprise dans 
I’angle AOB, esl soil dans I’angle BOD, soil dans Bangle AOE, et par conse- 
quent soil dans Bangle AOD, soil dans Bangle BOE; quant A la premiere 
asymptote, qiii esl dans Bangle AOB, elle esl A la fois dans les angles AOD 
01 BOE. 

(jonsequence. ~ 11 oxistc uno infinite (^) de triangles ambigiis disposes en 
line s6rio continue (pArlodo) de telle nianicro que cbncun (Beux soil Ic dArlvA 
dll pri^'cAdont et le priinilif du suivaul. 

Cliuque triangle do la pAriode a un cdtA comimm avee le triangle suivanl, II 
.se Irouvc ainsi qu’en gAnAral plusieurs triangles consAcutifs de la pAriode onl 
nn cAlA coinmun; ilous dirons que ces triangles apparliennent a uno sArio, el la 
pAriode so trouvera ainsi divisAe en sArics. 

Le dernier triangle d’une sAric cst le premier de la serie suivanie; un pared 
triangle afipartenant a deux sArios s’appelle Iriangle limilrophe] les triangles 
liinitroplics correspondent aux formes rAduiles. 


(') Ccci suppose, implicitemenl, que les rapports ties coordoimAes tics points de base sont 
irrallomiels, (A. G. ) 

II. P. — V. 
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Theoreml XXV. — Si un reseau admet deux triangles anibigus, ces 
triangles appartiennent d une menie periodc. 

Ell effel, soil OD {fig. 6) un c6t6 d'uii Irianglo nmbigu upparlcnaiU a lui 
I’^scau. La clroilc OD devra 6lrc comprise enlro deux di’olles, OA cl OG par 
exeinplo, falsant parlie de deux Irianglcs cons^culifs d’liiic piiriode. 


/X 





(i. 


Or, d’apres un ih^oreme dd a Bravals, si OAB cl OAiBi sent deux Irianglos 
fondamenlaiix, OA, el OIL sont Louies deux cxldrieures on Ionics deux iiild- 
rieurcs a I'angle BOA. 

Done, si OBiD esl lo triangle doul fall parlio OD, OBi csl oxldrieur A BOG 
cl inlAricur A BOA, el, conime il nc pout dire conipris dans ranglc AOG, 
puisque, le Iriangle elanl aniliigu, il doil dire dans Bangle XOYi (VYi, XX , 
elanl les asymptotes), il coincide avee OB. 

Le Iriangle Alanl fondamenlal, il faul quo Ic point D soil snr la drollo AC. 
Or il n’y a pas sur cello droile do point du rdscan on Ire A cl G ; donclo point D 
doil coincidor soil avec A, soil avee G, c’ost-A-dire quo le triangle donm' 
coincide avee I’un des triangles do la pdriodc. 


TiiAoreme XXVI. — Les triangles ambigus sont semblables {c'est~d-dire 
donnent naissance d des r6seaux semblables) d un nombre Jlni de types. 

Soienl on eflet OAB un triangle ambigu, A cl B les deux nombres complexes 
reprAsentds par les points A el B, « el 6 lours modules, oi -| — la dilTdronco 
de leurs arguments. 

La forme reprAsenlfie par un triangle alnbigu s'dcril 


'i.hxy cy^ 
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I(i3 


on a (3l c, soul, (ic signes coiUraires ('). Or, si Dv^ osl Ic d(^LormiuRnl de la 
lornio, on doil avoir 


on, j)osnnL c = — c', 


l)v- = ~ <tC 

[)v- = h- -\- aa\ 


Ur, il us I ulair quo Ton nc pourra salisfairo a uellG coudiuon qiie par un 
nomhru (iiii du valours cnLi6res do oL do \alem’s entleres ol positives do a el 
do r'. 


Consequence. --- Uans uno ptiriodo de triangles am big us, I os formes repri- 
soal(ios par Ics iriiingles se reproduisonL p^riodiquement. 

La rolatiou uveo los fruoLions continues esL facile k 6tal)lir, 

Soil, on ollbl, 

( ./■ = am ■+■ bn, j — cm i- tin i 


lo rf'-seau doimd; on lir(‘ de cos deux dqualioiis 

in = a c -h L) , 

ll = y,/ 3 ) , 

SI I’oii doune tl 7n el a ji los valours qui cor respond on I u un sommel 
(hi triangle ambigu do la piirlodo, on a, quand /r Lend vers I’infini, 

lin. 1- ''l! = 11 

n y 4- 3 ) 

Si I’ on dt^voloppo II eu fraction continue 


los riidultcs successives no sont autre chose quo los valours de ™ qui corres- 
pondent aux triangles limilrophos (-); quant aux nombros o-u, cv-,,, cc 

sont les nombros, moins un, des triangles des si^rios successives. 


(') Oil suppose, l)icn cntendii, a, b, c entiers. (A. C,) 

(’) Les triangles non Urn ilrop lies corrcspoiuleiiL aux reduites intennediaires cle In fiMclion 
contiiuic M, A. Si'.nui:T, Algcbre Sttpeneure, 6* lidit,, t. I), (A. (1.) 
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iG.f 


QUATRI15ME PARTIE 

De la multiplication commutative des r6seaux. 


Nous avons vu un premier genre de mulliplicRlIon dti.s rdsetuix, cl on I nuns 
avons faiL plusieiirs fois usage oL don I In dddnition os I : 


a b~\ 


' av \~ h Y 

a{i 

c d ^ 

.Y S.l 

1 

T 

[3 -H dfi ^ 


CoLle rauUipllcnllou n’esL pas coinmuLnlive. De plus, olio ne d<^pon(l quo (his 
I’tjseaux eux-rnGjnes gL nullcmenl do la valour dn noinbrc 0 qni sorL do base 
aux noinbres complexes qii’ils roprtisenLeuL. Void mainleiiaiiL la ddfiniLiou dhin 
second genre do in iilll plica Lion qiii os I com mu la Li vo el d(ipcnd dn nombro D. 
Nous la d(5siguerons par lo nom do produit second oL par le symbolo Xy. 

Soienl 

A ni - 1 - 11 Hy 
Ai/ni“h rij/ii 

los deux rt^scanx a multiplier (A, 11, Ai, Hi soul des nombres comploxes); nous 
(icrirons 

( A /II + 11 ^ X 'j ( A [ 711 [ *4- 1 } 1 1 ) " A A 1 |Jii - h A 1 1 1 j 1 1 1 A I ij I 1 1 1 H 1 [j j , 

on p-i, Pa, p.,,, p, sonl los nouvolles indiilermimies. 

Lc r(5seau repriisenLc dvidommonl Lous les prod nils des nombros complexes 
repv(isenl6s par los deux rcisoaux facleurs. II suffil, en oirot, do fa ire 

[i,l = })im\y Pa ™ //I/i], p 1” /I//Il, [J,V= 71/) I 

pour quo 

AAip[ ~i- AH| py-h nA| p iH- nnjp,j=! (A n\ h- J1/i) ( Ai mi H- 111 71] ). 

TriftoREMB XXVir. — Tout reseau II qui rcpr&sente Lous les produiis des 
nombres complexes repv6senth par un rheau 'K par les nombres complexes 
represeritds par un reseau Kt est un dhiseur da produit second da 11 
et de Ri. 

Soienl en clTcL 

A m -I- B 7), 

iVi/niH- )3i7i( 

los deux r^seaiix R el, R,. 
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1 ()'") 


AA,, Alij, BAi, 
(llvlstir 


foroiiL panic du rt^cau II, <|ui devra, par consf^qnciil, 


\ A j |j 1 “ } \ 1 > I j j j -f' ] S i\ I I H I B ^ « 


'rniloRKMi’, XXVin. Si tes dijf events points <lcs deux resaaux 
fdctuar.s (') rrpvrsenleni les dijjevents multiples de deux nombves com- 
plexes ^ les di If events points de leiiv pvoduit second vepvescntevont les 
di(f events multiples du pvoduit de ces deux nombves. 

Soinnl, en 0(101, 

\i ^1 \ I > j: 

\,p, 1 - A, 

lot. (loiix rdscaux ftic tours dont les jioinls ropia'jboaLcnL los din(ironls mulliplos 
do Ai gL do Aa. 

Lo pro dull second esL 

c’osl-fi-dirc (pie sos dilldronts points ropn^senloronl les dill(^r(iuU multiples 
do k\ Ay. 


Composition des J'ovmes. — LMludc do la mulLiplicalioii sccondc dcs 
riiscaux va nous pornioUro do retro uA'or los liiioreiiios de Gauss au siijet de la 
composition d('s formes quadrntiquus. 

Pour cola, rcmarqiioiis qii’uno forme ropr^sentde par le r(5sGan (-) 

a ni -I- [1 n 

pout s’dcriro 

{_ £/ /yi [i /I ) ( O' //I 1 [i/0' 

ou (7 oL [3 ropriisenlcnt les uombres complexes ooiijuguos dc ci et do [3. La 
forme doiiiK^o pout 6Lre alors iiidHTtirommonL rcprescntiSo par lo r(^,soau 


ou par son sjmdtrique 


(/ in i- [i// 
O' ni ■+■ [l/i. 


(') Cut. r^sciui^ hOnli duns ne cas, des idiaux {voir ci-dessons p. 17'!), cii siipposant loutefois 
quo la base des enlici’s du corps esl (i, \/u) (K /■- ' mod/l). Sinoiiil serail pii 5 f 6 ral)lc de 
oonsidtirev la iorme 


A, Aj 


I — v/i> 


m. 


(A. C.) 


(5) (lonLraircmoiU aux notaLions pricodentes, les letlrcs a, p reprtSsentciU ici dcs nombres 
d’un inAmc corps quadraLique (qiii jusqu’ici avaient 6Le dcsignes, dc pr6f6rence, par dcs majus- 
cules frnn(,'aiscs A, B). (A. 
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ifiO 

TnnoREiMC XXIX. — Si Von a, c/uels que soient ni^ y et y, 

{ 'j m n) {<x ni -k- Piy)(='t|J -i~ pi'O 

— ( Y ni (i, + 5 /» V -h e H |j. -h n V ) ( Y m [j. -f- S m v -i- £ n jj C )' 

Vun (juclconque cles facteurs clu second membre est 6gal au produit d'tine 
conslantc par deux des facteurs du premier rnembre, 

Appelons on olTet, pour abr<5gci', r, T los deux fcicleurs du second membre, 
A, A, B, B ceux du premier membre, do telle sorlc quo 

A .7v. n.Ti = r.r. 

Si nous coiisiddrons iin instant y el v coinme des conslanles, les deux 
ni ombres doviennent deux formes gales en m el en /t. Ba premiere esl reprd- 
senteo par le r6soau 

XA, 

on X est im nombre complexe independant do in et do n. La seconde forme 
est reprdsentee par lo rdseau T. Les deux formes cLanl 6galcs, los rdscaux T 
et XA sont dgaux ou symitriques (lhdor6ino XVIII). Supposons qu’ils soient 
dgaux, car, s’ils no I’elaienl pas, an lieu de reprdsculcr la premiere forme par 
le r6scau XA, on la repriscnlerait j^ar 

xX. 

Les deux r6scaux dtant egaiix, 1’ expression 

I' 

XA 

est inddpendanle de m et do /i, et il on est dvidommeut do mdme de Pexpressiou 

r 

Ali ' 

De mdme, en considdrant in et n comme des cons tan tes. on verrait quo osl 
. 1 , , ' ^ Ah 

independant de y et de v. 

Done 

const. 

TirtoREME XXX. — Si une forme est transformable dans le produit de 
deux autres, son reseau est 6 gal d uii multiple du produit second des 
r6seaux des deux autres^ 
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hill oIl’cL, (lii'p (jiio la formo 

( UM i IJ.\)(aM - i-l(A') 

ns I, Irnnsformahln cii In j'n’ocluit dc's deux formes 

(0(m 1- [i /O (='/H -h Ji/t), 
i't/i |J ['•Ji v) (y, i; ' [i,v), 

c’('.sL dli’(* (HK^, quaiul on j fiul 

^ iM = pmii -i-y/y/iv 4- y/'/jp ~t- ]>' tn, 

I [V = fjni\} 4 - f/' /n V -h fy"/i (J 4-7'’'/iv, 

nlle (Invioiil i(l(MUi([ue a co produil, c[uols que soieuL /», n p cl v. 

D’nprds In llidoremo prAccdoiU, 011 a done, eii doiinanl a Rt cl a N Ins 
valours (ai), 

1 3( //i i [i/t) («! |j 4 - Jii v) = X( VM 4 BN'i, 

ou X osL uii nonibrc complete iiidiipeudanl do /n, dc n, do p cl do y. 

Cello rolalioii, ayanl lieu pour loiUes los valours enlicres dc m, p el v. 
osl Idcnlique, (M Ton a 

~ A I \y) 4-15 5 '), 
a(\/)' 4- \iq% 

= a( A yj’'4- Bf?'")} 

c'ost-n-diro quo In reseau 

yy ( Ai 1 - 1 M i 4- py t AI 3 -H A1 j 

divisn 

/f\i\l4-BN). 

'^riiKoniiMr; XXXI, - Si unc forme 

I \M 4- HN)(7UI 4- bn) 

le rdsultat de la composition de deux autres 

ijm 1- [i/J )(^/u -r-P'Oj 
{v\ nil 4- pi /ti) (ai /m Pt /u)) 

son reseau esl egal au produit second des rdseaux des deux formes 
composantes, 

En elTcl, jc dls que XA el XB pciivonl ()lro rcpr^senl^s par le rdsoau 

yx I iM 1 4- J'pt Al'i 4- psi AI 3 4- ppi M I . 
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Ell olFel, ou cholbir los nombres onliors M(, Mn. Ma, Mj dt; lolle faron 
qiu! 

yj I\1 1 -H M a + j/ Air, H- //" Ab = i , 
y All “i” (/ Ain “t- q " Ala -t- (j Alt = Oj 

puisqnc, par hjpo these, les determinants fornids avec los nombres p\ p" > p'" 
d’une part, r/, q\ (f ^ cf de I’aiitrc, sont premiers enlre ciix. 

Si Ton midtiplie ciisuite les Equations (22) respeclivemenl par 

All, Ala, Ab, Ml, 

et qii’on les ajoule, il viendra 

C/V.I All -t- y[ii Ala -r {io’i Ala AJ t = X A. 

Do nidiiiG, on trouverait 

«X, N, «[i, b, H- pKi i% pfi, N, == X IJ. 

Done les deux rdseaux 

yxi a[ii nhi-\- p^i /H3+ 

et 

X(AM + BN) 

sont identiques. 


jMainlonant qiie la composition des formes est ramendo a la multiplication 
des rdseaiix, les tiidoremos do Gauss so ddmontroul aisdmont, 

Dans ce qui va siiivre, nous appellcrons p^, my, pi, ci, sy los p, m, p, e cl e 
de lo forme rdsultante, p\ m\ p/, e', s'; p'\ m", p.'^, e'', e" les yj, p, e el £ des 
formes composantes. 


Tiieoreme XXXII. — Le determinant de la forme qui rdsulte de la 
composition de deuoc autres formes ay ant respectivement pour deter- 
minants Dyrj'“ ci Djo" 2 , et^ pour m' et m'\ est 6 gal cl 

oil py est le p. g, d. de 

jn'p" et ni'p’. 

En elTct, soient 

o.h'x’y' + 

-xb" x" y” c" y"^- 


les deux formes composantes. 



Soionl 

lours rciscaiix, ou 
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U\f) 


mod A' = 

p'l 

mod A'' = 

P > 

mod B' = 

P'i> 

mod B" = 

Pn 

i>rgA' = 

1 , 

argA" = 

I .. 

v/:rT) • ’ 



I 

arg B" = 

I M 

/ 1 ’ 

/-D 

/ ? 1 

\/-D 


D’aprcs Ic problcine J, p' et jr/, c’est-A-dirc Ics normes do B'y cl 

, soal 6gaux u 

f'p'i sin (o' — /, ), ~L= f"p'i sin(o"- o'j ). 

\f~\) j) 


D’apr6s le thdoreino X,/)), c'est-a-dirc la norme de 

A'A"ix,+ A'ir|i5-i- n'lV'jjn, 

cst le p. g. c. d. do 

c/i — noniic( A' A"|Ji-^ B'A"|J 2 ), 
«!= norinc( A'A"|Xi+ A'B''[ji 3 ), 

= normc(A' A"| jli+ B'B"|X4), 

«( = normc(B' A"[J2 -i- A'B"|jii), 

Ks = uonnc(B' A"ii3-r- B'B"{jlO) 
orj= normc(A'B"|jj+ B'B"|Jii). 


Or, d’npres Ics r^suUats du probleine I, on a 

J) = p'p"p', p" sin (9' — ip',) = p"^p' \/— I), 

a, = p'p»p«, p-< o«) = p'^/\/=l)-^ 

7,v/— B =p'p"p;p'; sin(9'-:-9"— ip', — (?';) 

= p'p"p'i p'l[sin(t?' — cp',)cos(9"— sin (o"— o';)cos(o'— 9',)], 

O'* = p' p"p'i p I sin ( <p', ■+• 9"— o' — ) 

= p'p"p't p" f sin( 9' — 9',) cos(?"— 9',') — 8^(9*— 9'{)cos(9'— 9', )J, 

O'., \/— D = p'l p"p', p'{ sin (9" — 9',') = p',-7?" 

c,/rrD= p'p"p'p sin(9'-9'.)-PiV\/=^. 


on, tenant comptc dcs r(isnllals dii problcine 11, 

«i,/zrD:=«>'\/^=Ty, 

a >\/ — D = a'p ”\/ — n, 

(,5 /rrr = //'// \/inT + //;/ 

H. P. - V. ’ ' 23 


(y, y/zrrr ;= by' - i/p" 
5(5 = c>' vA=nj, 

«a \dlT = c'p''\l— D, 
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c’osl-a-dire rjiic la iiorme chorchoc divisc Ic }). g. c. d. do 



n"p', 'ib"p', 

o"p' 


a'p', ‘.yb'p", 

c'p" 

c'est-u-dire cclni do 




ui'j)' oi ni' p\ 

Elio osl divisible par Ic p. g. 

c. d. do 



a"p', Pp', 

c"p', 


a'p", h’p”, 

c'p", 

c'esL-A-diro do 






1511g cst dgalfi, lollies los fois que b’p" cl h''p^ con lion ncuL lo nidme nombro 
do factcnrs a, an p. g. c, d. do 

ni” jt\ fti' J>", 

dans les aiilros cas nu [), g. c. d. do 

'/p', \yp'\ 

car ie p. g. c. d, do 

(it b'p"~b"p' 


csl dgal dans le prcmior cas a colui dc 


dans lo second cas a celiu dc 


L> h'p'\ '2 b"p', 

b'p", b"p'. 


Cola posd, considdroiis Irois cas. 


Premier cas, — Les deux rdseaux sont propvcs. Dans co cas, 

|ji', ?n"= |jt", 

oL la normc cst dvidcmmont dgale au p. g. c, d. do 
' Di!' p' (il ri‘ p'\ 

qui so confond avec celui do 


[;/>' OL p'p" 


Deuttibrne cas, — Lbin dos rdseaux esL prop re, oL Pan Ire improprc. 
Supposons que la formo 


2b' x'y -T c'j 



RESEAUX r,T FORMES QUADRATIQUES BINAIRES, (71 

soil pi'oprn, oi, la forinc 

7h”x''y'-\~ c\) 

impi’opro, 

Dans c(3 cas, la iiornio chercli6e cUvisn Ic p. g. c. d, do 

/a'/j", n\!'p' 

ol (ilia osL (llvis(5G par coin I do 

m' p" “ |j ' p", y p' • 

Jo dis (pio co^ doiix p, g. c. d. soul, los m^mos, c’esL-a-diro epic p" p coiUieuL 
an nioliis anlauL do facteurs a quo p///- 

Gar, Ic second rdsoan oLunl iinpropro, [/’ contieuL aiUanl do facLeurs a quo b^' 
oL quo p'' . 

D’aiitro [lai’l,// couLienl aulaul do factours a [[uc p.', cl //p'' couLieuL an moins 
anlauL do facUuirs a quo p" ■ 

Dniui lo p. g. c. d. do ni ! oL in!' p' esL dgal an p. g, c. d. do \j’p” oi \i"p\ 
ol i)ar consdqnonL a la normo cherchco. 

I'l'oiaib.nie c<ts. — f^os deux r6soaux soul inipropi’Gs. 

Dans CO oiis, h' ol- b" coutienneuL rospcclivcmenL an Ian L do facleurs a quo 
p' ol y/, ol y p" ol y p' conLieniieul lo mfimo nombro do facleurs a. Done 
lo p. g. 0 . d. do, 

///>" h h"p\ 
h'p"— h"p' 

(jsL dgal a oolni 

jb'p”, ‘}b"p' , 

ol III normo cliorchdo os I dgalo an p. g. c. d. do 

111' p” (M, 

Gouot.laihk. — .S'ti), y sont les cUtermlnants des deux formes com posantes, 
et A calui do la forinc rSsullanLe , les quanlith 



soul commensurahles. 

'rnf^oniaiii XXXllI. — mi esl 6gal au produit m! m". 

Mn olfoL, m! estlo p. g. c. d. do Ions les nombres 

'f.l/x') '-t- c'j 
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Oil j/ otj'' soul cnliors; est oolui do tons los nornbrcs 

W/V')"-:- c''>"S 

oil .f" cl)'" soul on tiers. 

Done m’ in!’ csl le p. g. c. d. cle Lous les nombres 

( -{- 2//.r' )•' -!- c'.i ( a\v"^ 4- 9 "-f- o''y^). 

Or, ions ces nombros soul snscepliblcs cl’^lrc rc prison Ids par la forme 
riisiilluiilo ; done iU soul ions divisibles par m|. Done 

ni in" « ( in od wi i ). 


Soicnl 




los riSsonux corrcspondanlaux doiix forines composanlesS ct 
V = f/' a" p, H- «' p" p, -i- «"p' p3 -h p' [i''pv 

lour produLi .socniul, ejui roprdsciilc la forme rosuUanle. 

Or 

divise 


(j \/r>) (I'j '), 


«u t’ osl oiilinr; done P, qiii esl i^gal a 

( «' pi -i- P' pa) a"H - ( a' pa -r- p' pv) p", 


diviso 


'■(i' v/l'). 


De Did mo on vorrnil quo P diviso 


J1 diviso done 


f ..'i/d). 

1* jj _}> \/D(«'c'-f. «"e") J, 


ou «' ol a” soul dos onlicrs qiiolconquos. Or on pent, choisir ct' ct ot” do lello 
sorLo quo 


«' e' -+• = 3, 

(5 6laut lo p. g. c. d. do e' ct de e". Done P divise 


on r esL on tier. 



( (lii’o 
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S - 0 ( miHlt’i'l, 

Or, (r»[»r<;s U tlu'ioi'tiuio prrciUloul, esl lo p. g. c. ( 1 . du m’p" «i m”p' ou 
lie mend'd" (il (;’<*sl-u-dlr(! quo Von a 

i/j= m' 

( )n u (loiu; 

l>\' • ni' /II" 0 .0 ( mod Hf' //("/’ I ■), 

(111 

iii\ri o ( mod in' ni"ri), 

on 

iih '(» ( iiKwl 

Mu is, puisquo Von a diV|u 

in' in"-.' o (, mot I ///()> 

(Vest (pic 

III I = in' III". 

'i'iif:()ini\in X.WIV. - /^our (fun le procluit second de deux r^seaux suit 
uiifit'opt'n, tljuitl el il siij/il (fue Viui des J acleuvs soil inipvopre. 

I''n oll’cl, ))imc (in’nn n'iscan A soil impropri.;, il faul ol. il suffil qu’Il divisc 
un rdsotm Ud f|n(* 

(“ » \/i>) 

on It csL (mli(!i‘ el I inilicr inipnii*. 

Or, si A tUviso 

A alldivi'’<< 

^ ^ \ n A X3II. 

1 <H r(')oipro(pi() s (5 ((('iiuouLi’Cj aisAmenL. Supposons, cu effoL, quo les deux 
rose Jinx <}Oinpo Hauls A' 15 1 A" soienl propros, pendant quo lo produil A'XaA" 
sc, rail Impropinj : jo dis (pto 00U.0 .supposition ost absurde. 

On a, en (!(T( 5 L, 

mi = in' in”. 

Si doin', on avail. 

in I " a pi, /«'={/, in" = p", 

ou iVaurail )ms 

pi-- 0 (modp'p"), 
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(i'u.sl-iiHliriJ quo si nc. (Uvisi'mit pus lo p. g. c. d. do s' oL do e", ni pur coii.sc'- 
(jiionl i' ol e". 

( )r U osL clair qu(5 

I'osctiu A (Iniso rrst'au e\pl), 

cl , pur cons(Wjuoiil, 

I'l'siiuu Ax^A' ili\isi* riAotui £ \/l>A >‘'.j 

Done 

£ r-” 0 (’mochi); 

cl dc, inAmcj 

s'- o (uitidei), 

Ij’lijpolhe-so quo iu)u.s uvous fuilo osL done absnrdo, cL lo prodiiu second do 
deux r(5soi\ox propres esl propre lui-mdnio. 

11 esL aUc do njconimilro dans los Lrois llu'iorunu'S (‘) qid pro cod out las rdsullals 
dii(nicd.s par (Itiuss dans lo Cilmpilrc Da compoftitiona formaruin dii promior 
Voluiiio das Di<njiHsilionn.i arilhmalicfr. 


CINQUlftlVlK PARTUS. 

Tli,<Sorie dos nombres complosqes iddatix. 

fjtis oonsiddralinus qiil pnWjddcnl pcrmcLlonl d’oxposcr cl’uiic luimidrcs siniplo 
cl concrdlo lu llidorio des noinbros comjduxes iddaux, <|ui corraspondcnl uux 
formes (piudruliqiios de (bUormiiiuul I) (nous supposons loujours quo D n’csl 
divisiblo par luioiin cum''). 

Pour cola, il fauL avoir roc ours ft uu niodu uouvoau do rcsprd.scnIaLioii des 
nombros contploxos oxislanls. Lo noinlire Xq-jAy/D sora rcprdsonld (^) par 


(') Ci!9 tlftinonHivnUcais senueiiL siinplilU’DH ptii' la coaHuhW'aUtui nnlLlioditinc ctes corps ((iiatlra- 
Liqurs, dos cnlicii's cL dos idAiiiix. (A. 

(’) daili} rrpv6,st*aliitioti falL corrospoiulri) uii noailn’o cln corps, lu iiiaLrice (]iii ropi’usriUr 
‘•a iiililo (Ui iiiuUipllcnLioa paries dldincaU d’lino bufic, convciuiblononl clioisir 

(>. -h IJ. v^lj) I I ^/i) 1 ■" I X I (I \/l>, [A n -I- X \/b I ~ I r \/d i X 

Colic correspondnnee eat uti ihOuiorpluHinc pour la soimnc et lo prodniL. Avee uu cliols 
fionvciuiblc (le lu linao (base d’uii idC'iil) ello full (iorreapuiulre, mix ciiiicrs cUi corps, des mo iriccii 
Ji leriiiioa on tiers (raliotmola), On pent aiusi rutncriiei' rnriUinibliquc du corps i cello d’un corps 
dc mu L vices. 

Celle reprise Hint ion s’ A Lend ii tin corps olgil)i“i(|ne qnelcoruiuo, do clegrii n, les mat rices soul 
ulors d’ordvn (Voir A. {Ika'I'KMVi', Ac^’OHs snr fa Tk&orie des mnxbves^ ipi3). (A. C.) 


X lU) 
(A X 




le rescan 
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Ij'i 


A tj. D ' 
u ). 


n esl clair quo lous les points do cc rosoau reprtiscntoiu ( confuniidnionl u 
la convention failo dans la deusicme Par tie do cc travail) touh les inidliples 
cxislants de X H-p ^/f) et que le prodiiil de deux nombres complexes existanls 
osl I’cprdsente (thdoreino XXVIIi) par le ]jrodult second des reseaux (jul 
reprc^scnlent les deux facLenrs. Remarquons eufiii que dciixnombres complexes 
GxIsLants dont Ic rapport ost uno unit6 coniploxe sont reprdscnles par Ic mome 
rdscau. 

Cola pose, nous appellerous nombve complexe ideal (') lout rcseau enlior 
dont le s est 6gal a i . Le rilscau 


ra h I 

t_r I 

sora nil no mb re complexe id dal si 

a s h Si 0 ( 1110(1 ( ), "ib 


II 


11 osl {jlair que le rdsoau 


’ /. u D ' 
I-* . 



snlisfait a coLte ddfinition. Les rdseaux qul represenlcnl des nombres complexes 
exisLanls ne sont done quo des cas parliculiers des rdseaiix que nous venous 
d’appoler nombres complexes id6aux, 

Le produit de deux nombres iddaux sera le prodult second des reseaux 
oorrespondants. 


'PiiiiORKMic XXXV. — Si nil nombve ideal est le produit de deux aulres^ 
il est divisible par chacun des facleurs (’*), 

Rn elTcl, soioni 

U = A /n -4- B/i Xnii H /ii 

It' = A'/a'-f- tV m\ t/D* B'/j'i \/D 


(') Oa pent luissi Ic dcfiiiir cotnme line malrice, operateur d’une Lransmulalton, fiui lemplace 
les iriiili'iccs i)i'cc6tlcnlcs u \ n enlieva par ties matrices termes cn tiers [Loc. ctt,). (A. C.) 

(») II senilile (ja’ll y aiirait (igalcnient interit a ddmontrer la reriproqiie • un nombre ideal 
miiUipIc d’nn autre idijul (an sens cle rinclusion des ensembles) est iSgal h son produit par uii 
lib'ial (entier). Bi\ consicloraiiou des facleurs premiers (et seconds) permet de nc pas uliliser 
eetle reciproqne. (A. fl.) 
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ios (Unix fnctcui’s; lo prodiiil, second aura pour cocfriciciils 

A A', Hir, AH', A'H, AA'\/u, HH' v/ij", AH' ^13, A'B/D. 

11 I'aiil dcnionli’cr ijuo cUacuii do cgs luiil noinbrea complexes fait partiu 
dll I’ljseaii U. 

So i (ill I 

A ' - -h iu, \y = [i' -h [v ^f), 
m'l v'. a’', [3', p" soul dos noiiihres enliers; on a 

A A' = A c/' H- A k" \/D , 

Oil olilionL done AA' on fnisanl clans 11 

ni ~ n — o, JHi ~ a'\ n i -=: o; 

on oblienL do mdine A'li en CnisaiiL 

m =: o, n = in i = ti, ii\~ 

A A' \/l) on faibaiil 

Uo produlL do U oL do 3V osL done divisible par ll. 

'I’lifsoniiMi? XX.X.VK — La JioruiG du produil de deux nomhres ideaitx est 
figala au prodiUt de leiu's nor mas , 

Application du Lli(ior6mc XXXU. 

'riiicoKEMK XXXVIl. — Le p. o. d. el le p. p, c. nu de deux nombres 
id^aux sont das' nombres ideaax, 

Fai cfTel, le i dos r^senux donnds 6\,m\l dgala i, ils peuveut s’6crirc (ih. XIX) 

H = \m +lWi H- Awii /iJ-i-H/ii /O, 

11'==; A'/n' -hlV//'-!- A'w'i s/n-HlJ'/iV V^lT* 

Lour p, g* c, d. osL 

Ui« Ain.H-BnH- A'/A h- 11' a' Am. s/I)-h1Wu \/r)-4-A'm'i B'/i', ^/^5, 

r6soau dont le e csL dvidommonl dgal fi i . 

Soil mainLontinL 

U'i= AiM -h HiN 

le p. p. u* m. cliercb6; Ics points A, ot Rt faisanl par lie a la fois do R el do XI', 
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Ai \/l) oL B| cu font par lie dgaleniont el par consequent apparliennenl 

a IV,. 

Done IV, divise IV, cl le s do R', est 6gal u i . 

'I'ni’.ouKMi: \XX.VI11. — deux nombres id^aux soiit premiers entre eux^ 
Jenr p> p. e, m. est an m&me temps leiir produit second. 

i'ai cU’el, Icur produll second P est divisible par chacun d’oux (lhdo~ 
reiiie XXXV); II esl done divisible par leur p. p. c. in. Q (iheoreme VIII). 

Mai.s P cl Q out minne normo (ihcoremes VT el XXXVl). Done ils sont 
idemique.s. 

Di'u:oMrosiTioN d’un nomure ineAi. quelconqujs hn facteurs premiers. — Nous 
app(3lleroiis no mb re ideal premier tout no mb re idiial qui n’esl divisible par 
aueuu ail Ire, n ombre ideal uni multiple lout nombre id(5al qui ii’esl divisible 
quo par ini nombre idial ])rcmior, oL enfin 7^07n6/’<^ 5eco/ic^ lout nombre 
Idcsal donl la norme esl uno puissance d’un nombre simple premier. 

»" Decomposilion d'un nombre ideal quelcouque en facteurs seconds. 
Nous nvons vu (Lheor^mc IX) qu’un rdscaii 

K = h ''1, 

on 

h = yjC'fyfi/'V, 0 = y)«' ql^'r'i' 

jieul Cl re eonsidCrt'' com mo le p. p. c. m. des Irois rCseaux seconds 




"-IT-' 'ol 

1 p^' " J’ 

1 <71' " J 

1. ' ' ^ J 


Les rCseaiix lli, Ua otiV, soul premiers onlrc enx; de plus, siReslun nombre 
ideal, ce .sonl aussi <les nombres ideaux. 

Dn ell'el, puisque 

0 -. {) ( mod a ), 

on aura 

a .a' c!l (modyja'). 

Du vosie, si I’on a 

(mod&), 

on a a fovliori 

/i‘j ■" p (mod /)“"“'')• 
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Oolicj Ri, est iin uombrc ; il cii est de mdmo de lla et Rj eL eii vcrlu clu 
ihcoreme XXXVllI, 

U = Ui X2 II2 

be reseau R est alixsi decompose eu facteurs socouds, 

■i" Diiconiposition (Vua itouihro ideal second cn facteurs luii multiples e( 
rdductiori de ccs facteurs it uiic puissance d^un nombre id^al premier (' ). 

Soil Ic nombre ideal second 

' < 1 }^" I 

. <* J ’ 

On a 

« (/', (i' a' , 

I) (mod ), 

Premier aas, — D n’esl pas divisible pai’ p oL ii’esl pns rcsle quadra- 
liquo hp. 

Dans ce cas, on i\ a~ c/J, car, si bon avail a > a', la congruence 

(j ( mod ) 

oxigoraiL t 1" quo «"=: z'\ 2^ (pio D fuLreslc qiiadraliquc a /), Done a — y'^ el 

0 onod />^ j. 

Le rdscau {lonu 6 poui s'dcrire ' 



c’osl-tl-dii'o qu’il ost la puissance du tioinln’C ideal 



leqiiel est piTinicr, n’dlaul divisible par aucim aulre nombre id dal. 


(‘) flellc do faii'i! prosonlc quolrmc'< aimloi'ics avc • In disi met ion, fnile cn AlgAiil'c 

moderiie, dnns U lliiioric gdaoralc dos idinuv d’annean, on ire uUaitoa pramiers el id^aao} 
pnitiaires, L’ulilIsQtlon mclho(li(|iic dcs idenu't premiers, aubstitwAc ^ ime Aliulc g 6 n 6 rale tic In 
[livislbilite [ Foi/' ui-dossus, p, 17.5, nolc (qj alourdil cvidcmincnt Pevposi, cn muHipliaiU 
Iqs cas parliciilicrs. (A. (\) 
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Douiviluno CiLs. ~~ I) osl (Jivi.sililo [jur/n 

Comiiio il divisii)lc par ancun carro, II no conliunl Ifi faclonr qii’iiiie 
fois. Si 

(t - h ( mod j, 

on ii(^ j)niil iivoir a v' , i . 

ICa ('fFcl, on ii(> poul avoir 

f/i |) ( mud 

.soil (jiio ' v! : o, car alors lo prciiiior monihre do la cun^nionoe n’ohl. pas 
divisible [)ai‘ p pondani quo lo socoiid I’osl; soil (pio 7''— «'> 0, oar alors Ic 
proini(ir iiiotnlu’o (jsl divisiblo par //-, [niiidanl. (jiir lo second no I’esi, pas. 

On a done 


ou liimi 4 / ' : c' 

'> 

ou 1)1011 J ~ y'-i- 1 , 

Si a y\ on a 

s’i a - . y' “ 1 - 1 , on a 

“ n 

( m'od 

aij/iy" -jx' 

' h 

11 (mod//). 

Done * o>', ou y' a, ol 

Kji^" (1 

FiO rdsoau dnnnd ponl done .s’dcrirn 

( mod //'^). 

I;;.'"'’' 

1 /'* " j 

j 

. r u ' 

SOIL / 

I //=' 10 u 


Or II fisL ai.s(' do voir (|uc, dams lo jn’omlor cas, II osl la pnissnnco dans 
I’anlro riis la puissanoo '\(/!-\- 1, du iVjsjum promioi' 

P . 

I 


'rvosihna ous. — D n’osl pas divisiblo pnryj, ol osl rosto quadrallqiic u p. 
Dans CO cas il y a doiix nombros iddaiix do nornio p, qiii son! 

tix n , n ~ 

(V-= ' rl ' ' , 

I t) , ' ( 0 

on 

n\ -• n'i o\ - I) ( mod /)), 


Uopronons lo lY'soaii 


iip'^‘" 


0 



RESBAUX ET FORMES QUADRATIQUES BINAIRES 


i8o 

ou i’on a 

•J D (mod 

a' 5= 

K cst le pliici petit commun multiple des deux reseoux 



ou 

aa ^ a ^ «i, n'r ^ a\ , ~ U ( mod p ) 

D'ailleurs, il est dvident : 

I*’ Quo pa, el pa? sont premiers ontre oux el sent des uombres iddaux; 

a“ Que, par consequent, 

>U = 

d" Que p« el pa- son I les puissances a el «' de p et do p', do telle fa^on quo 

U p«p'»'* 

Jjft ddcomposilion en facteurs premiers cst done loujours j^ossiblo; clu resle, 
on voit nisdment, en so reportanl d ce qui prdccdn : 

i" Qu’uii iiombre iddal quelconque n'ost decomposable quo d’lme seule 
maniere eu faclcurs seconds; 

a" Qu’un no mb re iddal second n’ost dd compos able quo d’uno seule manidro 
en uniinnltiples; 

3“^ Qii’un ulliinnUiple quelconque n’ost d doom posable quo d’unc manidre on 
facteurs premiers. 

D’ofi I’on pent lirer le rdsiiUal suivanl : 

Tout noinbve camplexe id6al ou existant $e decompose d*une manibre^ et 
d'uTie seule^ en facteurs premiers iddaux. 



nfiSEAUX ET FORMES QUADRAUQUES BINAIRES, 
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NOTE 

f I’ARTIK 5 ). 


Dans CO Mcmoire (de 1880), II, l^oincare (iLudie de nombreuses Lhi^oi’ies anthme- 
liques, doiU cerLaines, conimo celles des formes qiiadraliqiies el des fraclions 
conliiiues, avaienL diija fait alurs I’objel de Tiom])reux travaiiK [dcpuis G. F. Gauss 
(1901) jusqii’a Gh, Ilermite (i 85 ij; don I d'aulres^ comme celle des ideaux^ nMlaient 
encore qu'a leur debut (le Memolre francais de R, DedeUind est de 1876-77; le 
Rapport de D. Hilbert ne devait pnraitre qu’en 1897 ; la iheorie du corps des classes 
est encore en dvolulion). 

Sur de tres nombreux points, II. Poincare a, tanlot apportd des compldments 
essenliels (etude des reseaux de la pi’emiere Partie); tantot dlabli des liaisons 
entre des theories, cn apparence dill'cirentes (reseaux de points, formes, ideaux, etc ); 
tant6t prcssenli et memc amorce des metliodes et des notions qui devaientse rdvdler 
fecondes | interpretation geometrique des fraclions continues (p. i 58 ), produil des 
modules (p. i6(^), qu’il appelle « produits seconds 3), representation des nonibres 
quadratiques par des matrices (p. T75), etc.j. 

On a cru utile d’indiqiier, par des notes assez nombreuses, an cours du lexte, les 
relations entre les theories de II. Poincard et les theories modernes, ainsi quo les 
quelques simplifications et gdneralisations des raison nemen Is que permettent les 
conceptions actuclles, 

I. La premiere Partie du Memoire est consacrde a Pdludo des modules de points 
en tiers, de dimension a, dans un plan, ou a, des modules isomorphes (ddja utilises 
en cristallographie el dans la theorie des fonctions elliptiquos), Getle notion peul 
s'dtendrc, sans difficulte, a un espace de n dimensions; un module de dimension 
y est alors ddfini par une dgalitd malricielle 

II .ri, . . Xn II X A. {xi inddlermindcs eiitifercs); 

A matricc carree rdguliere, d’ordre /i, a lormes ontiers ou fractionnaires (ou mdme 
rdels ou complexes, sous la rdserve de contenir des colonnes imaginaires conjugudes). 
Elle est ddfinie au pi’oduit pres, ii gauche ( 0 ; par une ma trice animodalaire 
(a termes enliers et de ddterminant ±: i, appelde par IT. Poincard unitairc). 

Dans le cas de termes entiers, ou fractionnaires (^), on peut disposer du facteur 


(>) C’csL ii di'oite, si les coordonades des points sont disposfics cn colonne, cc quell. PoincarA 
adoptc, dc preference, 

{*) Dans le eas de termes irralionnels, la reduction est apparcnldc h la r/^diiction des formes 
(ddflnies et iaddllnics), aborddes par H. Poincard, dans d’antres mdmoircs (partie il), d’aprds la 
mdthode de la rdduction coiUinuelle de Ch. Ilermite, 




R^SEAUX ET FORMES QUADRATIQUFS lilNAIRES 


l8s 


imiinodLilairii, [luur nujltic* In iiuiLiicii soll‘^ nno ivnn'i rci/uiie, nulam menl oellti (|ui 
11 t'U‘ indiqiiue cl utilisce |)ai’ Gli. Hcrmitc ; 


Uw 

41 

. * (1 



o>> 

. n 

its, 1). (Ill = 0 

U,i\ 


• »■ 

till 


Le calciil ilc rclte n'diictioii (') peut sc fa ire par des reclio relies de p. ”.c.d.{ou 
<le (livisious et soiislraelioiis sucessives) sue les lernics dcs colonucs, les operatiuns 
cLaiil faites ';lobaleinpnL siir les lignes. Ce calcul s’applique cncut'c ii une malrice 
rccLangulaire de ni ligiics cl n colonnes, niuUipliee ii gauche par une maLrIco 
uiiirnodulaire d'ordre m. U foil mil nlors une base du module (de dimension egale 
oil iiifcrieiii’c a n), engendni par les ni points doiU les ooordonnees sont les ligiies 
de la rn a trice, iVppliipiee a une nialricc coniposee de deux inaLiuces carrees (regu- 
lieres), consliLiianl line base snrabundurile, il periiieL d’obteiiir uno egalite 


V — IV' 

1 


0 


A' - 11" 

U V 

'' 1 B 


n 


U 


(uiiiiiiodulnirc); 


le p. g. c. d., a di’oite, des deux mali'ices A et 11 esL alors D; leur p. p. c, in., a 
gauche, est la valenr coniiniinc des produits 

M A Ii. 


n. PoincariB aboulil an mcnie resullai (pour des mati-ices d’ordre 2 ) par un 
calcLil direct, moius melhodiqiie olmoins facilGmcnlgencratisable. Sans approfondir 
com p 1 tile men t ces notions el sans leur donner leur complete extension, il n’en a 
pas moins fait un usage remarquablo, noLanimciil pour la dednitioii des produits 
seconds (multiplication des modules el des Id can \ (p. iG'"!) cl pour ra]i]iroxiinatioii 
par des nombies quadraliqiies (p. 

II, Im dcLixienie Pnrtie, representation des noinbrcs quadra tiques par des points 
d’un plan, senible avoir etc moins heureuse. L’assimilalioii au calcul algdbriquo 
lies iinaginaires (module et nrgiimenl) ne pcui d’ailleui's s’elendre a des corps 
d’ordre superieur ii y. L’approxinaation d'un nombre (reel) imr une sonime de 
puissances d’un nomlire qiiadratic[ue fractlonnairc, ne scmble pas diGTdrer beaucoup 
de I’apiiroximaLion par une soinme des puissances del’invcrse d’un enlier ordinaire. 

III. La Lroisieme Pariie, application de la tlieorie des reseaux a I’etude des 
nombres cL formes quadratiques, est un des premiers excraples do liaisons enlre la 
thdorifl des formes, devcloppee par C. F. Gauss et Cli. Hcrmitc el I’arilhmelique des 
corps do nombres algebriques, qu’on peui faire remontcr uux nombres de Gauss, 
mais dont la tlieorie venail d’etre elaboree par E. Kuinmer, L. Kronecker 
R, Dedekind, etc. La notion de triangles anibigus el des periodes de ses triangles y 
est une interprdtalion geotndlrique de Val^orithnie des fractions continues y mais 
clle se rattachc aussi a la inethode de rcdaciton condniieHe de Cli. Hermile el 


p) Voir aolammeiil : A. CtiUTrr.ET, Les ^roupes aHliens Jtnis et fes modules de points 
entiers^ a"' 12 h 15 , uv'*). 



RESEAUX ET FORMES QUADRATIQUES RINAIRES. 
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au\ U‘i\vau\ de II, iMinko^\isl^.i siir la geoniclvic f/t'9 nombrea. 11 nVsl pas sans 
iiiLdi’cL tie remarquer (|ue Ins dellnilluns corrida lives, clans uiie periodCj tin triangle 
suivant (appelc! derive) el dit triangle anlect’deiu (appele prlmilif), donnent uiie 
e\pUcaLion inlnitive du iheorenie do li], Galois (*) sur les developpemenls en 
I'l actions continues de dcu\ nonihres ciuadraiiques conjiigm^, dont les periodes 
Sunt les meines, inals ecritcs en sens inverses. 

De noinbreux auteurs onl reclierclie depuisj soil des interpretations diverses, soil 
des uiodillcalions de cel algorilinne, dont on ne connait pas encore de geiuu'ali- 
sation satisfaisanle (-). 


IV. La notion dc mnlliplicalion seconde (on coinmulalivc) des reseaux est une 
des conceptions les plus origin ales du Memo! re. Kile a sans doule etc inspiree a 
IT. Poincare par la composition des formes (dc Gauss) (■’), dont elle donne un 
mode simple de construction (ou de calcul). 

Rile donne par suite aussi une construction du produit de deu\ IdeauXj el, dans 
ce cas, elle est presque imniddialement geueralisable a des corps de degre qiiel- 
conque. 


V. L’exposilion dc la llieorie des nombrea rQtnjdexes fc/enuu’ qui est Tobjet de 
la cinquiemc Partie, semble Ires proclie de la conception de R. Dedeliind (module 
dc nombres d*un coiqis algebrique^ invariant pour lout produit par des entiers 
complexes); cependanl IL Poincare scmblait n’en avoir encore eu qu’une connais- 
sance incomplete (^). II a utilise, moins complclemenL quMi aurait pu le falre, la 
representation des nombres algebriques par des matrices. II semble qu’il aurait ele 
desirable de prdciscr plus exacLemenl la notion de corps et de domaine d'integrite 
des entiers de ce corps, en distinguanl notamment les corps de base normale 

I + VP 

(discriminant sans facleur 4), pour lesquels il y a des entiers de la forme — - — • 


ICn conclusion, Il est permis d’esperer que les idcos de H. Roincare, roriginaliie 
de ses metliodes cL la hardicsse de ses conceptions, peuvent encore, malgre I’imper- 
fecliun dc leurs developpemenls el malgre les progres deja realises, 6tre Porigine 
d'acquisilions nouvellcs de la Science arithmetique. (A. C.) 


(*) Ann, de Math, do GniuioKNE, 1828-1829, K. Gnlois ctait encore a cette dpoque elfcve cUi 
T.yoic Lou ih-Ic-G rand. 

(D Notamment F, Ki.ein, Aiisgewdhlle KapUel der Zahlentheorie, 1896; A. GirtTCLET, 
An, lie. Norm. 1911; G. IIuMimnT, Journ. Uath. piires et appl,^ >917; G, Jcua, 7 'h^se, 

1917. 

(’) Fncovo qu*il soil possible quo H. Poincare ait eii I’iiituition directc dc ccLtc notion et 
n*ait constat6 qa’ensuito son application it la composition des formes et & la mulliplicalion des 
itliSanx, 

(*) M. P. Boutroiix a Aci’il de son oncle ! « II. PoincarA se servait rarement de livres, . . il ne 
poiivait s’astreindre u suivi’e la longue clialne de deductions.., allant tout droit au risullat.., il 
l’intei‘pr6tait et Ic reponsail ii sa nianifire. ... « 



SEPTIliME PAlVriE. - FUACTIONS CONTINUES {Notice, p. 7). 


suR 



f'oinples rcndta de I'Acadimie clei Sciences, t. 99, dpc'cmliri.* 


Jl uxlsLc, pour I’appro'Litnation simuUna(5e de plusieurs quanliles, des pro- 
omlus donl Lejeime-Dirichlct ct M, Kronecker oul doimi une UuJorie ires 
IVuilefois il pcuL y nvoir encore quclqnc a (^ludier sp^-cla- 

lomoiit ct eii detail quolqucs-uns dc cus proeddis. C^est ce qiii m’engage a 
hignalor uii mode particuUer d’approxinialion, qiii, A c6U‘ de cerlnms jneonvd- 
niouts, prdsGiile Fa vantage d’lme grande simplicity el d’lme jnlerprdtaUon 
gdorndtnquo facile. 

lUppedons d’abord I’intorprdlallon gdomdlrique dcs fractions continues quo 
j’ai donudo dans lo XLV1I° Cahier du Journal de Vi^colc Polylechntf/ue. 

Soil* 1» (luniUlKS dcu ils’agil d’approeWer. CoasU-uUouslc .'iscciu Uanra>ais, 

ii mnillo oni'rdo, donl ions les soinraels ont poui- coovdoiiniSos des noinbrcs 
e»aors. 11 s’agil de irouvor sur ce vdseaa dos points qui se rapprocheniltcau- 
ooup do la droilc y==ccx. Li> rdseau peal dive engondre par une innmld de 
pavalldlograramos, do surface qul peuvent lui servlv de tnallle. Cho.s.ssons 
im d’enlve cus OABC, qui soil lout enller dans le premier quadrant el qui soi 
uatvorsd par la drolte y = «., Cette droitc sortlra du ° 

eftws All ou par lo o6ld BC; snpposons quo oo soil par le c6t6 AB, 

Its,,n.rfqueaeO,parrapportaumllleudeAB.Up*^^ 

iouira des mdmos proprldtes quo le paralliilogrammo ( ABC, On obi on r 
'llnsl uno snilo IndiRme de parollAlogrammes jouissant de ces propr.eld . 
n. i\ - Y. 



KItACTIONS CONTINUES. 


lao 

soni li)s c(U 5 s (jomimius u duux ou plusioins do U((s |uu'(jl 6 lui;cuiiiiiu!s (jiii 
con'C‘)|)OiidcnL imx rdduitcs. 

Soil, inaintonan! a approcliuf biiniillaiioiticiU do deux ([tianlilds ])osiliv(‘S "j 
cM p. CunsU’ulsoiis la drollu / — z—^i£. Kiivisii^ooiis rassciuhlago a la 
Uravais cl on I lous Icjs soiiimets ciU I curb Iroib coord onuoc*.s uiilicM'Ob. II v aura 
lino iudniLci do ]ninilUdd])ipedes, do volunio i, cpii poiii'i’oiil siu'vio do inaillo 
a cot iibbcinldago. Soionl A, Jl, C troi.s boiimiols dii rosoaii, loK cpio lo 

tdiraedre OABC nil pour volume “* (jonipldLon^i los parallcMogrniiiinos OADIl, 

OBEG, OCEA, puis le paralloh^pipcde OAliCDEFG. Go. dornlor pourra sorvir 
do maiile a I’asseuiblago. Nous .supposorons quo la droile ^ =a,r, v -= osl 
a l’inlf*rleur du Lriodro OABC. Noins divisorons onsuilo oo Iriodro on sixaiiLros : 
OADG, OAGF, OCFG, OECG, OGEB, OB DO. Nous conservorons celui do 
CCS lri 6 dres qui conlient la drolle v ~ ccr, 3 ■ - cL surlofjuol noun opdrorons 
coinme sur Ic trl 6 di’o OABC. On sera ainsi conduil. a unc' siiiU! iuddfinio do 
triodros de jiliis en plus peULs el conlenanl lous la drollo ,)' z [i.r. 

Pour traduiro co qui preicedo dans lo laiigage analjliquo, appoloiis /n, /i, /K 
m\ /d, /)'; »/, //' lo.s coordoundos dos points A) B, G. Go dolenninanl 


m m' in" 

u n' n" 1 

P P' P" 

ol les lroi.s diUerniinnnLs 



1 I ni' 

m" 


in 

1 

m" 


in 

hi’ ) 

A = 

(/ n’ 

if 

, lt = 

n 

0 

ri" 

, C--. 

n 

n’ 'j 


Ifi y 

P” 


P 

P 



P 



sei’onL posilifs, En supposaiU quo cos ti'ois dGeriniuants .soionl oangAs piir 
oi’dre do graudom* d^oroissante, los coordoniuios do.s troi.s points Ai, B), Gi 
qui jouoroiiL lo mfinio i'6le quo Ics ivois sonunets A, B, G duns lo triodrosuivaiu 
.so rout 

?» m •+■ m' m 4 - /»" 

n n H- n' n + n' 4< if , 

P P-^P' P-^P' 

Los dddorminants qui jonoront le m6me i'6lo quo los Irois ddtorminant.s A, B 
OL C auront pour valours 

A-B, B-C, tl, 



I'HAri'IONS CON'I'INUFS, 


IH; 

(I’oM la atiiil siiivimli* : on i‘iiii}j:(‘ las li-ois (ll•l^!^lllilulllls A, II. ( pur 

orilri' til' ['.I'iiiitlciii' il(''t'roissaii(i', puis on ral lanrlic la sccontl tin praiiiioi' al Ic 
U'oisicint' till scfoinl, puis on optM’n tie mi'mc siir Ii“, irois noiivauiiv tlrtarmi 
nanl^ ohti'iitis, al ainNi ila snili'. 

r.alia i’aji;la '.'(’‘latol ltinni’'tlialainanl a I'approvliiial Ion '>iniulliuu'‘a ilt! n ipiun- 
litt^s. II ast ais/' il'iAulnar ronlra tia ('approximation. -Snpposons (pn' las aoor- 
iloiinaas /u , n, . Miiaiil da I'ordra (rnna ipumLilt'' Iri^s {fiamtlt' /, las d('>lar- 

minanls A, 11, {) st'ioni do I’ordrt' dt' 

llt'niartpions, an lariiilnant, ({n’oii pourrail parla^ar la triadrc OAIKI 
tl’apras il’iiiiiras lois nioins siinpha-, mais ipii ptnirraiaul iMra plus appnipriaasn 
aaiiaiii'. ilnI^ .sptM'laux. 


1 i‘ A n i l !■: i, 


l.ii ra{;l(t liitliipiiMi pai [(. I’oiitaarii paiil riiaora tdra axpi'iiiii'a nniiina suit ; 
tiiii' li;.;iii' (nialriao) da ti’ois nnuihras, posh M's, a rapporls hn'onnarn.siiraldas ; 

11 ' V 11 

asl railniti', si las uomhras soul raiij^r's dans I’oi'dra da j^iraailtiiir tlt'arois 
s.mltt : / On olilianl ima iioiivfillts li{»na dtt noiidiras [losiiirs, an la iiinlli- 

pliant pai' niu^ nuitt'iai^ tudinoiliilairit daiil I'aHal as! da sonsli'airt; las iltmxiania 
al Iridsiatna nnniliras da lain- |>raaaih*iil ; 


1 

o n 




1 

I) 

1 u 

I 1 

!l > ■ 

V 

; II 


Si aulla nouvallo ll}i:na asL aiiaora rdtlnilo, on la niuUipIio ii lunivaau piirlu iniima 
nialrica uniinudnlaira, flinon un la niultlplio par la uialrlca sultBliUitioii ^(iidccHsai- 
ranianl nnIniodnIairiO qni, nn jtarinntanl Ics larinas rinlonna iino li{;iia I'^duilc, 
('.as oparalinns, aontinndas indtdininnnit (pnisipia Iuh rapporls sotiL inaiionnDi.H), 
tionna.nt nna sinla da lianas raduilas, donl las lannaH davlannanl. inlininianl palits, 
(lalla raula asL Hiiu}da al f,n'!ndrnliH<>. arlla dn davolopponiaiiL an I’raalton aonlinitc 
d'nna lit^na <la ilanK taruias fan passanl |iar las raduilas inlarni^diuiras ; vtiir 



FRACTIONS CONTINUtS, 

ci-clessus p. 169, note (') et i 63 , note (■)]. Mallieurcusement elle ne donnu que des 
substitutions unimodulaires de la fornin 


S"‘ X Si X S"« X Sa > . . , , 

les Hi elanl des exposanls entieis positifs, et les etanl des matrices subslitutions, 
de cinq ^'aleiirs possibles. Or d ne scmble pas que ces mati'ices uniniodiitaiies, 
soient, comme o’elait le cns pour les matrices du second ordre, sufrisammenl 
{^enerales. 

En outre, ce precede de reduction ne s’applique qn'a des matrices de une iigne, 
alors qu’il apparait necessaire (an moios pour la recherche des unites d’lin corps 
du iroisienie degre) de former des reduites d’une matrice d’au moiiis deux lignes et 
trois colonnes. D’uilleurs cette reduction appliquee a un corps reel du iroisienie 
degre, dont les conjugues sonl imaginaires (conjugues), ne doniie pos, comme il 
serail desirable une suite periodique (0- C.) 


{') Siir la generalisation des fraclions rontinnes, vo/r A. Cuatulet, ft'c jYorm, Sap,, ign. 



lIUITlftMIi: PAIlTlIi. ™ INVARIANTS ARlTII.MfiTlQUES (//«a/)je, p. 7). 


SUH 


QUELQUES PROPRIETY DES PORMES QUADRATIQUES 


Coinptos vendits dc VAvudinuo dcs Sciences^ L. S'J, p. 3 / 5 /{- 3 /jO (11 jiout 1^79). 
(Mcnioiro pvcscalij), 


IjCs pi’liicipaiix probldiucs relalifs mix formes qiiadratiqiies sc ramenenl 
commo on lo sail, a uu seal : 

Heconnattve si deusc formes dojiiiees so?it dquwalentes^ et par quel moyen 
on peul passer de Vune d V autre. 

Go problenie esL I’dsolu depuis longleimps; des op6ralions asso/, simples 
pormoUenl dc passer d’uno lorme cjuelconqiio 6 uno forme dquivalenle, 
appel6e rddiuLe^ cl rlcn n’ost plus facile onsnile quo de rocoiinailro si deux 
formos rdduilos soiiL dqnivalenlos. 

PappoiTe aujoiu’d’hui uno nouvcllc soliillon dc co problemo gdndral, solution 
doslindo, non pas u reniplaccr I’ancicnne, qui conduit A des cnlculs nioins longs 
el plus simples, mais a appeler I’atlonLion sur cerlaines propriAlds dns formes 
qnadraliquos cl des nombres idfSaux correspondanls. Je rtisunierai on quclqucs 
mots les principaux rdsuUnls obteuus dans ce travail. Tous les ihdorfimos 
qui y sont dAmonlrds reposent sur une notion, nouvelle, cello des nombres 
corrdlatlfs (^). 


(') Gos nonihrcs corvelati/s sicmblcni avoir iiij appelcs itn^arianls avitkm 6 liqucs dans la 
Note suivanie (dn 'xl\ novcinbve 187c)), p, 193. (A. G.) 




I<)0 


INVARIANTS ARITHMETIQUES. 


A cli[iqu(3 nombre icldal (ou, aI I’oii vciU, a cliucjuc! forme) coi’rusjioinl ini 
nombre complcxe oxisLanL, que j^appellc son nombre correlalif, 

U y a line infinite de system os do nombres coi’r(5laLifs, in a is ccs sys L6mes 
peuvcnl se diviser en uu nombre rcslroint de classes. On vcrra qne, dans co 
Lruvftil, j’ai envisage cinq classes de nombres corrdlaLifs, Irois pour les formes 
dofinies, deux pour les formes indufinies; inais Ics infiiiies principcs a urn i out 
perniis d’cn former bion da vantage. 

Dans chaque elassc, il y n line infinild de syslcntes de nombres corrclalifs, 
el chacLin dc ces sy'st^mes cst d^fini par iin paramctve JC qiii peul oroiLro indd- 
linlmenl, mais qni dolt resler enlior positif. 

Void quelles soul les prindpales propriclds des numbres corrdlatlfs; il va 
sans dire que le systeme est suppose (Idlcrmind iino fois pour loulcs ^ 

i" Los nombres corrdliilifs peuvenl se calculer (\ I’aido d’in Id grains defmics. 

2" Tout nombre complcxe exislanl a pour corrdlnlif taixlol hn-mditu', lunlol 
son module (selon qufil s’aglt d’une classc 011 d’unc aulro olassc de corrdlalifs). 

Le rapport de deux nonibrcs itldaux do iiieine classe, mi son module 
(suivanl la dasse do corrdlatifs choisio), osldgal an rapport do lours corrdbuifs. 

4 ^ La Urn i LG du corrdlatif d’un nombre iddnl doniid, quand Ic pnromclrc K 
tend vers lUnfini, est celui des multiples exislaiiLs do ce nouibro iddnl dontle 
module est le plus petit, ou son module. 

Cos proprietds perniotlcnt de rdsoudre les principnux jiroblemes rclnlifs nux 
formes quadra tiques. 

A I’aide dc la secondc, on pout rdsoudro rdquation 
OU a est un nombre ontier dound. 

A I ’aide de la irolsieme, on recommit si deux formes donndos sont dqui- 
valenles. 

Enfm, a I'aido de la quatideme, ou ddlcrininc quel osl lo plus petit nombre 
qui pout dire roprdsonld par unc foriiio donndo, oL I’on pout Irouvotq pur 
consdquont, la forme rdduilo d’uno forme doiuido, 

Gotto thdorie se ratlaclie d i recto 111 enl a eellc des Tone lions olUptiquos, ol la 
me me mdthode qui a perm is de calculor les nombres corrdlntifs par cl os intd- 
gralos ddfinics permot d’exp rimer dgaiomciilj a raidc d’unc intdgralc ddfinic, 
les fonctious doublemeut pdrlodiqiics. 



INVARIANTS ARITHM^TIQUES. 


I'Jl 

Le calcul do ces Inlegrales csl assez long; lunis pouL-elrn pouiTa-l-oii lo 
simplifier, et arriver assez vile a une approximation siiflisantc pour reconnaiire, 
par exomplc, si le no mb re corrclalif pout <iLre iin iiombrc coinjiloxe on tier, el, 
dans le cas ou coin serait possible, quel poiirrait etre ce noiubro complexe. 

11 suffira. ponr cela, dc calculer I’iiildgrale avoc ime approximation d’une 
iinili pour la partic r(^cllG, nvec une approximalton egale a \/D pour la partie 
imaginaire. 



SUR LES FORMES QUADRATIQUES 


Vomples renclus de I’Academic des .Scte/icej, t, 89, p. iiovninl)j'<: 

(KxU'iUt par I’AiUour) 


Celto Nolfi ost deslin6o a fa ire suite a iiii travail analogue pr(1sGiU<i a 
l’Acad6mIo le ii aoOt i87{). Go travail avail pour objot ccrtaines propri( 5 t( 5 s 
des foianes quadraliques difiuies cl iuditiuiesj je n’ai fail ici (|ue ■devcloppcr 
les r^sullals oluontis, eii jne restreignant aux formes d6finies. 

Apres avoir dound une expression nouvellc dos fonclions doubleuioiil perio- 
illqiies sous forme d’iutdgrale ddfinie, j ’envisage iino forme quadra lique ddfinic 

F = ani^-v- y bnin -f- on-, 

a laquelle je fnis correspondro un rdseau paralldlograniina Lique ( ' ) H, dont los 
dilTeronts points onl pour coordounees 

r 

X = m \Ja-v n—zz’i 

Dans ces expressions do x cl de y, m et n peuveiit prendre Louies les valours 
enlleros, positives cL ndgnlives. 

Do ccLLe fuQon, a une forme F' uquivalonto a F, correspond un rdseau 
dgal A R, et, pour c banger H on R', il suffil do lo fnire tournev nuLour dc 
I’originc, d’nn certain angle 0 que j ’a p polio angle de transfonnatLon, Jo 
donne le moyen de calculor les paramelros de la transformalioii quand on 
connalt I’nngle 0 el les coefficients des deux formes F ot Fb 

On sail que, si F d drive de F' par la Lrans forma lion 



(') Cette notion a 6t6 ultdrieuremcnt <5t«cli(5c dc fajon mi5iliotlitiuc par Tl, Poinrard. {Voir 
Mimoire ci-dcssus, p, ri 7 , public en i88o.), (A, C.) 


=V^'- 



INVARIANTS ARH UMI'tIQIJE.S. H|:J 

(lu a, (iy Y) sDiU il<)s (|nimlit(Vs (|U('Iuo)i(|(M!s sulislui-^uut i\ In coiiilllioit uniijiH' 
• [■'Y ‘i (jniuitih! h- ' ar pu.s nlu'in'i' piir la Iriiii'iloi'inatioit, t‘l 

c’nsi la 111 hcul itivariaiil ilrs foninis (|iiaili'ati<|iias. 

Mais si, ill? plus, las paraiiialnts «, f3, Yi '> assiijoUis a raslcr antiar.s, il 

axisla lino inliiiih’i do i'oaolioiis dos Irois ooid'lioioiils a, b, c ipii uo soul pas 
allon'os par la li'uusloniialioii. 'I’ols soul, par oxoiiipli!, los oooKliiii'iils do la 
lorino rodullo o<|iiivalonlo A la loiioo doiiuoi*. (los roiiclioiis soul, pour aiiisi 
liiiM*, dos iuvariaals ai'illiiur'liquos, poiolatil ipio h'^ (tv osl uii liivariaiU al{{ 0 '' 
liriipio. I’ai-iiii n;s iuvai'iaiils, j’oxaiuiuo on partiriilior los soiii's 

II i > III I <■ 

V V ‘ 

jimJ ^ iunt” I ' o/r-p 

^1 » hi 0 


(on I’on doil ovolnro los valours tn o, n o), <|ui ponvont s’lixprnuor a I’aido 
d'inlofijralos dnnhti’s di'dluios. Mais la oonnaissanoo d un invarianl uo doiiiio 
(ju’iino idioso : uuo luuidilion ni^ooHsairo, mais non siiffisanlo, do I'l'apiivalouco 
do donv roriui's, lai oonnaiHsanoo dos oovariants arillunr'iltpios poruiol, an 
oonlrairo, do rooonnatlro a ooup sdr si doux rormos soul uquivaliuiU's ol, si olios 
lo Hont, do Irouvor la li‘unsrornialion qni ponnol do passm* do I’niio iV I’auln^. 
.i'appollo vovdi'fttnl (') loulo ronolioti ilos onorindonls d’nno foruio ipu osl I’jj^alo a 
la ionoliou nnalo{{no dos oooffioiouls do touto rornio oipiivido.ulo inidllpliAo par 
uno ronrlioii oonnuo do l’an{^li‘ do Irimsl'orninlioii (J. 

Si dono on oonuidl doux Forinos 1'* ol I'*' ipio I'on sail iMro oipiivalonlos, on 
oalonlora lo oovariaul do olinonno d’ldlos, ol, du rapporl do oos oovarianis, on 
di'Mluira I’aoilonionl l'an|i;lo 0 ol, pai- oonsoipionl, los [laramOtros «, fi, Y> *5 do la 
Iransforiualinn, Si I'on we .w/// jtns a I’nvnnoo ipio los doux formes soul, oipiivn- 
lonloH, on xifp/xK^tuui ipi’ollos lo soul; on oalmilora v, fi, \\ fJ, ol, uno Fois ipio 
I'ou oonnidtiTi los valours ipio dovraioni avoir oos paramAlros,a siqqiosor ipio 1*’ 
ol P soioul oipiivalonlos, il sera aisi'i do roi’outiiiilro si riivpulln'so failo audiMuil 
lUnil. ox nolo. 

.I’ai onviMii?!* uno sorio di* oovarianis arilliinoliipios 

III \ f II t / 




in \it( \ n 



\Jh" 110 \ 
v''/ J 


•H 


1 


f'l l> U'nno ill) t'ovannnl aVst pioi priN lai (Inns mai maiH Itiiliilarli rar il ll(’•rtlKa«' aac 
Hioa i|ai uii iioiilioat piis lii» viO'iiihlrM. 1 1 juinill iivalr i'li’ iihaiiilnam' i'iihiiUi' pur II. I'oiacnri^. 
(A. r..) 


II. I'. 


I » 


V, 



SUR LES FORMES QUADRATIQOES 


Comptcs reridus de IWcadiniie des Sciemes, t. S 9 , j». (a'l in>vi'inl)i'(j iftvf;). 

( KxU’Jiit par l’Aul(Mtr). 


Celle Nole osl destindo ii faire suilo a un travail aiinlof^iie pr(';sciUe5 a 
I'Acadomio le 1 1 aoiH iSyg, Go travail avait pour ohjot ccrlaines propriet{^s 
des formes qiiadratiques difiiiics cL inddlluics; jo n’ai fail ici quo d^velopper 
Ics rdsullals oblcnus, on me restreignant aiix formes d6finlcs. 

Apres avoir doan6 une expression nouvellc des fonctious doulilciiient perio- 
diques sous forme d’iutiigralo d6finie, j’ciivisage une forme qiiadraliquc dAfinio 

F = a/n--[- 'i.bmn -t- cn-y 

a laquelle je fais correspondre uu rdscaii parallAlograniinniiquo (') dont les 
dilTdronls points onl pour coordonnees 

r . ^ 

X = m n—^-i 

Dans ces expressions do x ct de m cl n pcuveiit prendre tonics les valours 
enliei’os, positives et n6ga lives. 

Do cette fa^on. a une forme F' dquivnlcnle a F, correspond im rAseau 
Agal a R, el, pour changer R cn R^, il suffit do lo faire lourner auLour de 
Forlglne, d*un certain angle 0 que j’appclle angle de transfovnialion, .le 
donne le inoycn de cnlcnlcr les parainelrcs de la transform a lion rpiand on 
connait I’augle 0 et les coefficients des deux formes F e( 

On sail que, si F dAi’ive de F' par la Iraiisformalion 

[p s] 



(*) Cette notion a 6t6 ultfirlem’cment 6ludi6e dc fagon naclhodiquc par 11 . PoinrariS, (Voir 
Aldmuire c[*(Ics8us, p. 117, ptiblii^ cn 1880.). TA. C.) 




INVAUJANT.S AlUTUMlVriqUES, 


"J'J 

nil c<, fiy '| , «) soul ilus (|iiuulil(Vs i}iMtl(;nii(|ii(!s stuisrai^aiil ii lii ooiiditioii 

0 ") * t^Y ') (jiiiintihS //-' • (ir iiY'sl pus pur la li'ausrortiialioii, al 

c’t'sl la In soul iiivariaul tins ftu'iiu's ((iia«iratl(]iins. 

Mais .si, tin plus, Ins paniiuntnts o', f 3 , Yj assupillis a l•^ 5 s^nl’ nuli(!rs, il 

n\ist(* tiun iuliiiili't do roiintious dtts Iriiis i:o<d'(ini(!uls d, (f, r <pii iin sout pas 
alli'i’Yos par la Irausloruialiou. 'I'nls soul, par <'\t*inpl(!, his nonflinu'uls da la 
rornin rndiilln nijuivahailn i\ la roniMi domuh*. (h's loui'lioiis soul, pour ainsi 
<lirn, (Ins iuvariaiil.s arillniit'litpins, pitudaul <pii' /;* dr «>sl iiu iuvariaiil al};[('!- 
Iiritpin. I’nniii niis luvariauls, j’nxauiiiu‘ on parlii'iilinr Ins s('‘rins 

V V ' 

JmU (<///«" I '•fnntl ' <•/('■* r 

<1 y III r 

l^on Ton doit, nvcliirn Ins vahitirs n\ o, // o), (|iii pniivnnl s’nxprini(‘r a I’aidn 

d'iuti'jj; rains douldns dnliiiin.s. Mais la nouuaissauni! d'liu iiuariaul un douitn 
i|uhiu«i niiits(> ; iitu! noudilioii ui^nnssaii'n, itiais uou sid'lisauin, da r('‘(piivalnticn 
do dn(i\ roi'inns, Iiu noituaissauia* dns novariauls arillkiu«'iti({ui'S pnriiinl, au 
noutrair(*, do rnnoiiiiailni a coup sdr si dntix loriiMis sout (hjuivaliiulns nt, si (dins 
In soul, (In IroiUMU' la Irausldniiulion ([iii pnriunt dn passer do I’imn kVl’iiulrn. 
.I'appulln noiv/r/o/i^ (' ) toiiln rounliou d(‘s itonriininiils d'uun roriiu' i(uinsl r){'alna 
la idunliou aiialoj'un dos nonflininuls di' touln roriuo ncpiivahuiln iiiultiplith' par 
uiio Idiudioii noniiun do i’au^h‘ dn Irauslornialioii 0. 

Si dtmo ou nouuall. <lniiv loruuis K nl h*' (pin I'ou .vvaV lUri' ('(piivalnulns, on 
lialnulni’a In novariani dn nlianuiu! d’nlhvs, nl, du rappoii dn nns novariauls, on 
di'Mliiira faidhuiiniil l'au|j;ln 0 nl, par nousiMpinul, Ins paraitiiHr(‘.s «, *,•, 0 dn la 

Iraiisroriualion. Si I’ou nr xnit pfts a I'nvaiinn (pin Ins d(*ux lormns soul lapiiva- 
Inulns, on ipi'nllns In soul; ou (udnulnra «, fi, yt «i ”i‘<’ '|”‘’ 

I’lm coimaltra Ins valnurs (pin dovrainul avoir nn.s parainiMms, a supposnr (pin h' 
nl h’' soinul ('‘(pdvidi'uh's, il sora aisi'i dn rnnoimaiirn si riiYpolloSn failn au di'dint 
(dail. (>xanln. 

.I’ai nuvi.sa|^(' nun serin dn novariauls arilhiiu'diipins 

III t y « I y 

V V 

Jmtti Jm4 

III #1 . /( 


/// vr/ ( 


( h I \ht‘' 0(1 \ I ■ 

Vo * "71 


(') tin Ini'iuo ill' nniwoia/ u'tisl ji.is pctK ini ilann Boii wi'iis hiiliiUu'l, cnr il ll^•Hi^lnli laifl nxiaus* 
sinii i|ui lilt l■ollli(illt i»m Ian viO'iiihl(*s. Il |iiirait avoir iHi' idiamloinir cntaiilc iiiir II. I'oiaiairi^ 
(A. 


II. i*. 


I » 


V. 



INVARIANTS ARITHMfiTIQUES. 


I')l 

utj’ai donnij deux uioyeiis de les calculer, soil a I’aide d’niie iiil6grale dtifmio 
soil a I'aidc do la s6rie 

m-= -0 

ou u,it rGpru>)enlc la somme des puissances ( 2 / 1 ' — dos diviseurs dii 
noinbre m. 

Gonune application, j’ai donnd la decoiiiposilion d’uii noinbre proinior do la 
foi’iue 4^^ + 1 1 on doiix carries, an nioyeii d’uno inl(5gralc dc^inie. 



Sllll m INVAIUANTS AIUTIIMCTIQIIKS 


.i'.'inrin/iitti fniiirtii<i' pntir I'lH’ifiK'i'tnrnt ili‘\ .SV/iVJCfJs, lo" ji. 

( r iivi'il iSSi). 


J<‘ vnis lihortiluir (riihnrd i\ (5\|ii’liiu>.i’ !(“. i’(iin:litms douhliMiKinl jH^i'i<)(ll(|uns « 
I’lililo <rinl(-^nil('S tli'liiiidv. .ri‘iivi'ia|j[<'i i\ i:i‘I (‘Il'cl, In fjmrimn Miiviinln : 


i! , I < , y It, in 


in V V 


;■ i/ Kill /lit .1 '/i fittt iut 


(liWinin [mi‘iM. Appi'll (') nl <|iii nst imx fcunMiMUs i‘llinll(|u<'s nc A col.^’ 


la fniirlion * ' ' ' 
!(.< ) 


.In <lis ({ii'j'lln s'cApi’iiiuM' u I’liidn d’uun inli!fi[inli! ili''rinii‘. Sapposon.s 

. i( tun ‘fin nil sn piirlio vAolIn ii(’';>nliv(!, On n iilniUifjncinonl 


» t itm hn 


1,1 <r n til lill' 1 / J,, 


l)(inn, fii pour louU's 1(!S vnlciirs do /n nl do n, ,r c/ mu hn O 
,r - fi <un liu out lours piuiio.s rAidh'^i lu'j^nlivos, ou n 


II, / w I ^1 ( I J t * ’I //* , 


P) II Stiiiililn ,[01* II. I'lilni'io’r I'liil ullnHiun ti lOtr Nm,' Ait I’. A|,|,i'll ini\ ('iini/i(i'\ nuttltts lir 
/ //('V Si'iiuin"! An r; nuvi’inlio' iS/i, i,,i 'mmA I’OirlKir^i Icm (thiMNcit hiniUn, vni'H 
(Hqiirllnti Innl nil pniAnil AniilAniiinnl oiliiii 



;jHii I /H'l' 

I tUlo I /Mil’ 




Hht' 


|inni /I il,' /• I, I t, t'l HI fli‘ 1 I I'lnoimt l.i (.lutn il<iio lo'. nniiAii'i's ( I’lilu'i''' ) in, n 
hnitlmit M'iN I’ininu. 

I’lii full lit Hiiinnin i|iii (li'Ainil In Imn Liun 11, ii'cnl |Mm .Ai‘«n|niiM'ul rl il fiinl 

I’ui'Arn Ach Irinirn. (A. fl. | 


invariants arithmetiques. 


igl* 

ou 


ou cniin 


U, 


[ g 3 ( A -7 ) _ gs ( ^ g-rt 3 m ^ 0~h3n cl 
® m=o nr=i 


Hi s’exprime done a I’aide d’uno inlugrale ddfinie, pourvu que 

])arlie recllc | / — j ~~ am — bn\ < o, 
panic loellc [./ — 'i — am — < o, 

ce qui exige 

panic icelle de a pailie nicile de h > n, 

panic niellc { i — (/ - h ) C, '*> panic recllc dc (a' — [1 — <r '>• 

On aura de nieme 


IJ, = X 



eA3'ar-;j)j 


C ilz 
(i — (r"^-){i — 


I 


si X est un nombre tel que 

panic rcellc de Ka ^ o panic rcclle dc \h > ti, 

panic recllc de ).i / — y ~~~ h ) o, panic rcclle do ).l.r — [j — b) o. 


I’our qu’oii puisse trouvei* lai paroil nombre X, il fauL el il suffit que le 
poiygone couvexe circonscril aux qualrc points 

a, b, b--cf~~jy — 

n’enveloppe pas I’origine. 


Envisageons la fonclion doublonient pdriodique a deux iulinis (^) 




( .t, O', |j j ^ ^ ^ ^ — 0/1 ^ 


/il ' y) /i:=s — , 


on a idontiquenicnl 

1 I 


F = 


,E — a u‘ — 


lli(«, — «)-f lliC— tn, ili(- b, a). 


Chacune dcs fonclions H qui entre dans Eexpression dc F s’exprime 


Cj Voi/- la Note (*) ci-tlessus, p. ig.j. ( A. ) 




INVARIANTS ARITIIMinTQURS. I<)7 

pur une intcigralo d^finio, poiirvti qii’miciin ties qualro loros convoxos 


it y 

//. 

h 1 

a - ,t'< 

A 

1 [t — 1' 



- (t -1 

a - 

— a ] 

1 [i - r 

— <(. 

- A, 


'J 1 ) 

- h 

t p ™ 1 

- 

Os 

a ; 

a — 

(1 \ 

I p r, 


iiViiivoloppo Forigiuo; c’osl co qiii arrive si les jjoiiils a :v et (3 a: son! 
iiU6i’ionrs an paralhilograainic Q ([ul a pour sornincls 

a i h (( — h — <! -- h h - <t 

Or on no change pas la fonotiou F oil ajf)UtanL a y. mi h (3 des imilliplcs dos 
prtriodos; on pout done toujours disposer dc & el do (3 ilo lcll(! sorln (|uo « — 
el [3 — ,v solonl inldriouvs a Q, 

La fonclion F pouL done toujours filro roprdsenUhi par une inli^grale diMinic', 
II eu ost do mdmo dc el I'on on oblienL I’exprcssion par voio do 

dilVdronlialion sous lo signo j ' • 

Or Louie fo lie Lion douhlomoiU pih’iodiquo s’oxprliuo liiKhuromenl a Taido dc 
fonctions loUos quo 1*^ el 

Done tonic J'oncUon douhlcmcnt pModiqiic s'exprhna par unc intdgvaio 
df'ijlnta. Les liniites d' integration aonl zero c/co. fdifonrAionsousfcsignc j 

eat ratlonnellcy par rapport it divnrscs pumanccs cnlih'cs dc z rlh dire rues 
e.vponciUialtes dc la forma (r -^ at 


Oonsiddrons, on parliculicr, la fonclion (*) 





1 

C/r — am - 


hnY 


{'j ('.’rst hi liniilc do | n(.v, 9, (?):(« — P))i iioiu' ot — [1 icniliiiil vurs zT'i'o. Cello HOtnmu 
com mo la iirecciloule n’est pas nbsoUmtenl convcrgcnlc; ellc lo dev ion I (jiianrl on ret rancho do 
ohtiqiic icrnie (comiiio il csl iiuli(iu6 dnna la NolicC) p. lO), an valuin' pour ,r mil. h'llo 
devicnl alora 




L ( X — am — bn )’ ( am -h bn p _ 


^ i/"* f\ 


Lu Hoiiimc eat lil endue {i toiUos les valeiira do m cl n (unli6i'e8). Lea <^pt{) anal di^llnius 



INVARIANTS ARITHMETIQUES. 


En posaiit 


on a ( ‘ ) 




3 )^L'~ . /| r' / N , 

,1 -at •) 


d’ou il suit que la fonction o/, (<y) pent eLre reprc^seiit(5e pax' une inli^gi'ale d^fmle 
dft la forme 


J'^ -2A-ip 


ou E' est une fonclion ralionnoUc do diverses exponoixlielles do la forme 
el 

La fonclion Va({?) esl lioloinorphe, toules les fois que </ ii’esl pas reel. Elle 
jouil des deux propridLfis siilvanles ; 

i“ Si Eon change q eii 

(9 - s’ 

oil a, (3, Y, (3 sonl des entiers tels que of 3 — = i > yi,{q) se change eu 

( YY H- S)^'^ ). 

2 “ Quaud la pnrlie iinaginaire do q esl posilive, ^k{q) pent se ddvelopper en 
si^rio et Eon a 

n =z JO wj 

, vx I (2X7:)-^ V' „ j 

-- ......(.A-,) Z , ° "• 

(i I HJ :r: 1 

Dans ceUe fonniiie, ii„i reprdsente la soinine des puissances (aA — des 

diviseurs de m. 


par ( A ^ a ) : 


¥jt(7) “ I fjifi ^ ff ) ' / ' (LouLes valeiirs tic ni, «, anuf o,o). 


La propriatc tlMlre e\ primes par cics iiildgralea rcste valaLlo. Dans le M6moire siiivniiL 
(p. la notation adoptee esi 


^{am-i-bny'' A’* (i j" 


II est bleu signal^ qua ‘I»5=: 9, n’esl pas absoliunont convergent, (A, C, ) 
(') Les coefficients ont rectifies. (A. C. ) 



INVARIANTS ARITIlM^JKjlJl.S, 


* UI) 

Vo^'ou!) niiiinltjutiiit ijiud poiil dlro lo lAlc aritliiiidliijiie (In (Kis louclions ly/, (^y) 
(Icml luiU', v(!iu)ns (In dominr dciix nxprnssions, I’liiu! par une iiili^^M'nIn dt'iliiiic, 
I’antiT! par uiks s(h‘in nonvnrf^ciiln. 

Oil iippnlU' <tl ^rln'iijia' dn In loniin l'’(.n, ) ) IniUc fniinllon ch's 

nonriiciifiits d(* nt'tln Idniin ((ui nn cli!in{»(i pus (piund on fiul 

,n 0 r' I 

,i y.t ' ; 5,) 

(h'i !>■, p. Y> d soul (Ins iiornlirns iiu(‘lc<iu<{u<‘s In Is quo 

C' 0 J-iY - 1 . 

Do iiK'mn, on njipnllni'n iiivtt riant arit!ntifHi<fur dn I*' louln foiinlinn dns 
nooriininnls dn nnlln formo qui lu* clinii|;n pas ipiniul on fail 

. r/ ( ' I jj I 

,y ' ( ''' I '> 


oTi (x, ft, “iS (I soul (Ins Jiomlu'ns rntifrs lids (pin <y 0--. [5^* i . 

Oiin formn lliu^aiiT! <(.v \ hy n’a pas d’iiivai’iaul ai^(ilii'i<pin ; nlln a, au 
noiit rains, dns tnvartanis ai'ilhi)ii''t upins ; par nxninpin, Ins s(^rin.s nonvnr^imlns 

MmUifun I h'a \ hj 


I, ns ijivariaiils arilbnuHitpios pniivniU snrvir i"! ronomiailrn si dnux I or in os 
( pi ad raid pi os <{rjinh\s I*’ nl 1^'' do indiiio d(dnrminaul soul ibpiivaliMili's. 

Soil 


h' I •* 1 0^1'" 

h' I "h'yy I a')'" 


iiKid 

taoil 


■' \d( I ,i 

j' \l(t' I 


h t \lh" Hi’ 



, // I \///( it' v' 


On doil avoir 


tt" - //(' ti' r | 1 . 


b'li ouLi'o si Ins cloux Ibnuos soul ('•qiiivalntilo 
valours ouliiiros do «, ft, y, (5 tnllos (juo ao*— 'fiy 

(I) (f ((X, ■(■■'• (• (O'' V'-)' •(//(«•''' } (i.r'l (Y>r'-i (MY.r' i 


s, on doil avoir pour dns 

I 


oil hiini 

(j hix) (aa/'i ( 1 ,r') \ltt -i (y.r 


, ^ ,.h - HI* , 

Y'*’ “t-f)/) -J-y 

s!o 


x' \/o'-( ,1 


, // I- Jt'i? 

■ 



200 


JNVA.RUNTS ARITHMETIQUES, 


On en conclut ( ' ) 



En. idcnUPmnt los parlies rdelles oL imnginalres des coefficients cle os' oi de y' 
dans les deux raembres de (i 6f.v), on Irouve en posanl 

panic i-eelle dc >. = y, partic imagmairc de ). = v, 
y /j ^ jj \fud', 

+ 56) = {\iO'— V \/n) \/a. 
y ^i) = V /a a', 

Oj\/l)a'= (v6''l- [j, \/r)) \/»7 

Les dqualions (a) el (3) donnent les valours do o', (3, y, d, si I’oii suppose 
que F cl F' soul dquivalenles. 

Pour reconnailro si F el F' soul dquivalentes, on opdrora done de la facon 
siiivante : 

On calcnlera 



avec une approximation snffisnnle pour quo les Equations (a) el (3) donnenla, 
P, Yj 0 ^ moins de ^ pres. Coni me ces nombres do Ivon t 6tre enllors, on 
connaiLra alors exaclement les valcurs qu’ils doivcnl avoir dans Fhypolhfise de 
I’dquivalcncQ. 

Si eri donnanl h «, (3, Y) d les valours ainsi calculees, I’idontil^ (r) esL 
vdrifide, les deux formes sont dquivalenles ; si Pidenlitd n'est pas v<5rifi6e, on 
esL certain que les deux formes ne soni pas dquivalcntes. 


(*) On a conserve le calcul nidme dc II. Poincard; il seinble cepeiulnnt ddstrable d’utiUsci’i an 
lieu dc 9,, line somme absolument convergetUc. On peut alors determiner y. par In condition 



La mdtiiode rcste ensuite valable. (A. C.) 
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!)(i in(hiH) Ids I’liniK^s lini'miros, Ics loniios (U‘ plus rlevc's oL luh 

sysU'jiix^s (i(! iDi'nuss onl dos iiivariimls lU'illiiiu'ilxnH^s. ('(0nsi(l('‘i’(ins In foniK! 
(]naiIriUi<|ii(> 

(>\) it i'- I ''h.t'} I «-’)"> 


h' nv |). 


Si I) ' ^ 0 , a jioiir invariani ai'illini(di(|U(! la si'irict 


Jmji{<tin'* \ •> 1 ) 111/1 I r/t'i)^ 


k (isl iiu ontidi’ (jiiclcontpK! ( ' ) I't I’nn tloiiiit! a ni al i\ rt sous !(> si^iu* V tons 
Ui.s .syslrnuts do valours .saiiC 


//t /I n. 


Soil muinlouauL I) mi at / (>1 /i los dtuix plus potiis iioiuhros (uilior.s tols 


/" I)//" 


Soil ) 


), • iiiif’:(/ ! ) . l.on(/ a \d)). 


\ a \ foruu! (4) 1' onooro pour Invariani urillinnUiqiio la sdrio ( ') 

(('.) V ‘ 

1 •>/)/>(/( I 

k (‘sl tin onlittr (|noloon((tio (') ; inais I'on donno m ol it n sous lo sij^no ^ Unis 
l(‘s sysU'tinos tin valours onliiS'CS uds ([uo 

//t i( 

tit < 1 , // ti, 


Ko sy.sldim) dtKS doux fonnos lint'airos ((;onjut;iHlos) 
(>/ t «' \/l >),f 1 { 1^ ! \d)) t , 

(« (li 


( ' ) .Siiia’’i 11 ' a i' {i I . 

(') I.U(( rlt^'OHai' Ic luJtill'illlUU! lll''|l^'l'Min. 

(‘‘I 1,. I.i‘|<‘tiiu' 1 lu'ii lili'l avail tililisi't ilii Ii'IIch ‘ti'-ilru. I(. i’oitii'.u'i'! Id 'lih’iailD (I’liillciU'H 
iluii't Id M«''iiaat'n anivaiil (|i. 'Kil), ( i'oir aassi /',*/(<’>'. tlt'.a .SV. Math., I’UIU. fiMtigaiMU, I-i;?, 
If :r,*. (A. <;.) 

I *) S»|iDi ii-ur a 1 1 

11 IV -li 
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INVARIANTS ARITHMETIQUES. 


a pour mvarianl arilliineti(jue la 

(-) (->1 a y'. ri r ) ^ — jTxr ’ 

X' ) [(a H- «' -4- (P 4- P ■^’'1 

^ H- ([l-(i v^n)«f~^) 

/: esl un u ombre onliei* quelconque et Ton doime u /« ol a 7i les niemcs 
valeui’s que clans Ja sdi’io (6)* fleiiiurqiious quo I’expression de 0, dans luqucllo 
eulrent dos exposanls iiiiaglnaires, pourrait ofirir quelque aiiibiguitd; nous 
I’dvitorons de la fa con suivanlo : 

Soienl 

Al = (« 4' a' v'H) ni -H ( p -- fj' \/U ) ft, 

^ = (a - «' \/n) f,} -4 (P — p' \^n) «. 


Si M esL posit if, on posera 

jj = valeur arltlunclique de logAI, 

Si jM est negalif, on posera 

*ji= \aleur ai’itl)meli<|ue de Iog( — M)-!- /jt. 
On aura de mdme, suivanl Jes cas 

V = valeur aritlimetupie de logN 


ou 


V = \aleur aritliinetique de iog( — N)4- 


On posera alors 


=2- 




Les sdries ( 5 ), (G), (7), sonl susceptiblos d’etre reprdsenldes par dcs inlc^- 
gralcs doubles de la forme 

r" rvdzdi, 

* '(1 *■^0 

ou F esl line fonction ratio nnelle de divers es puissances (enlieres ou fraction- 
miires, r^elles ou imaginaires) de c, de t, dc e= et de e'. 

De ni^me que la fonction (p^ pouvail servir h reconnattre T^quivalence do 
deux formes qu ad raliqu cs ddfinies, de m^me la fonction 0(a, o, b, i) pent 
servir, par ie m6ine raoj'on, a reconnattre I’dqnivalence de deux formes 
ind^fmies. 



SlIU IJ5S INVAIU/VNTS /VllITIIMliTniUES 


Joiinidl I'tii ilii’ ;•<'///(’ mul nni'fwnnillo Mutln'imih'h {Juurmtl i/c ('vi'Kv), 
ll<l III ji. M<) [fx) 

N’ltliiiiH' )iiililii'' i'll Himvt’iiii' (if 1 1. LiiJl'tiNr Piuii iii Ki ( tSori (Hfii)). 


I. Intvotluction, 

1 iojiHimi-l )ii‘icliliil (Inns i'(nmii'(junl)lii}( : Stir drx 

xcriax iujiniax ihuis la iltrt>ri(‘ drs iwmhrvs {Jaurnal do Crolh^ l, 18) (‘) lit. 
Herhorc.hos ,\ur diooiwos appltiutdintH do Vanaly.so injindhimala () ta 
lluhivio dox noinhvos [Joitvnal do (U'cllo^ I, ID) ('■^) nsL parvimu tnii'ldi'inlnm' Ic^ 
notnlirn dc.s clnn.si's tl(‘s rornn^s i{uuili'ali(jii(!.s (run (((Dci'iiiiiiiint dnntuK II s'osi 
.snrvi pour onjn dn s(U‘i(!S iulinins donl, Ins prnpriiD(;4 mml i’(!imn'((nnlil(i*i. 

J’ui (in inoi-ini'mc DuiHaisinii dii inn snrvii' dii si'irii's idcnl ii[U(i,s nii iinnlof^iuis 
(Inns (livor^ artiiili‘s ladalil's an\ invtin'anlx (in'thui6i{<jUos ipii iml [larii duns 
Ics i'utnptos rondnx do P \otuloniio tlox Soionoos da Paris nn iH^i) (■') ill dans 
(UMiv dll ( Inn|j;i’(''s d’ Vljriir dc I’ i wsoo./alion fram^aixo pour l'<a'anoc.monl dox 
.SV/f'//nn.v (Ml 1 88 1 ( * ). 

•lu dnuiandii la pdi'niission dn i’(*v(;iiir sur dlvnrs points rnlatii's (i oos .siddns 
pour pn'isinilm' uiui si'irio do ninmripui.s, (pit n’oni pnnt-iMra pas piu*(ill(}s-ni(''ii)('s 
nn In'iH f'rand inli^riM, inais (pii no soul <M«pondanl pas indij^iuis (rnllonlion, I't 
(MUiso (In lion (jui liss raltaolio A rmnvn' do Oirlolilol. 

(ins riMuanjiK'S so rapporlonl mix i'niiotions fuoh.slonnos, anv fonollims ahi^- 
lioiinos, tuix ronolions ollipli(|U(*s lit A lui oiM'lain noinliro do Iransoondantos 


(‘) iHIS. ir(.7'A«,t. I, p. (A.C.) 

(M iH'l!) (M 1. 'v>l, iSp. IIV/.r, 1. I, p. (A. (!.} 

( M Lniiif, |). iM,) fl iij'.i, 

( M UiHH', p. jp.'i, 




INVARIANTS ARITHMETIQUES. 


iiouvellus plus «ni moins apparcnL6e'j aiix foiictioiih ollipliques et fuclisieuncs 
oL i la foncLion de Frcdliolni {'). 

Go qui perm el de ri^unir ainsi dans uii indme iravail uii Icl nombro dc 
foactious si divorses, o’esl la comiiiuiinul6 de leurs propri(^l6s arlthm^uques 
et leurs relations avec I’analyso de T.ejenne-Dirichlol. 

II. ~ Invariants des formes lin^aires. 

On saltqu’au point de vue algiibriqae, line forme lindaire 

ax - 4 - b y 

n^a pas d ’invariant; je veux dire qu’il ii’esiste pas do fonclion uni forme des 
deux coefficients a cl b qiii no clinngenl pas quand on rein place la forine 
lindalre par .sa iransfornide par une subsLitiuion lindairc qticlconquo. 

Eflo en possede au conLrairo au point de vue arilhm^liqiie, c’esL-tHdire qu’ii 
)■ a des foiiclions imiformcs des deux coefficients qiil ne clianj^enl pas quand 
on remplnce la forme lin^aire par sa Iransformde par une siibsLiLiilion lindniri' 
([uciconqne a c-oeQ'icients entiers. Ge soul les invariants arithm&tiques, 

Un bon exemple esL fourni par la si'rie 

rG y? b\ 

on m el n pen vent prendre Lous les sjs tomes de valours enlieres possibles, 
positives, ii^gallves on nulles, a i’exccplion du sjstcmo »? = o, «=:o, Colic 
sdrie csl absolument convergentc poiirvn quo le no ni lire k soil plus grand 
qne 2 . 

Dans les articles quo j’ai ciles, j’al montrt^ comment ccs sdries et on indmo 
temps les fonclions doublement pdriodiques peuvent s’exprimer par des inld- 
grales d6finics simples. J’ai indiqud ciisuile quel parti on peat on tircr pour 
reconnnilrc si deux formes quadraliques d^finies de mt'nie determiiinnl nilgai if 
soul on non equivalenles, au sens arillinnitiqLie du mol. 

Ges series so raUacbenl aux fonclions ellipliques par le lien le plus direct. 
Si en clTeL, nous adoplons les iioLations de VVeierstrass, et que nous fassions 

= 2CI), 6 = 2W', 


('> J'oiV ausai le Mdmoire postirieur ’. Fonrlions modulaires oL fotictions fuchsiennes (1912). 
CEuvres, 1. 2 , p. 59?-6i8, fA, C.) 


IN VMM ANTS AlUTlIMrriQDMfi 


,•) . I » 1*7 (im , 1 'j .Si) , 1 .7 . I I 

IMus , imivImi^coms Miic foadliini MiiUnrinc />) (|iii joiu' U; roll! 

(I’invariaiil ai’ilimn'liijiK!, a’cst-a-iliiM’ ijui salislas'id a la coiulitioii 

. 1 ff , A I - ( / (/ '(ih I a fit) ) 

qiiaiiil y, fj, “1 , 0 s(tnl (Ins nnlinrs InU (jun 

/ 0 ('1 , I . 

li nsl nlair (jun (‘ (‘sl iinn I'omcIhmi imHormi' di' /[,'j nl, ( 1 (! nl (|iin rnnipan- 
i|i]i!iMnnl Ii)mI(' roiinlioii tinironiUMtn nl (l<; j;'i(!sl titi invarianl. 

( amsidi'ii'ons maiiilniianl nil iiai'linulini' Ins invai’ianis i|iii si/iil (Ins loncliniis 
lum)Of;(Mins dn (/ nl dn /i, ni' ((ui nsl li' cas dn la rniinLinii <!>/, d(dinin par [’('apia- 
I Ion ( 1 V, on a 

([•/ft |j /(, ']' It ult ) I Y " . ' ' ' * ' ) 

d*oii , nn raisaiit l> 1 . 

( rry ) V\<t ^ u -(n, 1 1 , 

nn <jiii nioulrn (jiin si/, nsl uii niilinr pnsilil'nl pair, ’) 

I li(!l arnnlislniuin norrnspoadanl a nn [^rniipi' fia’lisina parlinalini' (|ul (‘iignndrn 
li's roanlioas laodalairns. 

On pnal sn dnmaadnr si nnlln I'otinlifai p(Mil (Hrn t'npn'‘snal(''n par nan dn cns 
si'irii's lla'ilal'iinlisiniians ([iin j’ai dt’dini(»s dans In para{j[niplin I dn aion Minnoirn 
siir Ins ronniioiis Cunlisinaans { Aria Malht'!)U(( ira^ I, t)(M. l‘’-l d'ldau'd (junll(! 
nsl la Cornin di* nos si'irins lla'ilariadisinimns dans In nas qiii acais ocnnpn, 

Sait ll(. 7 \ r) iini‘ roiinlina ralaauadln ([iinlnoiapay li(aiMi}j:('‘an d’ardrn *n/i 
par rappiM'l a nl a ;)* nl nin'isa}inons Ins S(*rins 

( ^ >7 1 1 ( « a I |), Y f/ t 0 ) ') ) ' M I ^ I I ^ 

l>l 

(•Inn’ll 1 ii/(, ya i fih) 


I ' ) I. in '*'‘1. 
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cloncluGs a tou^ los syslewies dc iiombres onllerb p, y, o, qui sntisfont a lu 
condiLion (j'o — jSy = i . 

La premiere esL uiic s(5rle Lhetafuchsiemie, Ja deuxleine esl nn invariauL 
arithmellque. 11 faut toulcfois que les series convergent. En se i-cporlant au 
M6 moire cit6 sur les fond ions fuchsicimes, on volt que les conditions ndees- 
salres el suffisanles pour In convergence d*une sdric dc la forme (a) sonL : 

i" Quo la fonction 11 (a;, i ), n’ail pas d’infini sur le cerclo fondainciUal; 

2 " Que k soilun eiitierplus grand que i (an moins egal a a). 

Mnis dans le cas qui nous occupe, cos condllious doiveiU ^Iro Idgerement 
modifiers, ptircc que ce qui joue ici le role du cerclo foiidanieLUal, cVsl line 
droito : Taxodes quantil6s roellcs. 

II esL-alsci de transformer cettc droite eii un ccrcle par un chnngemcnt 
Un^aire de variable; on retombo sur une soric do la m^mo forme. 

Soil par cxemple 

(3) ill! = + 


ct pusons 



Soil do plus 




/' = 


Y' I 4- o' 


I’igalitd (3) devicnl 


en posanl 


, , -M )”« e (-' f:^) = ^ n, (2^^,) (T' * ^ S' )-“ 


H,r/)= H 


(-fs-) 




On voilquo si la fonclioii honiogono ll(.r, v) n'admeLpas en j — o un zi^ro 
d’oi'dreaA au moins, la fonction ni(0 a uii iufiiii pour c esLa-dire 

sur le cerclc fondameiilal et la convergence nc pent avoir lieu . 

Les conditions n(5ccssairc,s oL suffisautes de la convergonco sonL done : 

i” Quo Ic nonibi'G k soil un enlier plus grand que i | 
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2 " Quo la fonctiou H(a?, /) no pulsse devoiiir inlinie quund lo rapport.^ 
esL reel; 

3" Qu’elle aJmolto un zt^ro d^orclru 2 /r pour =()('). 

Nous avcms ainsi unc no live lie forino plus gduciralc pour rcpresonler los 
invariants arillimoLlques, mais si nous revcnons auv fouc Lions dt^linlGS par 

roqiiaLion (1) uiie nonvelle question so pose. La fonction thdlafuchsienne 
<l>4(^rt, I ) pcuL-elle ^tre represenli^c par uno serio ibdlafiich.sienne ? 

Nous savons que dans le cas on lo poljgono gdn(?ralein' H(, ost tout euLlcr a 
I’lnt^riciir du cerclo fondamoiilal eL n’a auciin sommeL sur co cercle, Louie 
fonction lliclafuchsicnne peul etrc rcprciscnlt^e par nne sdric tlietafuchsiennc 
pourvii quo /.’ 2 {loc. clt., p. Mais il ii’en osL pas toujoiirs dc uidiiie 

quand le pol^'gone geadraleur a iiii somnieL sur le ccrclo foiidamenlal. II y a 
alors line condition fi rom[)lir {r/, loc. cit,^ p. 210 el 2'^o) ('). Si ai esl un 
sonimet siliie sur ce cercle, cl G )(0 uixe s 6 rie l^thariiclisionne, on doit avoir 
jltit Oi.( ^ = o ( [)»)ui' I = vi), 

Revenoiis a Fdquation (3*'Q et faisons 

0 ,(/) ’ o/, = — 1 . 

On doit avoir 

lim 0( « j = nm(/ -f - 1 6 — o ( pour I — — i, on z = ^ 5 ) 

Si done 6 tail I’opi’dsenlahle par une sdrie tiniLafuGhsIeune, ou devrait avoir 

I 

^7 = ” (p<iur3 = o). 

Or on a ovideinment 

llin 'V . 5 ^ — 2 Hiu'y', -A o. 

(wi:: -f- a)^ jLU 

w =1 

Done les ne peuvent dtre mis sous la forme dc sdrics ihdtafuchsiennc.s, 

(') Dans le .Meinoire : Fonctions moduhttres et Jonclions fuchsiannes {OFitvi'es, L. *. 3 , p. 5^1), 
JI Poincare rectifie ceLtc nffiriMntion : 

« Cette cunrlusiijii ( 3 ®) n’est nullcinciU jusLiliec par les raisonncnioiits i|tii In [u-ocfedcnl ct qui 
conduisenl tout siinplement i I'cnonce (qni vemplacc les conditions 2* e! .S’). 

Da fonction rationnelle y) no doit clcvcnir infinte pourauciiii sysL«^iiiede valeiirs I'^elles 
dc n, et de jq le systetne x ='c>, y ~o litaiit mis h part ». (A, C.) 

{’) (Miivres, L. p. ai5-3i-G. 

OEuvres^ t. '2, p, 188 et 340-24 1, 
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Mais u iin corlnin poinl do vue les sdries peiivent ^tre regarddes cominc 
imc d^g^ndi'Oscoiico dos stfrici th(5lafiiclibi<mncs. 

Soil on cflol ' line quonliLd quolconque, non r6oUa, ei onvibogcons la s6rie 
th6tii(uclisicanc 




V ^ 

^ nit s H- S * 


Si nous faisions Londi'C ^ vers zero, nous aurions a la liniile dans la serle on 
((ucsliou, uuG infiniil^ do Ici'incs qui devientlraienl dgaux enlrc eux, ce qui 
Miflil pour inouLrur quo la soric ne saurail ctre uniformdinenL convcrgonle. 

Gruupons Ics Icruios tlo la sdric convenahleiiionl, c’c.sl-a-diro on rcunissanl 
CO.UX do cos lernies qiii dovicndralent (^gaux oiilrc eux a In limilc. On les d^duil 
dll promior d’cnlro eux en changeant y ct-f) en 

7 {-/«/, 5 


ni iHanl un piilicr quclconque positif on ncgalif. Lc termc g6n6ral cn quesliou 
pen I alors s’cicrlrc 

1 


Nous soiiuncs ainsi coudiiils a somnicr la s><irie 


V « 

( tt + bm 


on a cl h soul cics conslanlos el oii I’on donne a m Louies les valeurs eniiercs 
dopiiis — jiisqu’a -f- oo . Ln sominallon osi aisiJc; on snit en ell'et que I’oii a 


d^ou 


t: I'ol j;.rr: ('olHT 1 



1 

) -I- m 


) 


2 


I 

(tt -h bni)'^*' 


h-ik 


(-A — I >! Fi- 



on ddsignanl par 1 '’a(a') Iil d(;riv6o ( 2 /c ~ i do iicotgXTi:. 

Duns colic forinule il fauL faire 

tf = ( 5 t c H- [ 5 ) — 7 - “1 8 7 « p ) 

d’od 

„ L V " s . 

b 7 3 Hr- S 

Or si nous supposons x Ires grand j el, par exemplc, de panic imaginaire 
posilive, on aura sensibleinent 

r-- in 3 ^ — 1 ) ! Fa(.k) = /\iC 
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plaul lUio fimshmh* nn (Irpcmiiuil ijiio (id />’; doin' '«i : ost In^.s pi'lil, oL mi 
pjii'lli! iinii(^lmuro po.sllivo, on ii 


V 


s/, 


I ( ! [1 ) ( 1 /a [, ) !;'( I <) 


- 


iToi'i 




1."^' ( t . I 1^)'^ 


« ' t [1 . 


I I '< 
« I 'I 


, I 

La soiiiinatiou onI (Hoiulno a tons l(>s syslrmos d'lMilici'}. cj at Ci, piwitn'crs vn(n> 
LlmU (lomn’js dmix iniliin's i,/ at [i promnn'.s iinii’d mix, on pmil (jn (di’oi 
lon'pnii'.s I'n di^dnira donx anlrt's milim's y cl t3 l(ds (pic ot] - fiy i ; cc 
prolddini* miniporle nu^mi* uni' inlinilt^ dc soliilioiis, niuis ([ui Ionics conduiscnl 

a In im'.inc vidi'iU’ dc I’l'xponcnlicllc <; ML 

(Nous soiiimcs lunsi cntidtiils a nn nouveau i\pc iLinvacianls iirillinnUiipics 
I cpn''‘icnt(^s piu' la scric 




V. • 

/fc-J (.an I \Ut)‘‘ 


VO. 


(II I iiti 
I 'If. 


l-h convci'i^cnco dc (‘ctlc std'tc I'sl dvidciUc ,si Ic rnpporl a .sn pnrllc 

naii'c pnsiiivc, it on csl aloes encore dc iiKdiic dn rapport | ^ dc sorto ipui 

l'cx[Kmcnticlic 


<1 t 'If. 


(fi) f L'/' 

cst plus petite ({lie I cn valciir alisolnc. 

Si an conlraini Ic rapport a .sa parlic itnaj^iiudrc ncf^;aliv(*, mMUi cxpomni' 
liclli' a sun inodiilii plus ip'and (]nc i ; niais il csl Hinitii; <air pariiii Ics expros- 
sinus cn uoiiilirn iniini 

Y H I fi/» 

an \M) 

il y cn a unc (lout la parlic iuia^iniiira ost plus f^i'andc cn valcur nlisoUic (|uu 
ccllc di> Ionics Ics autres. La si^rlc (;unvcr};{! done encore. 

Si t; tend vers /.I'ro dc telle I'tupm tptc .sa juirliu iimif'imurc .soil ncf^utivc, il 
faut rciiijdaocr ruxpimcnticllc (f>) par rcxponciiticllc 

")(/ 4 uh 


Wit I as 


Ilia is la stiric rcsic encore (;onvory;cntc. 
11. c. V. 



INVARIANTS AHI'l l|Mt. I KiUl.S. 


?l() 

IN) SO IIS niaiiUonaiU 

- ij, /)(.!• !;■, I )...<■»• 

CL 

Off/,//) 1 1 ( ■/ If I Ji /f, 7 ff ! o/f 


Si nous (liicoiu()osons la foiuaion nuiounollu ll(.*‘, ,i ) <*iMMt‘nn.!iils siniplrs, iimus 
pouvons cicrirt; 




A/.f’ 

.MmI <f' t|f,l 


los A,* (Haul ilos constaiilos. On puiil, ('joriru ousuiin 

i Zl X; ■ Y/«| 


oil 


\, -.(^fi ( (i/f) I o/f), \i I p/<). 


Ijcpi’omlcr signo so rupporlo ti riniUi o In sncoinl lui aonihio (*nUrr ///; 
lo IroisiAano A lous los syslomos d’cnliors a, fi promJtirs ontro uiu. 

Si nous ollccluoiis (rabord los doux proiui^i’os .sniniimllnus, nous iionvoiis 


(«) 


■yi 5v A< 


col (1 7: y'(^i/ 


1 A ) ' 'ti , 


Faisons Umdro los E/ vor.s zAro; u-ud vors \\/j; ol coig^r l»!>id vcr.s 1 / i 

oil - 1 siiivaiil lo signo do la parlio iiuuginuu’i! do <ni, <;o ijui rovionl 

au nnlino, siiivaiil oolui do la [uu'lio iiuaginairi! ilo j i]o sorio ijuo I'cxjioo.S" 
hlon (6) a pour valour asyiiiploliqiio 




■?r 


I Xff 




ou £( csl (igal ft 1 ou ft - I, suivaiiL lo siguo <lo lu parliii Imaginairo <lo i-,. 

Silos parlios imugiimiro.s Alaioul loulos ilo inftiiMi signn, lo oooflicionl Y 
so riblnirail ft 

hV 

Xmi 


ct par coiisftijuouL t\ zib’o. Nous sujiposoruns <lon<; ijuo los parllo.s iuuiginuiros 
dcs no soiiL pas Loulos do iiidiuo sigiuij ot nous jxisorous 



INVAillAN rs AUl I'HMl 'I IQUI s, 


V I I 


II viciil (ilors 

I 

/(/a ‘ 1 ".//)"^ 

I ill sdinimitiiMi I'l Ions Ics (nilicrs l/ rl ['i fircniirrs anfrc fiLi\ iiutls il nsl 

claii' ijiin l’(''(|)i'{'‘isioii 

V ' 

^ ( 1 / i [•)/> )'> ’ 

on j nl ["i soul in'oiiiini’s ciilrn cun, no iln lii iik'Iiik' nspn'ssioii on </ nl 

sonl iln.s I'uliors ijnnlnoinini's, (jun piir k) riuiUnir consifinl ^ <*" oi pi'inid 

loulns Ins vakoji’s ('lUinri'S posilivn.s. 

Aiiisl s(> li’onvnnL rulliicln^s Ins inviiriimls arllluiuUnpins iln In foi'iun ( i ) »'l 
anssl (MMiv iln In ronnn (-I'l a I’niix (In la Corinn (’*.)on (:*'"') ([iii s’nxju'iiiunil 
(lirnnlniiumt par nnn s(k'in I luHarnchsinniin ( ' ). 


l/iiniforinlln (In la convnrfp'unn do nns sdrins s’lMaklirail, aisi''m(.!nl, nn (pu 
pniMiu'll rail (k‘ so rimdn' iniinix conipln dn la I'ai'on dont (;(!s s('>i'i(!s pinivunl 
s’nxpi'iinnr (>n Inunlion dn .V j *’l dn. /^‘ i, nn i:n cpii I'nvinnl an nndnn dn la ronolinn 
t'linlisinnnn 


J ( .1 1 



(jl dn *>11 d(H'Iv(’n, 

Ik'nitoiis d’nkoi'd Ins roiinlinns tknlafindisinimns Ins pln^- slin[)lns, nn suppn- 
siuit A’ i M. Mllns son! dn la lorinn. 


/./n\- !'( / ) 

V, '/« / M (■ 1 ) (p ,M ' 


on In di^j^rn dn (k^piissn d'nnn nnih'i an moms (adni dn l’(,/'). Soinid 


I ') Daini In iMi''ainin; iiurilt' I'lcni' I'iii' ( ( V'//n/s','i, I. ?, p, fniiii II. I’niiiiMii^ fn'in’i'.ilisn I't |ll‘l'■l tsi* 
I'l’’ ailliil '! na tn'aapdiit l<") iavai’iiiiils dc In Inran' i i fi naiN dr |ii fia'tarl^i) dnas am! iiiAmii' 
rxja't’hHnm 


/*, .s, k} 


tnmi ( '/ f( 


r "-.i 

> I'i/M'''’ 


I uh 

JH \ |/i 


(H.Ulf rliinigrnaiat'i da aaltillaini li, 'a, m na lira dr r/, «/; piii^ yt mi p nn lira dr .f)| In 

•Kinntii* rtradiir It lotni Ion nai|d(‘fi d'i)iilii!i"i /, ]1 iii'rniiri’i (inlrti riiN (il. Vt '' ''dial drtri laiarH 
|iin’ III riMidiliuii <;dj vji i. 

I'lan 7 I, all iditiral In sri'ia (/j). I'mii' 7 a, itn idiUral, In niinr f 1) divi'x^a jmi lo larlnir 
ruindaat. M m ( m aid airs ), 

I'lir iirrta llirliifiirli'tiiaiiir o asL I'Knla I'l iiar taiiiiiiia itdiair da I'mirliaiiH '}/ |lm'Niitli' (11) da 
111 jM^fr rl irltr r\|H'r'tsiita raai|irriiil raaiiiir i iih |iiii'tiriiljai's, Ics rvjii'r'iMiaiiH rl mlii''rn 

I i drti'iiiH fp. mS n on ^ da 0 ( 3 , !; ), ( A , ( ', ) 



y,,, IN V AIM ANTS ARlTHMl'.TlQUKS, 

tl’ailloni's 7 cl p cos (Ioiim d<!Kn5.s <le idle sorlc (jiio 

V '• 

SoieiU do plus .t’l, v??.., . . z(5n)s do (^>(.<'); cl 5|, Sj, ... 5,^ Ics vuleurs 

coiTC&pon dailies do v. Nolns fouclioii (rj) poiil s’oxpi lnici' pat' uno .s6ric lluMti- 
fuohsioiiuo do In foruio (y, ) on /• rr’ y, (si on 

.... n(_U 

^ ' (S - -S 2 )...(« Z,f ) ( S - Z ~ 

ou C|, Uu, . . • , -sonl los ([UuuliuWs ddliuios plus luuil ol doiil la pniiio iam- 
{rltiniro osl pusilive, liuidi.s rpio /,> out lours parlies iiiinginairos 

ndgnlives. QiiniU (\ II(s), eVsl iiu polynoinc do dogi’6 r/-l-r- /\, Nous pren- 
cirous pour plus dc sim])licilt^ 

r- ‘I, • o, y -I r (), 

de sorlo ipic l\ fc') c,tU(3) so rdduiscal u do.s conslunlos. l'’aisons mninlcnanL 
Loiidre siimillntidmcml 5,, f»y vors zdro do Udlo fayon (pio iciidc vers 
I’lufiiii. Alor.s (\ iiu fucloiu’ coiibluuL pi’t\.s, la .sdrio ihdinfiiclisicnnc loud vors uno 
s<^rio do la forme ( 1 ) d 1« fouclion (7) vor.s 



SI nous .siipiiosuiis 

y - r o, ji <j -.i 0 

ions les pMcs do 11(5, i) out lour.s parlies iiuiigiiiaiiMi.s positives clquand los s, 
Lon dent simnllaiidinmit vors xdi'o, In sdrio ihdlafuoU.sicnno lend, a im faclciir 
conslniil pres, vor.s uno s 6 rio do la forme (/j) oL la fonotiou ( 7 ) vers 

IN 

\fiz) J'{.r -lY 

P;, dlniil uii pol^iioino du irnisiciuc clcgrd. 

Supposons on fin 

V ' - u, V -i, y -! r .i «, p e. 

Ij’indgalild /i <; o signifio (juo Ic pol^iiomo doil (Hro idenliqucnioiiL mil, 

loi Lous los pftlcs do 11(3) out Icnrs parties iniaginaircs ndgativos, do sorle, 
cju’ti In liinile, la s6ric thdlafuchsicnnc sc vdduit (\ ime sdrie dc la forme (d)* 
II y a done des de. la forme (d) ^oni idenUgiiement nulles. 



INVAIUANTS A1U'M1MI;TIQIJI s. 


'•i:t 

D’mitrr pari, an (hW’olnppiuvL Ii5s ('ntihiihh'allons (pil prarcdi’iil , (ui poiirrail 
li’onviir (iiilra In.s .si'n'ich <li) la fornni (d) al (i) (liv(!i'Si's i'(‘lali()ns d'oi'i I’on 
ponrrail huiv.s doiilc* (Irduiro <1(!S tln^onniK's d’arilhnndiqiK!. 

I) va sans diias <|n(» lonlas cas .srrl(‘s (jiii d(dinis.s(!nl las itivarianls aritlmn'’" 

li(|iU‘H n’auralani, luunma si|j[nilla,alion si la rappoii tdail la^al. I'lllas uNni 

anrali'iil pas nnn plus si A' j dans la rurninh* ( i ) | n’tdail pas un anlii'r pair; si A 
(Mall, un ('iilior iin|)air, s('rait id('nli(|iianu’nl mil. Si A uNMail pa.s anliar, 
(duunin di's larinas da la .siM'ia (!»/. no sarall pas anlii'isnuonl. d(Mai'min('' (M il n’j a 
pas inoyan d(j (dioisir laiir dtMiU’iiiinallini da fa(;un A aonsarvar A la siMla luulas 
sas pru))i’iAlt's assanlialli's. 

II faudrall dunnar un luo^au <l’a\primar loulas (ii's stM'ias A I’aidii da al 
da ^un da ,r al (Vast, la un prohlania siiv laipud ja suis n'vanu a 

div('rs(*s raprisa.s dans iimn MiMnniri' snr las runalinns liKdisiininas sans pmivuir 
an dunmU' tma .sidutimi auiiipl(M(‘ al sui isfalsanlc^. >!(' iiia Immarai anaura 
iai A d(';V(dnppar (UM'lainas (iunsidi'rations <pii soul da naliira a jatar (pndipK^ 
IiiiniAra sur aa jiruhlaina, al. (pil an nuMna tainp.s nous rournissant ana {p'nuM'ali” 
saliun Inatlandua da la llu'ioria das inlA^rulas alHMiamias da praiuiara al d(i 
dauxiiMna aspiMia. (', asm'll I’olijat. du )mni;'nipha suivaiit. 

III. ■ RolntionH (woc lom foiictioiiH fusohionnoH. 

Uiippaloiis d’nliord (jualipias' uns das nisuUiils da num MfMuuin'. sur las 
fonalions rindnsiaimas ( , trfii Mdthrmalirdy I . I ) ( ' )• 

()uti'i> las .sAcda.H lIuMurnidisianuas, j'lu an A annsidiM'ar aarlainas fonaLiaus 
ijun j’ai ap|)al(Mis A(3) (/oc. r.{t,y p. lu'lH) (''>). (li's fuiialious .soul, da lu foniia 
suiviuila : 

Dans aalla rormula :v:r:J\.z) rapMsanla nua ronalion fmdisianna da s; las 
noinbras h al. p; .soul anllars; () asl im pulynoma aullar an . 7 ;. I<as ai .soiiL la.s 
points sinj.^uliai‘s da l’(^([uiiliuii dill’Arauliidla <|tu di'dinil lu function liudi.sianna, 
c’asl-A-dira las vulaurs fjua praud la foualion y’(3) mix sommals du polygona 

(') /YvfO’/ rf, 1. i(s». 

(’) av, t. p. to I \<nr uiihh! la .Miiiiaiit't! piHUW'U'iir, t. '»*, p. On*,. 



INVAUlAN IS AlU'l'IlMKl'Killi s 


gi'ni'ralour (III gi’oujxs fiuihsiiiii, la's (inliai’s /i (>1 p, .tiiisi (|in' Ic (I('hh' ilti [xih 
nnino Q siiut nssiijollis i\ corlainas ini'i^aliuLs, 

Dans lo cas pai'llculior (jiii nous occupi!, il n'y a i|ni! I hh\ jumil s m’ii j’lilii’i tf, 
oL nous pniivons supposin’ (jnu uo soul o, i, t/j ; Ii* polif^tnu* atom’ ‘•i* 

(Mcoinposfl on cloux li’iaii^lus ayimt |)our audios ()( piuii'.» ■/■ ), (pniii ./ •> i 

(pour a? 1 ). SI nous pi'('uons alors // i poni' nous Ihu’mci' ati cas U* plio, 
simple, nous aurons 


.U) (Jlanl line eonslaule ([uelcoiupun 

Si nous pi’onons un /i quolooiupie, nous iiuroiis 


(0 


A(.) 


/ )/z V' I Vi 

\>/>) ■■>'(.’) 


Ill > I > 


1‘'(.7') iMaul 1111 polynonie 
(Idlorniim^s coiuinu il suit : 



si 

h 

() a 

H- I, 

si 

h 

0/1 

-i *>, 

si 

h 

0 n 

h :i, 

si 

h 

- ()// 

1 '1, 

si 

h 

0 n 

; a, 

si 

h 

-.5 0 n 

1 0, 


(^uimL a U(a;), o'osi 
il (jgrfi 

fnoLeur on ,v 


do degn^ /> el les uoiulin's 


K . 

Oa 1 I, 

Al 

lia 1 

1 , 

?. 

,'i/j 1 i, 


■ia.i 

■ ■>, 

\ 

'ia j ■>, 

'k\ 

>\ti 1 

'* 

k 

,'la 1 '*, 

k\ 

ija I 

1. 

k 

I/I 1 .'1, 

h 

\n i 

'I. 

1 ' 

0/1 1 :t, 

Ar 

•Ui 1 

'll 


entiurs A, z, ui jt ('*ttiiit 

/' n I I , 

/' /« I I , 

/» /( ’ I 

/' /» I 1 . 

/' a 1 

/' a I . 

It dt''n(Uiiiniih'm' csl do 
IK! (’Kill i(tnl pas do 


uiio fouclion ralionni'llo do ,7,’ ou ! 
till moins i^al au nunK^raloiiv ot oi'i In dt'>iioniiuati>ur 


Gonsidiirons maiiiLouaiil, les foiiclions llu'ilaruolisicnnes do pr(«nii(*>r(* uspiSu*, 
o’osl-a-diro cellos qui roslnnl loujours li nil's, lilies soul di' la fornio 


(3; 


\*(.) /H,r I)'.’ 


on F(a;) osl, nn polyiioine do dogn^ p , ,,, ,.| onliors I, /, ,.| p uni d.-s 

vnioui’s ennformes au inliloau (0), 


_ (') I).I0« IC JltooilT I,.. I, .lire, ,, ,„„l 

A,, A,, ({] 111 I'plnhon iiuIkihAii i!‘(t 

'I' \ I t" I iHI jt >, I /, 

Cl cst ri'iiipliiiii' )),ii' uiio cnnHldiilc. (A, C.) 


m I. 



INVAHIANT.S Ain riiMi','1 niUf -s. 


* I I 

On voit <|ni' |)<)iir h i, ■>,, 4) *>)^> il ;i |)jis dn rnnction ihi'niiCiK'Inioimc 

(In j)i'i>iiih''i'n 

.Si nous ('(msiih'n’oiis In roniiiilo (i), iiniis n'ci) mis ([iin In ronriioti A ( .*:) ii j) \ 
inlinis, <{ (''Innl In dii (li'nioininiilinir dn It(.n); <(iin, (jinind cn.s iidiiiis smil 

I'nj^nrdAs tiomnin dmim'is, In noiiilii'n, iinuinunn di’s jmi'iuiinlri's nrluli'iiin's 
nmilnmis dims /\(?) i!sl \\ (j l-i, c’nsl -iVdlri* mi iimnlii'i’ dns nonCflcInnls 

dll imnn'rnlniir di‘ H (,7.’). 

I'lnlrn Ins j) ( </ i’(’‘sidiis dn '\(3), il y 11 dniin p \ I'l'lalinns Iin(''iMt'<'s, 
D’niUrn pari, I’nxmiinii <ln la formuin (.H) nous nionln' (jii’il y a p t ronnlions 
tliAlaCiiniisinnnns dn pnnnini'n nspi^nc. I'd nmniiin In.s nonilirns nnlinr.s II, l\yp 
mil iiiAinn valinir dans Ins rorniulns (1) nl (A), nous dnvmis nonnliirn. (pm It* 
iioiiilmn d(‘s ladal inns niil rn Ins H''sidus dn A ( :;) osl (^|i[al an noiiilirn d('s ronnlions 
lliAlarindisionnns dn prnini('rn nspnnn. 

( 'I'tisl li\ imn propri/ih'i (jtii n'nsi pas spi'mialn hii\ I'oimlions inodidairi's nl ipii 
nsl vrnin d’liiu* ronnlinn findisii'imu (pinlnoinpin (nf. /on. n/V., p. ‘'(id) (‘). 
Ilornnns nous par nxinnplo au\ foimlioiis I’nnlisii'iinns <pii n’nsislnnl ipi’a 
rinli'iriniir d n r(*r(d(! fondainnnlal, nl soil A/^) nun fonniion dn la roriitn 



nl \ (UanI dnux I'onnUoiis I'nnlnsinnims ; dn Inlln soiio (jnn A (3) satisCassn a 
la nondilion 

.Snpposons (pm nnlln ronnlinn \(^) ail dns inlinis doniu'is, diilV'i'nnls dns 
SOI nmols dn pnl^ponn {^iMnnatnur. }} y aurd n/(//'n /n,\ c/o no/Zr /'o/n‘//o;i 

(tnhiff/ do v<tln(i<>ns Utu'udn’s tfndl n do fonolious flu'dafoohsionnos do 
proinii'vo o^p'ooo do la I’ormo 

Onmiiu* on domontn* d'aiilrn pari (pin In iiomliro dn nns rnlalimis limdiirns 
n.sl an iimnhro dns si'n'ios tln'>lariinlisi(!nims, c’nsl ainsi (pn* j’ai (l(''in()nlr(' 
dans In iAIiunoiro nih’i <|iio loiilo I’onnlion lli('>lnriinlisi(‘nn(' dn prnniii^rii nspi^nn 
nsl rojn'AsnnIaldn par iino si^rio llnitafiK'hsinnnti, rn ipdil anrniu'li^ liaVs (llClinilu 
d’('!hddir par iiim aulro voio. 


(') nlCavH'H, I. !!, p, 



INVAllIANTS AllirilMfiTlQUI.S. 


'Al() 

Qiiol qii'il on soil, cos n^sullals vnnl cHi’C nolro poini do (l('pni’L (’.oiisi(l(!ir()ns 
imo foncllon A satisfaisanl a la d(niiuLioa pr(ic(kl(!nle, nous roiiiar(ju('rons quo 
sa d(^riv6o d’ordro a/i -h i 

,lih I I A 

dz-'' ' ' 


OS I lino foiicLinn liHUaruclisionno (of. Ioq., cit, p. i*-47) (*)• alors 



r/c:'-!/"* A'''-/ ’ 


X ot y olaiiL dos fonclions fuolisionuos, o’o.sl-i\-diro dos ronclions ralinnnollo.s 
do X dans leoas parllculior dos fonclions inodulaircs oL dos roaollon.s fncli.s ionises 
do genro zero; on dos fonclions ralionnollos do ol di; y dans lo ca.s gdndral 
dos fonclions fuclisiomios do gouro quolconquo, qui s’n\[)i’ini('nl on in in o on 
lo sail. i\ I’aido do doux d’onlro olios, x Qly lioos par uno rolalion alg6bru[u<'. 
On voil quo Y osl iino expression lindairo par rapporl X ol il sos ddrivoos 

former oolto expression, dgalons-Ia t\ zdrn, 

Tj’dqualion 


osl lino dqiuilion diirdronliollo lindairo on X, quollo en os I la signiflcnlion ? 
Soil 


FiJqiiaLion lindairo du douxidmo ordro qui a doinid uaissanco an sj’.sL6ino do 
fonclions fuchsionnes considdrd. Elio ad mol coinmo inliigralos 



L’dqimlion Y — o admet commo inligralcs 



- 3 /j- 1 


/ d,t: / dui \ / t/j' \ ‘ 

\dz) \ 


do sorlo qu’oii I’ohllenl on formant Pdqiialion lindairo A laijiiollo salisfonl los 
puissances (aA)'*'"®" dos inldgralos do Pdqnalion ( 4 ). 

O’ailloiH’s, si, onblianl un inslanl la signification do la fonclion A, nous 
chorchons d inldgrer I’dqualion Y o nous tronvons d’abord quo la diudvdo 


(') Olitivres, l, ‘ 2 , p, a 1 0-317., 


INVAIUANI'S AimilMl'.TIQDll.S. 


(•',// \ i'sl, iiiillo, pill' (’,<)ns(’!(|U('iit, (|iii' A rsl iin |m)1> ikhiK! dc i>/f 

(111 n, (il X nil [iiircil polynoiiui mtilliplii'’ pur ' 

(Idlii posA, (Mivisuf^nums utu' I'oiKMion llM\larii(;iisi(iim(! (piolcoiKpu' H; 
iiilA{'roii'i-la '.*,// I i Inis pur nipporl a 3, cl soil, ^1(3) Ic iv'siillat do cello 
iali''^ral ion do I idle sorh' (jiio 

il '>^ ' I iM 
VJ'/Vn 

Soil, 

. /'/.'■ \ iLi * 




V /., 

V ('iltinl i'onni^ uvoc X coinino nous riivons dil plus liaiil^ lundi.s ijiic f* o.sl 
lino ronol.ion riudisionno, e’est-A-diro iino fonclion rationiudl(‘ do ,7; (> 1 , r (ptu 
noii.s rof^ardons couiino douiuWi. Ciomiuo nous savons inli^l'ror I’lapial ion liiu^airo 
san.s soiMnid iiioinliro Y o, nous sanroiis inl/'j^ror l’i''(pialion A duuviAmo 
nionihro Y - '//. 

<^)indlos sont inainlonant Ics [n'opri(d(''s fondaunuilalcs do la fonclion M( 3 ). 
Pour oolii ropronons I’Atpialion Y , /;, ol la surfaoo do ilioiiianu roliiln'o a 
la rolalion algi'ilndipio oiilro a; otp*. DAcrivmis sur colic surfiioo uu cycle fcriiH^, 
on un coiiloiir foriuA onvolop[tanL ccrlain.s poinls siiif,Milicrs, ol 'A rovicndroiit 
A liMir valour prhnilivc, 3 suliira uiu' dos suhsLiliilioiis dii ^roupc fuchsicn el 
so cliauf^ora on 


Ainsi la noiividle coiinuo I’anciiuine diWeriuinaliou do \ salisfonl a uno 
luAine diptaliou V //, do sorle ipie la dilVArmicc tie cos <loux dAlormiuiiliciis 
doil, siiLisfaire A Y o, c’esl-A-dirc so rAduire A tin polyiioine 011 3 inullipliA 
par ( ^ ‘ ) j [Misons 

('ilaiU la nouvollc dAlcrniinallon do X, cl I’ nn polynoiuo do di'fjrt'! 0// on g, 
Nous avons 





^■C") 


! 3 ) 


It. I', V. 
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'} i () 

Qiioi qil’il cn soiL, ces iV'SnIlaLs vonL dtrc noire poiiil do (l{^pai'l. Clonsiddroiif. 
uno fonclion A saLisfaisniiL a la dtHinilion prc'ciVlcnlc, nous romaripiorons (pie 
sa d(^riv6c d’ordro a/i + i 

(llh J ! A 


ost uiKi fonclion liuUafnclisienno (cf. loc> <'it> p, ^47) (')• Soil alors 



(lift n A _ / fix \ ''' I I 

77 ??^ " ' \7IZ} ’ 


X (31 V' etaiil dcs fonclions fnclisiomies, (i’osL-ii-dire dcs foncltons ralicmnellos 


do gouro zero; on dos fonctioiis raliomiollcs de x cl d(‘ 7 dans le cas gi'niciral 
dos fonclions fuchsiciinos do genre qiiolcouque, qui s’oxpriment, (XJinino on 
le sail. A I’aidc do doiix d’cnlro olios, x cl/ lidos jiar uno rclalion algiihriquo. 
On volt que Y csl line expression lin(5airc par rapporl a X el a sos (h^'ivi'c'S 

7^' ’ • •• Pour former cello expression, i^galons-la a ziW'o. 

L’(iqiiation 

Y = 0 


csl line liquation difTiircnliolle litnialre cn X, qncllc en esl la .signidcalion ? 
Soil 

( 4 ) 


l’( 5 qiinlion liniiairo du deuxiemo ordro qui a don mi uaissance an s^’sUinio do 
fonclions fiiclisicmies considdrii. Elle adinoL commo inliigralos 



L’eqiialion Y = o admel commo inliigralos 



- 2 /i- 


' (lx \ ' 


\(h 


m' 


de sorle qidoii roblienl on forninnl I’dqnatlon liniiairu A laqtiellc salisfoni los 
puissances dos inldgrnlos do I’liqualion (4)> 

D’aillours, si, onbliant iin inslanl la signification do Ja fonclion A, nous 
cher chons a intiigrer I’dqualioii Y = 0 nous Irouvons d’ahord quo la diiriviio 


(') (iliiMref., i, 2 , p. '> 16 -’ 17 . 
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?.I7 


ly"""' ,|c V GsL uiiUc, par consequoul quo jV ost iin pol^iioine tic (legrti a/i 
on 5 , etX im paroil polynome in«llipli6 par ( ^ ) • 

Cola pos6, onvisageons uiic fonclioii ili6lafiiclisienno queluoiiqiio (■); 
lnl(igroii.s-la a/t-l-i fols par raj)porL z, ot soil M(5) Ic resnUat do cello 
inli'gralion do telle sorle quo 


Soil 


f/z-ff *-* 





t-)(=) = 



} 


on a 

Y = /-, 


Y dlaiil formed avoc X coinino nous TaYons dit plus haul, landis (jiic Z osl 
lino fonclioii fuclisieniio, c’osl-A-diro line foncLion ralioimello do a; ct y quo 
nous rogardous coininc donnic. Go mmo nous savons inldgrcrlVqua lion lindairo 
sans second membre Y = o, nous saurons intrtgrer I’dqualion i douxidme 
membre Y = Z. 


Quclles soul mainlennnt les propri(H(!^s fondnnicnlalos do la fonclion 
Pour cola repronons I’dqualion Y — Z, el la surface do ilioinann relalivo i\ 
la relation alg^briquc enlrc £c ot^^ Ddcrivons sur colic surface iin cycle fernni, 
ou nil contour fernnS cnvcloppniiLccrlains points singuliers, cCyf et Z revionclroiU 
i lour valour priintlivc, z subiru imo dos substilulious dii groupo fuchsicn el 
so chaiigcra on 

_r_ I 

" ~ Y c + S * 

Ainsi la nonvello coinmo I’aucionno diilcrininalion do X snlisfoiil a unc 
inline equation Y — Z, do sorle quo la dilTdronce do cos deux dtilci'miiinlious 
doit salisfaire d Y = o, e'est-d-dire sc rddiiire d un polynomo on z mulliplid 
par ( ^ 1 J posons 



X' dlant la iioiivelle diilenninalion do X, el P im polynomo do degrd uA on c. 
Nous avons 



II. p. — V. 
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VlS 

(I’ou enl'm 

II vniiL niloiix. fliuis cos coadi Lions, inollfo la re In I ion sous la I'onnc lioino- 
cn incLIant a profil l’idi5c do M, Klein. Soil f'^nclinn do x: ol 

convenons do poser 

F(^, = 

oil A osl iij^al a o, si osL luic runclion fiiclisienno ; a uA, si l*’(^) osl la 

fonclion M(5) on A(.c:); i\ — aA— ?, si F(-) if' foncLion Oans 

cos conditions on a, pour unc substiluUoii t|iiolcoiK[uo du groiipc fnclisieu 

/ A(«S 3ri) = A(^, rj), 

(5) T^H^Sri)=0(5, 0), 

( pf), yS H- So) = 0)'t I’(^, ri), 

P(^, Y)) ^‘InnL im polynonic liomogcno do dogrii aA on ^ of/). 

El c'esL ici (pie commence A apparnUre I’analogle quo j 'avals on vuo avoc 
la tIi6orie des intcigralos abiiliennos. Los fonclions 0, on pliUdL los fonc lions 
ratlonnollcs Z qui on diipondoiU, jonoiiL lo r6lo des expressions algAliriquos ii 
inli^rer, les fonclions M joiieiU le i’<3le des iiUograles abi'dlonnes olles-mfiino.s ; 
enfin les poljiiomes P jouenl le r6lo des p(iriodo,s. 

Pour jnslifior cello assimilalion, il siiflll do nionlrer quo la ihiiorie dos 
int6grales ab(ilicnues renire comme cas parliculier da us la lln^orio gen (bade quo 
jo vicns d’esquisser. Consid (irons, on oflel, le cas oii le poly gone g('ui(b'alcur dn 
groupo fiiclisien so rodiiil i uti jiolygono do 4/? e6l(^ donl les c6t(is opposes 
soni conjugiuis el donl la so mine des angles osl lignlc u denx droits. Siipposons 
de pins /i = o; nous avons alors aflaire i\ des fonclions ihdlafuclisiennes 
incapables JNbre repriiseuKies par des siiries llielafuclisiennes, puisque ccs 
s(iries no pcuveiiL converger quo si A + i osl an moins cigal A a. Mais cel a no 
fait ricn. 

On a alors simjilemeut 

M (u) = s) f/j = /, f/,v, 

Comme Z cst uue fonclion ralioimelle do a? ol do/, on veil (pie M esl .simple- 
ment ime iiil(igrale abcilienno ('). 


(') yoir Mdmou-e posldrieur Olvuvres, L, 2, )). 6n. 
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Uovenons nu cas do /z>o; nous disLiiiguerons parnii les lonctions M(^) : 

1 " Colics qui no dovionuoiit jamais iuHnlos; ce seront les intdgrales de 
premiere espece. On les oblienl on pai’LaiiL des fonc lions flidlnfuchsicnues de 
promicro espece. 

IjC n ombre des iiiLiig rales do premiere osp6ce indiipendanlcs (c’esl-a-diro 
doiit lino cc)ml)inaison lin6aire no se rddull pas it im poljnomo P(^, n) do 
degrd 2 A) esL dvldommenl dgal an nomljro des fond ions Llnjlafuscbienues do 
premidre ospecc, e’esL-a-dire (vide supra) t p — i. 

2 " Cellcs qui dovienncnl infmies, inais n’ont d’aulro singularity quo des 
polos. Ce sont les inUgrales de deuxilime esphee. 

Gombien j a-l-il d’inLdgralcs do deuxieme espece iad6pondanlcs [c’osL-a-diro 
dont line combinaison linyairo no sc rdduit pas a unc foudiou A(^) plus une 
iniygralo do premi6ro cspeco] ? 

Gonsidyrons cellos qui admolLcnt q infinis doiinds, 011 quelqiies-uns de ccs 
infinis. S’il y on a plus do p — 1 , ou pout Lrouver uno combinaison lindairo 
do ces inlfigrales dont les rdsidus satisfassont i p — i relations linynires 
qiiolconquos. Soil C(^) cetto combinaison, Par excmple on pout proud ro les 
p — I relations nuxquellos doivent satisfaire los rdsidus d’uno fonclion A(.3). 
Alors los riisidiis do I’intygralo G(c) sont cigaux it coux d’uno fonclion A (g) cl 
la diirdrence C(g) — A(g) no dovenant plus infinic osl une intygrale do premiere 
ospecc. 

Le nombre des intdgrales inddpendantes esl done au plusegala p — i. 

I. a forme do ce rnisoniiement suppose quo tons ios infinis sont simples, mnis 
il seralt aisi'i do IVAendro aux infinis multiples, 

Considdrons main tenant la fonclion 

-H (■i f Y« + S)”/' * 2 

ya -!- S 

(cf. loc. cU, p. a4a) ( ' ), Cost uno intdgralo de deuxieme espece, el mfime olio 
pent 6tre considyrdo comma I’intdgralo do doiixidmc espece dldmonlaire. CVst 
de plus line fonclion tliytaruchsionno do «. 

Gonsiddrons p — i do ces fonclions 


(’) Ol^itvres, I, 2, p. 2 i'>. 



■iil) 
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(.'ll cliolsissniiL «i, a->, d’une iiiauiorG qiuilcoiiqiic. Si cch roiiGlioii-i 

ii’iiLaionl pns (lislinclcs, on pourraiL Ivouvoi* — i noinlircs \ |, A..,, A/, .t 

lols qiie la couil)inaison 

m) 

so rodulso a iino foncLion A(s) plus une iiil6gralo du proiuiaro ospooc. (.I’est- 
ii-dirc qu’on poiiri’ail Lronvcr line foiictiou A(c) <jui admolLo sGulcmcnl. Ics 
in finis 

«i, «i, .... (tp~\ 

avec les rosidus 

Ai, A2, .. , A/,_i, 

iMais Igs r6sidiis d'uno fouclion A(5) sonLassujoLlis a p — i ruluLions liiK^airos 
dislincLos auxquellcs Igs A; dcvralent salisfairo, co qiii no soralt possililo 
(puisquc Ic nombre des relations liiniairos distinctes osl dgal a ccliii dos A,) 
qiie si Lous cos noinbros At dlaienl mils. 

Done ics fonctious ai) sonL inddpendantos. 

Dofic le nombre des intcgrales independantes est au moins it gal <i y; — i , 
En Gonsdqueiice, 

Le nombre des intcgrales independantes de deaxieme espece est egal a 
celui des intdgrales independantes dc premiere espece. 


Eludioiis inninlenaiit les p^riodes eLproiioiis d’abovd cellos qiii sorapporloiiL 
a lino substitution liniairo ellipliquo 



Ecrlvons coLlo substitution sous la forme 



^ -a- !-< \ 
pa-t-cr y 




j 6lanL une racine dc Ibuiitb. 

Posons 


Ilf).? -j- -i- (jf\) = fj); (1(5, 5 |j,;, -I- ar,) ^ i’(^, r^). 

L’equalion 

M(«M YM^S'a) = M(^, -o)-! P{?, ■/,) 

peut sMcrire 

ll(y y~‘p^ arj) -i- Q(/.5 U- (J/), H- 0/)). 
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On a done 




22 J 


Dg ccUc (iqimllon, nous pouvoiis en ddduire d'auLres on clinngennl E en )\ 
./-c, CL -0 on y-‘ ...,y'~^'y} 

•^0’*?' r-‘h) = Hfy?, y-i /j) h- Q{J\, /-> ri), 

} 

Qcy^-'^, y'-'' n)- 


iMnis com mo j esL unc memo do I’uniK^, on a 

ruy^?, y-^n) = ii(-*-?, n) 

cl par consdqiicnl 


CO qui signifio quo, dans Ic polynome Q, Lous los lennes ou la difi’6reiice des 
cx;posanLs do \ el do ‘f\ csl iiiillo ou un midtiple do aA* doivent 6 Ll'c uuIs. 

[jo nombro dcs coefficients dlslincLs du polynomo Q (ou co qui rovicnl an 
indmo du polynomo P), osl dgiil a aw, w dlanl lo plus peliL nombro onlicr 
snlisfalsauL i I’indgallld 

i)- 


Dans lo cas des fonctions modulairos nous n’aurons a onvisagor quo duus 
polyiionios P, le premior correspondanL a la subs Lilu lion ^5, — pour 
laquollo k — ft, ol lo douxieino a la subslilullon ^ ~ peur laqiicllo k~ 'A. 

Pour lo proinicr, w esL (igal an nombro A du tableau (ft); pour lo douxieme 
au nombro Aj, de ce m^ino tableau, do sorlG quo Ic nombro dcs coofficlcnls 
arbitraires osL 

ft X -I- 2 X I . 


Mais nous pouvons njoutcr d rinl6grale M(^) un polynome cnLier quelconqiie 
on z d'ordre a/i sans quo sa ddriviie (Pordro aA-f- 1 cesse d’6Lre dgale la Q{z). 
Go polynoino conliGnt 2./i-l-i coefficients arbitraires. Nous pouvoiis done 
aj oil ter t\ M(x5) un polynome choisi do faQon ti annuler a/t 4- 1 dos coefficients 
arbitraires des pdriodcs. Pour qu’il on fut aulromenL, il fatidraiL qn’il exislftt 
un polynome onlioi on z dont Louies les pfiriodes fiissenl nulles, c^esl-H-dii’e 
qui ffil 6gal it uno fonction A(^). Or<il n’y en a pas (sauf lo cas de h = o, que 
nous cxcluons). 
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Cc n’est pas toiil; soiont P(4, o), Q(^, <\) i^'i’Ioilos rohilivos mix. Jtiux 
substiUilioris ollipliqiios onvisngdos plus haul, de sorLe quo 

iM( = 

MU-ri, n) i 

Si nous fuisoiis ^ o, il vioiU 

AU— ri, o) ^ Al(o, /]) -h /)), 

Al( 0) <■>} — n}-! Q(«) n); 

tloiic 

I\(), rj) = Q((J, f))- 

ColLo corultLlon blaiit disLlncle dos priiciSduiilos, aiiisi (pi’il c-sL also do s’ou 
assurer, il nous resLo 

■i X - 7 - 'J X 1 ( ■> /< -[- 1 ) — 1 = '* ]> — 'J 

coefficionls arliilraircs. 

IjO noinbro dos coeflicicnls arblLrairos esL done an plus 'xp — a. 

11 no pent pas nun phis dLre inf6rieur. (lur s’il I'd Lai I, on no pouiTuIt 
Lrouver xp — 2 inldgralos de premidro oL do ilcuxidnin espdec liiidairoiiioiU 
inddpondaules. Gar si nous prenons xp — a inldgrales M(4;) quelconqiios, 
nous pourrions on former uno combinaison liudairo el choisir les coefficionls 
do cctLo combinaison do tollc sorLo t[uo Louies sos pdriodos soionl nulles, c’tisl- 
a-diro qu’ollo so rddiiiso a uno fun c lion A(j). 

Or nous savoiis qu’il oxislo prdcisdmenl 'ip - — ;>, luLdgralos imld[H'ndunlos 
do premidro et dc deuxidino ospece. 
liu consccpiGnco i 

Le Jiombre des coaJficienLs arbilralves des pdriodes est douhhi de aelui 
des Integrales de preniidre espbee, 

Co ibdoreme csL d’ailleurs gdndral. 

On peut lrouver d'aulrcs analogies avec la ihdorio des inldgralos abdiiennes, 
ainsi la possibilild dc ddcomposer en inldgralos simples do dciividmo ospeco 
los fonclions A(j) qui jouenl ici lo rdle des funclions raliunnellos 11 (.7;, ^') 
duns I’cludo dos iiiLdgralos abdiienucs. D’aiUro purl, les rehuions enlro les 
rdsidus des fonclions A(c) correspondenl au llidordine de lUemauu-Uocli. 

Enfin a) est mie inldgrale do deuxieme espdeo par rapport d z, ot c'osi 
en mdme temps uno fonction thdtafu elision no do a; il y a la uno sorlo do 
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rccijirocitd qui ii’o.sl pas sans analogic avcc la VerLamcJuuig von f^arameler 
xuid Argument cle Gleb soli et Gordan. 

Mais rc venous au problem e qui nous avail servi dc point de depart. 11 
s’ngissait de ramencr los fonelions ihitafiiehsieimes ii la forme de series 
lliiLafuclisiennes, on si I’on pr6fere, de cberclier les conditions micessaires et 
sufilsanlos dc I’idenlile de deux expressions th^tafuclisiennes, mises soil sous 
la ionne dc series lli^LafuclisIennes, soil sous la forme des series (i) et (/^) 
dti paragraphe pr6c6denL, soit sons la forme du produil do 
fonction ralionnelle de x el de ) . 

Nous pouvons maintenauL t^noiicer ces conditions. 11 faut et il suffit : 

i" Que les inlinis soient les monies aveo les m^mes rdsidus. 

2 " Que les pdriodes soient les m^mos. 

Knoore cos conditions no sont-olles pas distincLes; il suffit que p — i des 
cooflicleuts arbitraires des pdriodes (sur a/; — a) soient les mfimcs. 

\ 

IV. — Invariants des formes quadratiques dofinies. 

Apr6s avoir envisage les invariants arithmf'tiques d’une forme limiaire isolde, 
nous sommes conduits il dUulier ceux de deux formes lim^aires slniiillamics, 
d’ou il Qsl ais6 dc dddiiire ceux d’une forme quadra tique. 

Soient ax -\~ hy et a! x Vy deux formes llndaires simultanc^es, nous 
cliorclions les fonelions des qualre coofficionts «, b' qui demeurent 

inalt6r(ics quand les deux formes subissent une inline substitution liiniaire i 
coefficioals on tiers. 

^i./M ./a> • ■ • > jp sont des invariants de la forme ax~\~hy-, regardic coinme 
Isolde, si j \ , y'j, . . . , sont des invariants do la forme Isolde a' x-\~ il fist 
clnlr d’abord que LouLe fonction uniform o des J et des f csL un invariant des 
deux formes siraultandos. 

Mais tons les invariants do ces deux formes ne peuvonL pas s’obtcnir aiusi; 
ceux qu’on pout definir dc la sorte, restent inallerds, non seuleniont quand 
les deux formes subissent une jndme substitution, mais encore quand elles 
subissent deux substitutions differ entes. Co ne sont done quo des invariants 
Irds particuliers etquinoprdsentcntpas d’intdrdt spdeial, pnisqu’ilsse ramenent 
immddiatement k ceux que nous vonons d’dtiulier, 
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y?4 

II cbL iusi!} (I’eu ohlcnir d’anlrob; soieut 

F, £=(«;■ ; ^^,) ) -I- (f''-'’ i I )> 


h) ) -\- I 0\) )) 

f) coinbiuaisoiis lineaires de uos doux formes; los lelLrOh £y, ro|)r(i- 

seiiieiU p coefficlcnls conslanls qnclconfjuos. Solt/i iin invurinnl de mi 

invarlniil de Fj, . . jp un Invariaut de Fp, Toulc fouclion uniforino d<! 

/■!,, , . . ^ jp csl encore im invarianl dos deux i'orincs. 

Gonsiddrons inainLonanL la forme quudratique 

{ax H- by)(a'x 4- b'y) = au' x- ~\~ {ah' -h ha') .rj' -i- bl>' } * 

qui esL lo prod nil do nos doux forinGs lindairos. d’oiile fond Ion do lui'^ 
ab'-^ba’, ^^ 6 ' cpil cst nn invariant arlllitmiliquo de nos doux formns lindaircs, 
csL un invariant de la forme qiiadraliqiic ; et la rdcijiroque ost d’aillenrs vraio. 

O'aprds ce quo nous avons dit des invariunls dos foimcs liiidairos, nous 
sommos conduits ix cnvisager sjidcialoinont los invnrianls dos doux fonnus 
lindairos qui dependent soulemciiL dos rapports 

a _ a' _ , 

b ~ ?/ "" "" ’ 


c’osl-a-dlro los fonclions F(o, s') iclles quo 


(i^ 




). 


C’ost ainsi quo par mi los invariants d’uno soulo forme lindairc, nous avons 
fllslingnd los fonclions fuclisionnos 1^(3), land is (jiic les an Ires so ramdncnl uux 
{ouclions tlidlafuchsieniics. 

Parml les fonclions F(c, z') qui joulssent de la propridld prdcddenlo, cellos 
qui sont symdtriques on ol z’ sont des invariants do la forme qundraliquo. 


xSl nous conslddrons les dllTdrcnlos substitutions lindairos i\ oocflloicnls 
ontiers, pour uue inrinlld d’onlro ellos, los deuxnombros 

«s H- (:i ctz'-\~ [i 

Y 3 5 ’ 3' “I- S 

sont Inlinimont prds d’dtro rdols; cc qui nous moulrn d’abord quo los points 
pour losquels z ct z' sont rdols tons doux, sont dos points singuliors do la 
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•.)■) ) 


foncllon K(5, z'), Mais tl’aiilro part, si z uL o' ioiit dijiix noiuht'tjs qui no soul 
pas Lous doux iV'cls, il osL iinpossiI)lc do Lroiivor imo iuluiilo do suhsliuuioiis 
lollos quo los donx (''qualions 

c'Orl'/ , cio'H-!:! 

- — ^ j- j - = 

Y “ 1 “ Y ^ ^ 

soionL Inlliiiiiioixt pros d’tJLro simullanomouL salisriulos, 

Oil pour rail done oLre ten 1(5 do oroiro qu'it os I jiossllilo do former dos 
fonolions ^’(u, 5') (ou plus g(5n(5raloinonl dos invarianls arilliUK^liquos dos deux 
I'oriiios &iiniillaiu''cs ax + /)_; oL a'x -f- />' )') (|iu u’adinoUoiiL d'autros points 
singuliers quo ceiiv pour losquols 3 el z' soul rt5ols Lous doux. Colfi n’osl pus 
possililo; siipposons on (dl'ot (jiu’ c oL c' soionl Ii(5s par la I'elnlion 

i •> } c j'-i- /( z — z') I I — i» ; 

alors z’) ~ - Y - — .soruit fonction unil'oriue do z soulomonl ol 

conune z ot c' on vertu do lii relation ('i) no pouvonl (Uro nWds a la fois, 
la fonction z') n’aiirail anoun poinl sln}j;ulior ossoiUud, oo (jiii osl 

iinposslldc. 


Nous avons lilou dos inaiiioros do 
oonsid('‘rons par oxoniplo la s(''rio 


former dos invariants ari tlimdliquos ; 


('0 



az -\ - \i 
‘{z 1 fi ’ 


i £ jJ ) 

73 '! fi / 


ifz I (, r '"'(■{ z' I 0 r-'" 


analogue aux siirios tlidlafuolisionnos el ou la sommation osL dtondne a toiilos 
los suhslllutions liniaires du groupo. 

Cette sdrie ou 1 I(j, z') rojua^sonto iine fonolion ralioiinoMo d(‘ z ol do z 
converge pourvii ([ue : 

1 '* Lo uombi’o fn soil onlier el posllif. 

2 " IjU fonolion TI(3, z') ue puisso devenir infinic ou ind(Hormin(5e quand z 
el z' sonl lous deux rdcls. 

3“ laj prodiiil 11 ( 3 , ^') lendo vers uiui liinito Itiiio ot d(5tormin(5o 

(juaud z ot z' croissont ind(5finiiTionl. 

Posons alors 


•jit 


U. I’. - V. 


/, ,> nl / //); 
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00 {) 

la sm’ie (3) peiil s’ecrlrn 

(I -\- ^h, y tf -h oh) a.(i' \~ [ih' , y (t' \- oh' ) h, n' />' ) 


c! SO pi’6soiUO clIrc'cMoiiioiiL sons lu foniio (Tmi invariant dos dciiv form os 
llniiaii'Gs. Si la foiiclioii 1I(:;. c') osL synnHntjuo on sol s', c'osL nn invariant 
do la formn (.[uadraliqnc. Si I’on donnc a la sih’lo la fornni (3'"') la condlllon do 
convergonco osL quo 11 soil iiiio id no Lion ralionnollc hoinogono, d(' d(>gr('- - 2fii 
Laul par rapport a a el li b quo par ra|»porL a o' el //, doiU lo (l('‘nomInat(nir nt‘ 

puisso s’annnlor (pi and les rajiporls j '1^, pronnonl urns nuuno vahnir riiollo. 

Nous oliiioudrons {'ivideiniiujnl ime aulro I’orino d’invarlanis (ui (uivisagount 
les s6rios 


(4) 


y ! , 

^ ( Y a -h o/y )’ ( Y It' -O ’ 


oil Y ul 0 jiouvonl prendre tons los systfiines do valours ontiin-os possililos sauf 
lo sysLcmo y — el ou nous snpposoron.s d'aliord .v ontior (oL d’alllonrs 
>i). Les invariants di'dinis par los 'sorios (3'"') on 4 admolteiiL ooinnio [loints 
singnliors ossoallols, non souloinonl ooux on z cl s' soiiL iV'els tons (h‘ux^ nuiis 
ceiix oil Viiiui scMilciiionL do oes deux: qiiaiuili^s esl riollc. I Is n’on adiinMlonl 
d’ailleur.s pas d’auiro, 


Soient [nainlonant X ol jx, V ol, // (|nalro'Oonslanlo.s (piolcuiiqnos, olnqn'onaiU 
la fonctioii 0 dtdinio par I’dqmuion (3^'“), forinons I’oxprcssion 

(V''') [Ki'yXh X' fi -h \i' /f' , X' h -\- \x' h' ) 

(dost nil in variant arithnn^tique des donx formes lindiaii’es, mals non plus do la 
forme quadraluj no, sos points singuliers soul coux pour losqnols I'un dos donx 
rapports 

A (i-\- |j a' \i! (t' 

Xb-\-\)l}']' a 7 ;-|- |j/// 

est riiel. Plus gtimiralemenL soilH(rt, a', b') nnc fonotion ralionnollii qnol- 
conque liomog6no de degrci — \ m [uir rapport aux qiiatre variables a, by a', b'. 
Formons la sdric 

( Q) II( -h Y « 5/i, (/ o' - 1 - fih', Y'^d-i- oh') = Qt(o, h, a', h'). 

Si celtc si^ric est convergcnle, 0| (^sL encore on invariant dos deux formes 
lincaires, Soil Q(rt, b] a', h') lo dibiominaloiir de If; Ponsomble do.s points od 



INVARIANTS ARITHM^TlQUFS. 


I’ini di!S loniHis cli! la saricj doviiiiil iiifmi asL (loiiii(i par los ef|ualiuns 
((>; c/ -h [i/;, Y a -I oh^va' \ (t' -\- ub' ) — u 

Mai.s CL! doll I min', ilovons siirLout nous pn'occupar, c’osi do rGcliorehor 
I’ouscmlilr' dos poiiils dans lo voi.sliiaj^i* dcsqnels il j a niu! iiilluild d’lkjualions 
((i) qui sonL salisfaitos. C(‘S poiuls son! on cU'el los points sinffuliors cssonliols 
do la foncLion (■)!. 

Soil d’alioi'd So uno (]iiaiilil(i ooinnionsurnlilo quolconijiio. Posons 

« = 1 -I h 3|,, [i = ~ A , 7 = A , T, — \ — h 

d’on ao — • ,3y i ; comino os( cominoiisnraldo, on pcul olioislr h dkino 
in(iuiU 3 do manioros do I'aroii quo o', (5, y, r] soioiU onliors, ol Pon a 

v d I [iA = « I A — CiiA ), 7^1 i oA = A i li((i — Znh ), 
uit' I [ib' -- o' I A 3|i(r/' — - iiA'a ycZ-f- SA 'w A'-i A ( Cd A'), 

do sorlo quo qiiaiul h oroilra indodniuioiit, lo.s rapports divs (|uautil(^s 
an i [■jA, y/i-i'oA, a a' \ [ib', y/i' i oA' 

londolU vors coiix dos quant, ll(5s 

3(1 A A ^ Z\\{ tf 3 (( A ji ( ^ v(j A )t 

Dono, si lo point Uy A, (-P, h' sallsfail u Poquatiou 

(7) g| 3,i(o — xsiiA), (^z— c,)A), 3,i(zz'— 3 „A'a f//'~ S|,A')| = 0, 

il y a dans lo voisina^o do co point uno indnilo (raulros points on dos oqualions 
ilo la I’orino (d), dill'dronlos pour Lons cos points,' sonl satisfaltes. Pit cola osL 
vrul quand on doiino a Zn uno valour cominoiisuralilo ol par cons^quonl aussi 
line valour rdollo ({uolconquo. 

Mals 00 n’osl pas tout; il ost dvldonl quo si lo point a, A, a', b' osl iin point 
.sln^uller osscniiol, il on ost do in^ino do tons los points 

az/n-pA, 7ZZ + 3A, au'-h\ib', •{a'~k-(tb\ 

ou a, ( 3 , y, d soiU dos onliors tols quo «f 5 — fBy— i, Dono los points a, A, b' 
([111 snlisforonl A I’dquation 

Q(«kAj A, "uA^, AD “ 0 

on posant 

A = («f/ -h pA) ~ 3(,(y zz -h SA), A':= (c^zd -i- pA') — 3o(Y'’d+ ^A'j 



iNVA 1(1 ANTS AKlTHMl'TlQUrS, 


■.>?8 

sonl uucoi’c! ilos poiiili) singiilun's esscnliels. Or cjiiniid Cn prciul louU's los 
valeurs r(^‘ulles possihlcs, 

ji — «n <> 

-- r „7 

piumd iuissi IdhIcs Iu-S valours rdelles possiblos. Nous ohkuioim done liiialoiiionl 
los points singuiicrs ossenticds a I’aido do l’df|ualiou 

q[zu{a — ^'oO ), {<i - - z\J)), c„(a'— c'j, //), ( o' - c', //)| = o, 

ou Zq oL Op snnL doux conslanles la'adlos (jiudconquos, 

Hilciprofjucinoiil, si [’on oonsiddro uno siiilcj indellnio <!(' sjshuiK's do 
noinbi’cs enliors, cc, p, y, d, ids quo jo — py i , on ^’oil (pio, (pi and on 
s’avaiico indi'diniinonL dans col to snito, los diDdi'cnoos 

a p a I t/n-hp// a u <t' [^1/ a 

y (3 ^ (j o’ y(/ -h S/j y’ i i 

loiid(3nL vors zd’o (j’exclns lo cas on roslo (Ini, cas on il ouin'i(5ndndl do 
ren verso r tons los rapports prt'>C(idonts). On d(kluit do la quo si lo point 
(ii, 6i, a\, b\ osl inliiiinieni voisin d’une inlinitc^ do Iransi'ornies dti point (i, /j, 
cd, b’ y on doit avoir 

f(i _ h\ _ o'l h\ 

Zii{u - z'^yh) <1 z\j/> z[^0') a'- 

:J(, oL (itaiU r(^oIs. 

Ou pent en cuncinro onsuilo (pio si lo point (/, ((', // no sal is fait iii 

ttux equations (()), ni a I’lkpiaLiou ( 7 '"'), pent Irouver nn(! liniito 
supiirieure de 

II (o, by a'y b' ) h'^»^ h'^<» ^ IIi(o, (/', //; 

(qui ost uno fo action ratlonntillo lioinogcnio do dogri^ zero on «, by a\ //) am si 
que do tontes scs trails form dos 

IIi(«a -+- [id, y (/ - 4 - Sd, «(('+ pd', y n'-H ub"), 

D’on il suit quo la si'jrio (u) converge [Hil,sf[no la s(';rIo 

(^) + ob)-~"‘ (ya'-i- od')--'" 

ost convorgonto, A vrai dire 00 riiisonnoniont sonible siqiposer on outre ([iio los 
rapports ~ ne soul pas rdels, pnls(pic dans le cas coiiLrairo la sdrio (H) ik* 
convergerait pas, in a is il serai t ais(i do rem placer dans I’oxpiossion de Hi le 



fuel (HIP h-"‘ |)fir 


INVAIUANTS ARITHMETIQUES, 


■il'i) 


< tj) -f- lih'ynt (///, ^ [0.7;' J-!"' 

el. do ehoisir les conslaiiUi') A, p, X', do idle faeoii ([ne los rnppoii.s 

> <! H- ;j «' a' (t 4 - \}' n' 

A h -h |j h' ’ X' h jj' /o' 

no soioni |>as rfuds ot pui' eoiisorjuniiL (jiie In S('‘rie 

(«/</*_) i:| X( Y (I ?>h ) t- p ( Y'/'-t' [X'(v,< s/o') + [o'(Y(i'4- 5//))--'"' 

Oniivoi'^o. 

loll imliH’o do,') poiixls .sinj^iduit's rdsnllc do la discussion qui pi’ccedo. 

( Iniisidi^i'cnis rosjnico a Iniil diinoiisioiis ou los coordoniides sonl Ics parlies 
r<i('llo.s el ima{;iiiaii’os do r/, a' oL h'. Dans coL cspaco les points salisfaisanl 
A lino dqiiaLton ((i) form out unn varioLd a six dimensions, Ics points satisfaisant 
a lino A((nalion (7^"'*) 00 ol 5 ^ sonl rAid.s, furmciU en general une varide 
j\ liiiit dinionsions. Done eii ^ 6 nrral hf; points singiiliers essenltels forment 
(ics asp (tecs l((('.un<t it v^v . 

(oopondanl il pent so falre quo lo prcinicr incmbrc de (7'''') puissc se mellrc 
sous la forme 

( - 0 ) • 3 ',) /;, «' ■— a'o h') = 0 . 

Dans ro ea.s rAqnation (7'"'') pent so rddniro a 

Q"(e s', 7 ;, rd-- = {) 

el no eontioni pins (jii’nn parainetrrj arhilraire rdol IJnus ce cas, los points 
<pii y salisfonl form on 1 imo variiUd a sopL dimensions; de sorto quo si Ton 
regarde par exeinple //, a', // ooinmo donnds, les points stnguliors ossenlids 
dans lo plan des a forimnil des lignes singuliiires ct non des espaccs Incunnires. 

Dans le eas par exemplo de.s invariants do la forme quadraliqne, H ot par 
(;ons(''fpK3nl (^) soul liomogdiU'S do nu^ino d( 3 gr (5 on ct cL b d’nue paii, en (t cl 
d’niilre part (do di'grA k par exempio); le premier meinhre de so rt^duil 
nlors a 

(J( 3 (I, I, no, 

ol, I’dq nation (7^'"’') so or it 

(o- 

00 <(11 1 nionlro quo los points singuliors essenlids corrospondent aux cas oii j 



INVARIANTS AIUTHMETIQUES, 


j'in 

011 -^^7 sonL ronls. J)ani> lii cas on Fon a i) Sn, i)i=o, g,, (^lant n^cl, 

c’osL-ii-clit'o si Ic d( 5 nomiiiaieuv cJe II s’aniiiilc (|iia]ul Ids jUmix rapporls uL ”, 

proniicnl uno infimc valuin’ redlc, FdqiiaLion (7^"^) osl loiijonrs salisniitc, do 
sorlo ({Lio la sd'io no converge) jamais, 

On osLclonc conduit a parLager Fcspace en qnalro regions (Faprds le signe do 
la partie iniuginaire do el de ha sd'le I’fipreiseiUo dos fonclions 

dillercnlcs dans ces qiuilre regions; observons quo do cos qiialre regions la plus 
iiUdressaiiLo est cello on I'nne dos parties imngtnalros ost positive el Fa litre 
idgalivo; qiiaud on cfTet, les deux rapports sonl imaginaires conjuguds, la 
forme qiiadratiqiie dovlent reolle et ddinie. Co (]ue nous venous do dire 
s’appllqiio a la sdrle (d'"'); on olilienl dcs rihsultals analogues pour la 
si'jrie ( 3 '*’' ). 

So ion I 0 1, 0., 0,„ 0, ipiatro sdries de la forme (-'F"') lo nomliro m dlanl le 
mdno pour louLes les qua Ire. l^lxisLe-t-il en gi^ndral onlre olios iiiie relaliou 
algdbriqiio homogene 

(ij) F(Bi, Hj, 9n, Oi ) — 0 . 

Co sorait la line gdndralisalion cFiin tluViremo connii siir les si'rlos 
tln'ilafuclisiennos. l)6signoiis par lli, Ha, If,,, 1 1, los fonclions ralionnollcs 
qui ongendrent respectivomont 0i, 0^, 0 ,, 0,i oL supposons quo Fon nit 

!■ _ IF It _ n', 

’ in — f/i /;)(/«' — * (u — 

oil r/i el' <72 soiiL dos coiislnnLos, on 11',, 11'^ sont des fonclions rationncllcs qui 
no deviennont ni nullos, ni iiilinio.s pour ~(/i, —72, landis quo Ilg oL 11 , 

sonl qiielconquos; nous supposorons scnlomonl qu’clles no deviennonl ni 
nullos, ni inlinios pour ~ /71, 'y, ~ (/», 

Ordoniions la relation (9) suivanL les puissances do 0 , el 0 ^ et soit 

I’lin dos termos du develop poment, A^jy dlanl im pojyiionie Jiomogcne en 0;, 
ot 0,. do disliuguerai parmi cos lornios ceux qui sont d’ordre maximum. 
Un tonne on 0^0’'! snra d’ordre maximum s’il u’exisLc pas do lornioon 0t,''’0Tlol 
quo p' > p, y'li; v, uu p.'^ p., v' > V, 



INVARIANTS ARITHMn'lQUES. 


Soil 


q\ = 


O' <7 1 H- 

Y <7 1 -h 3 ’ 


q'i = 


(jx 4- [i' 
y' <7^ 4- 3' ’ 


ii3i 


cc, y, o; a', p', y', rj' sonl dos tiiiLiers ids (jU(‘ cco — |3y = i, c//5'— p'y'= t , 
miiis (|iii corrcspondeui a denx .su])Slltiuions lindairos di/Id’cnlos. 

Alors 01 nL 0j devionuonl in (inis pour 

It , tf' , 

- 7i> 7/ “ 

Rl, si Ton (l(Wclojip() 

(^qni HR depcndciH quo dos mj)ports suivanl los piiissancos 

do z — fj\ el z' — < 72 , on Ironve 

01 //-'« -1- \ I lyim l/'im _ ■ . V.,. 

3 — (7, s'— (7'. 

V| OL Va lie dovonniil pas iiinnis el B, el By reprdsculanl des constanios 
nnalof^iics aux risidus. 

Si nous (hiveloppons do ndmo 

l'’(0i 

suivanl les puissances de z^q\^ lows los tormes du diivoloppomeiU 

doivonl (Hro mils. Or si A|jv0'|'Wa esL mi icrnie d’urdro iiiaxiimini, lo 
cocnicienl de 

t 

(T-«7',)iu='-y'»)'' 

esl AJv, on ddsif^imnl par AJ., co quo devienL Ap quand on y fall 

K ^ q',^ /j ==! I , = y'j , b' 

Done A|% doil dire mil ot lo rapport ^ doll dire le mdme quiuid on y fail 

„ a'(7.j4“ [i' 

/; ~ Y 9i "t* S ’ // “ y'<72 “H 3' 

(|uels quo soionl los cnLicrs a, |3, y, d, a', |3', y', d'. Gomine (ji el sonl 

quelconques, lo rapporl no doil pas changer qunnd b el a'^ subissent 

dos subslllu lions lindairos i\ coefficients enliers, que ces suhstilulions soient 
idontiques ou diffdrentes: 



INVARIAN’IS ARITHMii PIQUES, 


'i'Vx 

(louiuH! il n’ou Oil pas ainsi, c’esl que Iti roklioii (q) nc pent, exkujr <’1 ({u'll 
tiy a pas on gdnrral de ndation cdg^brique enlre les f), 


A I’aiile Jos iuvai’iaals oblonus par los series (3^"'’), on pGiU oil oliU'iiir 
(I ’an ires en Ics coinliiiianl par lulJilion, sous tract ion, mult Ip licalion el Ji vision. 
On pout egnloniont los combiner avec la fond Ion 

ffh ' — a' h, 


qni esl evidonimenl un invarianl des Jenx formes lineaires et la racine cnrrJe 
fl’nn invarianl do la forme quadraliquo. 

D’aulre pari, si .1 osL iin invarianl des doiix formes llin'jaire.s, II en esl de 
nifimo dcs expression.s 


, di ,,d\ 

“a,*'' 7n,' 


dS , di 
n h -jj-, 


da' 


dh’ 


Dans Ic cas paiiicnlior on 

11(5) 


1 


t’lnvarianl 0 forme A I’aidc do In .sc^rle (3'"'') snli.sfaila one 
tiolle roniarqnable, car 


, //e , , f/t) 


iWjualion dlfi’6ren- 


esl un des iinariauts do la forme lindairo uniqm' u.r + b^ , invarianl.s elinhYs 
dans io paragrapho 2. Plus gibiA'alcmenl, si 

la indmc opAraliou rApelt'*e ni fois siir 0 conduit a un invarianl do la forme 
liinioirc unique ax + by. 

11 esl clalr quo si I’invarlaut J osl liomogAne d’ordro m on a el/; ctd’ordroni' 
en a' el b\ I’invarinnt H- iiomogAne d’ordro m — i on a et h et 

d’ordro m'H- i on a' el 


Soil malntonanl A un invariant bomogene d’oi'dro ni en a oL b ot d'ordre ni’ 
on a' el /j', m el in' Alanl posilifs. Alors les ddrivdos d’oi’dro ni par rapport A a 
el A & soul lioinogAnes d’ordre o, do sorto (ju’eu vcrlu du lliAorAmo de.s 
foiicLions homogAnes, on pcul poser 


dat‘ db^+'>*-/’ 


— ,)i hm-/< l)i> ai I A1 ( (i^ 


a', //) 



INVARIANTS ARITHMS TIQUES. 


yl3 


ol ]’on coiislalG aiii(''muiiL fjue M oslGiicofO im invarianLarilliiiKilltiiin hoinogi'ne 
d’orilrL' — -{ni H- ‘i) eu a ot b oL fl'urdro in' cu a' cL b’ , On poscrail dy memo 


r/'"' ' 1 iM 




Ol I’oii \(“i‘TaiLquc N esi uti iuvarianl arillHiK'Uijue liomogcno d’ordro — (/n + g) 
on a ol b d’ordro — (ni'4-a) on a' ol b'. Cola ost rdqnivalonL de ia relation 
0 litre loi> foil Clio ns A onvisagdes an paragrapho Til et Ics fonc lions ihdla- 
fuclisicnnos. On voil do conihien de manidres on pout dddnire do nouvoaux 
invariants do oeux quo I’on connaiL ddjt\. 

On pent raLlaclior cos invariants a cerlaines fonctions qui sont apparenldos 
auK fonctions ellipliqiics. Considdrons on ofTol la sdrie double 

)SII(a’ — mu — nh, .r'— ?na'-~ nb') = .r'), 

on ni oL 71 pronncnt toutes los valours ontieres possibles, oL on II pout s'dcriro 


p ol (j dtaut deux onlicrs positifs dont la soinine osL ])Ius grande quo a. Si nous 
supposons d’abord </ = 1 , nous voyons que la fonclion Fy,, satisfait a I’dqiialion 
dilTdron tiollo 

■ , , dF/n _\p —p 

d.v da db ^{x~ma — ni ■ 


dont lo second meinIn'C esl luio fonclion ellipliquo. 
Si fj Gsl >• 1, on a simplomonl 


La diH'drcnco 


I' 


/"/• 




J'I>X'<7 


SO rdduil poiii’ ,2; ~ 0 a I’un do nos invariants. 

Observous encore quo lo produit 

.F)a(,/', a, b)7i>(y, n', b'), 

[mi O' (a;, a, b) roprdsenle la fonclion a do Weiei'xlt'ass ajant pour pdriodcs a 
el 6], rosle (ini pour toutos ies valours dos variables ^sauf bion'oniendu quand 
I’un des rnpporls 011 dovient rdolV Si I’on ddveloppe ce produit suivanl 


1 1 . P. - V. 


3 o 
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2 V| 

I(*s puis SR II (I Ob (Ic .r cl (Ig iT'^ los cocffioiGnls dii (IcvcloppoiiiGiil soul (‘ih’oi'c 
flos inviirifinls qiii no devieuuenl pas iulinis. 

Jl rt^stiUo dll cello rapldc revue (|iie les invarianls dcs foniies (|ticulrati([n(‘s 
pTL^ sen lent ])Ginicoup plus do varli^U' (pie ceii'v dos form us liniiairusj ut cello 
vari(d.(i so manlfesle on paiiiculior par la eircoustaiice su i vault*. Dans la s(^n(‘(i) 
dll paragraplie II, on no pouviul dnuiiur a / iiue valour fraclionuairo; dans 
la serie ( 4 ) de ce pa rag raphe IV an coiili’airu, on pen I donner a .s uiio 

valour frac lion ua ire, an iiioins quand les rap per Is ol soul uu agin a ires 

coujugiuS; In so in me do la sih'lo res to im iiuarianl. do I lie circons lance a joud 
un role cn[)ital dans la diiimmsl ration do Lojoiinu-Dirichlul (|ui nous a servi 
dc point de diiparl, 

V. — Relations avec les fonctions abdliennos. 

Los invariants dcs formes quadrali(|iu*s pr^suulunt, coiiimo nous venous 
de le voir, une giandu variiiu^; au lieu de Ihnvarianl 

^ ^ ^ {ft/n-~h •> hmti vii-y 

qui joue Ic role capilal dans la d(hnonslratiori do LejoiiiK'-Dirichlol ul qui 
correspond a la sdrie ( 4 ) do paragrnphe priicddeut, on pool unvisngor la sdrio 

- 9 ( (im - *> hmn -v- cn - ), 
oil ^ esl line foiiclion qiielconipio, cl on purlieu Her 

F ( (/ ) = i; y'""' I ‘ 

G’est d’nilleurs re ((ida fail Lojeuno-J 3 irichlel lui-indmo (of. OhJavves com 

l. I, p. 467-41^9) (') cl, coinme nous alloiis hicnl 6 t nous on rondro coinplu, col 


C') l.e Mt'iiioiu* cito esl liecherrhes sui' 'diverges applied lions do I'tmalyso injinilesinutli' a 
la Iheortp des nomhros, 

II 11 olt: ptihlu! (liins W. Journal dr CrollOy lid. 19, iS.^t) i‘L lid. ‘21, i.Sp. l.cjeiiiK'-DirK'lilcL y ulilisc 
stu’Loul les sotiimes quo II. Foliicnrt'* clesigin’ par 

J(s)=:i;;P 'j ain-~\--dnnn -\ nd) 

il nc tioimi* qua d’asse/. Itrrvos iiulniUioiis sur I’einploi drs soimiiics 

On Uouvrra un resurm' des n'siilials obtniiis |i,U’ Dirk-lilcl cL (II*', nudicrclK’s ullri lourob <laiis 
I7i’«c, des Sc, lidil. fraurai'io, I, 17 , n'”* 32 Ii 3(). (A, (!,) 




INVARIANTS ARITUMLTIQUES. 


•)35 

inviu-iniiL aiu’all pn, toul aiissi bien quo J(a') iorvir do point do depart 

u son anuljsi). 

On voil craillonrs quo ces deiix invariants soul intimoincnl Ii6s I’nn a I'nulto; 
car on a la foruiulo 

(”1) t’(.v) J( a) = / — 1|(/3. 

‘At 

D’lin autre cdl6, F((/) sc ratlache aux lone lions al)<Uionne.s, car la sib’ie 

( ^ j 0 s= o<("' ’ t "J 1 

n’osL autre cliose quo la cdlcbre fonction 0, ct il siiflil pour rolrouvcr b’((7) 
d’y fniro a? = = o. 


Nous avous licsuiii pour cc qui va suivro do suvoir ooiniiionl so cnuiportc 
ccLlc fonction pour q voisin dc i, ol pour cola nous emploicrons I’artilicc 
suivant. Tai fonction 0 oil ip Li quo pout rocevoir I’iiUcrprdlalion pliysiquc 
suivantn. Soil unc arm ill e de longiiour 27r, soil /(.r) la distribution do la 
lonip6raluro dans ocLtc arinillo a I’inslaiiL i o, x d^sijjnant I’arc coinpLo snr 
I’arniillc partir d’lmu cortaino origino. Si I’on clioisil convonableincnt los 
uniu's ct si I’on preml cj — e"'^ la distribution do In icmpdraturo ft un instant 
quulconque ost roprdsentdo par I’intiSgralo 


j: 


\ r(z) 


e(.t'- z)f/z 


Gdnib’alisons col to concoplion, Nous voyons d’abord quo, si nous posons q — 
la sdrio- (a) satis fail ft 1’ Equation aux dftrivdos parliolios 


O) 


f/a f/n-) , d^tr) dH^ 


Kilo repri^sonto done la dlslribulion do la lompilrature dans unplanfornu' d’luio 
inalicro an iso trope c’osl-a-dirn on la conduclibilitd caloriliquo vario avoc la 
diroction. Do plus cotto distribution doit i^lro piiriodiqiio, car la ruiiction 0 no 
change pas quand on augmonlo x on j'd’un multiple dc aTr. 11 ostclair d’aillcurs 
quo si cotto p6riodicild oxislo ft 1’ ins tan I initial, olio suiisislora Lou jours. Dc 
in6mo, dans lo cas do la fonction 0 ellipliquo, an lieu do consul dror uno armille 
formdo, nous pourrions ouvisagor uno droilo inddfinic, mais oil la distribution 
initialo sorait siipposdc p6riodiquo. 



INVARIANTS ARlTlIMC'I’lQUhS. 


lliivciioiis ii la fonctioii 0 al)(Wi(!une oi cluirchans (jiitilln doit rlro la iIiMri- 
biilion iniliale dans lo plan. Soil d’lmo ffu;oii plus g^u^ralo 

/(.r, /) = 

la dislribuLion iniliale ; la dislrlbiiUon n im iiibtani (jnol(‘on([nn sera 
Or on ii 

les Inl^graLious (^laiiL onbf:tiu''cs do ii~~o a n 'j.-n cL do r o a o i)7r. 
On a done 

Jj 0= ll'jlih ■»),)■ r)>/iu/v, 

I^nur passer A la foncLion 0 ollo-mflme, il snflll do snpposor quo la function 
/(»j o) osl niille sanf qiiand u ol o sonl mils on mnlliples do stt, aiiquol cas 
cllc csL infinio. 

Si ron me peniioL do parlor do quant lid do clialcur an Hou tio loinpdratnro 
afm d’dnonccr le rdsuUal plus faciloinoiU, jo dinii : 

Siipposons qn’a l*inslanli = 0 , il jait imoquanULd do cludoiir conoonLrdo 
ii I’origino; ainsi qu'en ebaciin dos points a/T7r, y- - ii/i't:, la dislrilmlion 
do cello clialeiir dans lo plan a un inslaiU uUdriour soru ropnSsonido par la 
fonclion 0. 


Elndions colic dislribulion par uno aiilro voie. Envisagoons Ibiqiialion 

(4) 


on I’inldgralion double osl d tend no an plan dos m’ ton I onlior ot oii I’oii a posd 
^ = X -h an \/‘U ^“,r \ 8i'\/e/. 

11 vicnl 

. . da dv 




/n d(f ^ 1 


1 1 



~di 


-If-" ^ ("I ■'?!) =/» in)' 


Done si nous cboisissons los conslauies «, (3, yi d do toUo faijon quo I'on ail 
idenliqucmenl 

(«a; ■'!- (P-'i’ •+• *J')' — ! zfjxj- cj^) 



INVARIANTS ARITHM^TIQUCS. 9 5; 

1(\ ronolioii W tltilluio |)«r riWjiiuLlon (.-i) sulisl'Gra u roquiiLioii (ii); on aura 
tralllciirs pour t o 

(-) _) ) U r~«‘ >‘\/u <iv = ,) ), 

o’ust Jono (jui rojir^senlo la (lI,sU'il)ulIoii initialo. 

Soil 

y 0 “ ~ 1C, (I’oi'i h- - ac - \ E', 

il viciit 

tf'i 1 r-— ~ j <((,)- r| V- - r,) S )2 )= I’ 


I'l l’(if|iiulioii (.i ) (lovionl 





iMiiinlonanl, pour nolro iHslrihiilion inilialo purLlculifiro, Ionic la cbaleiir doll 
(lire coiiccnln'n! )iu\ points 

.?■ S-.. '>Lr.f a/i'::, 


do sorlo quo ^p(c> ‘o) ost nullc parLoul, sanf on cos ])olnls oii olle oslinlinie, la 
(pmnLll6 do cliidour ('onconlrdc on cliacnn do cos poinls oL repr6sonL6ci par 

I’lnldgralo r: jj ’n)<^i<hi doil iHro Noire inldgralo doll done clrc 

roinpittcdo par la sdrlo 


('•) 


w 



•^.r^ 

1C> 


/■" 


1' 


on 

l‘ I oO ■ «(.r- 


<*l on la so 111 in a lion doil (Hro dUmdno a loiiLos los valours enlieres do /f cl do k\ 
8i nous I’aisons x~y^ o, nous voyons quo pour t Lr6s grand, los exponon- 
li olios « soul lr6s poll los, oxcepld cello qui correspond t k — />•'-" o el qui so 
rdduil i\ I . On a done sonsibloincuL 


Ainsi pour d<is valcw\<i da q irks voisines de i, V invariant \^{q)ne depend 
que dll ddlerminant de la forme qiiadratique. C’osl la une propridtd ana- 



INVARIANTS ARITIIMETIQUES, 


r>3H 

loguc a cello ilc.l(.y) dont Lejeuno-Oiriolilol a tiro lo jiarti (|iu! I’ou sail i'Xolla 
pourrait jouer le rneme void ( ' ). 


En faisanl .r = o clans la formula (a), on Lrouvo 


(<>) 





Cola est vrai qiiollc quo soil la forma a h si alia csL a 

coefficlouls cnlicrs, on a da plus 

(7) F{t' ' ). 

En |)Osaul i7T« at ,F(« ~ las t^ijualions ((i)al(y) daviaimcnl 


Ges aquations nous montrent qiie a, si uuo fonclion llnHufiiahsianna du 

groupc fuchsien angendrd par las deux subslilulions 


(», a -1 1), 


( 


a, 


1 

W 7 i 


)• 


L’^ludo de co gronpo fuchsien jotlerait ,sans doulo cjunlqiii! luiniari! sur los pro- 
jji’idlcis arithinduquos dos formes quadratiquo.s. Ilornons-uous a dire qu’il asl 
Ibniio de deux series do subsLiUitions ; a savoir las subslilulions 

(/ fl *- [ly :=: 1 , «, j3, Y, ri ml iiii’s 


« 51']-— [iy =ii, Vi ih y, 5 rntiri'*!. 

Les subs li La lions de la premifiro s^rie formcnl une (longntenzgruppe <pii 
esl un sous-groupe d’iudico 2 do noire groupo fu elision. 


ait [3 

l, L-;, 

y 1'^- u -i rj 

Cl los subslilulions 

I.' 1 ^ 

« Is U -\- 
y IC« -I- 5K ’ 


(') lleLlc proprldli do J(s) a iHc prfirUde par KuoNiaiuKii {Sitzf(sli. Ahtat., Hisrlin, rKS.i, 
p. 776) qui a calculi la timilc pour s Loiulaat vers 1 ile 


J( 5 ). 


'(t: 



{Enoy, des 5 c. lidit. frnny.iise, I-17, a" lili, iioLc 3 r 3 ), {A. C.J 



INVARIAN r.S AlUTIlMl/riQUl.S 


l\)ui’ iiioiilri'r l(*s rcliilioiis <](>s cousideralioius <jui |)i'6(;('{lciil nvoc I'anal^se 
(ic li(*jouiio-l)iriclil(.‘l, nous oliolsiruns uii oviniiplo siinplo. Dans scs ()I<'m'ves 
v.oinp(ol<\s ( L. I, p. I’illiislro g('!OinolfO considorn on parliculior Ics (oniios 
pi’oproinoiiL prlmilivos dt‘ (h'llci'niinaiil /^, p 6laul nn noinhre proniior de la 
lonmj /\v H- ii d diimoniro la Connulc suivaiiU! : 

(«) 

Dans Ic proniier nioindro I* d(';signe uno foniu* (piadraLlfpic a in(lclennin(ios 
inilioros; cl la douhlo soinination s’c'-loncl d’mie pari a Ionics les formes qua- 
dra! i(jues [iroprutnciil primillvos ilc d/iloriniuani — yj, non (iquivalonlcs ; cl 
d’aiilrc pari a Ions los sjslcincs dc valours enlieia's dcs ind6lermin(ics (jui no 
roiidoiil pas la forme 1‘ t^galc a un onl.icr divisihlo par a ou par p. Dans Ic 
d(!uxieiue meinhrc la sonimalion sN^end a Ions les ouliers n el n' impairs cl 
premiers a p. 

11 (311 resull(3 (|nc rcpr(W(3nlG 1(5 iiomhrc dcs roprc'senlalions de 

rcnli(sr n/i.' par I(*s formes du sysUnuc; la sommalion devani r'-lrc (ilciidiie a 
lous les divis(5urs do /i/i'. 

Celle formide pcul. (Mr(3 mise sons unc forme j)lns commode. Soil on circl 
c/ j>"' nn nomhre impair (jiiclcomjno, a etanl preniicsr a jc dis qne le nomln'c 
de.s repr(k(*nlat.ions esl 1(5 nu'me pour a el pour ay/"; cn cllol le nomhre dcs 
roprc'senlalions propres d(5 c/ ( c’(5sl-a-dlr(5 dcs roprc'senlalions idles (jiie les 
dt'iix ind(^l(5rmiiit'cs soicnl d(5s (snlicrs prejuiers outre oiix) esl c^gal an nonilu'O 
(les soldi ions dcs la (5ongrnen(50 x- J) z. ' <i (mod a); Ic nomlu'o total des 
rcpiM'.scnlalions de y esl [c'gal A la somme des iiomhres dcs ropia'senlalions 

propres du.s div(5rs eiiliors k (dani I’nii dcs divisonrs cnrr6s de a. 

Le uoml)j '(5 d(3S reprc'ssciilalions propres dc up esl (igal an nomhre des solu- 
lions disliucles dc l’(UjuuLion 


a (>n — p'^ = p 


« e — p S- = 


p~r^o (modff) on I- r- o (mod a), 

puis(|ii’ou a lonjonr.s nn iiomln’c P lei quo pP^£.ix (mod a). G’e.sl done lo 
nomhre des repi’(i.sonlttlions propres de «. Le nomhre lolal dos roprdscnlalions 

de of.p Q.sl 6gal i\ la somme des nomhres de repr<isonlalion.s dc ou dc 
c’esl-a-diro nn iiombro lolal des rep resen Lai ions de a. 



INVARIANTS ARITHM^ ITQUKS. 


0 |o 

Si nous couslddrous ciisiiiLo los noinl)ros c/])''> ol. c/(f-‘i^ nous voyons (jidiLs 
no pen vent 6lro reprdsenU^s quo si les deiiM iiul^lOTiniinW's cnlldrus son I di vi- 
sibles par ///, de sovte que le nombre de lours roprt'sonltuions osl lo lufinio quo 
pour (7, oil pour ap^ c’osl-a-dire oiioorc jiour v. 


Onus cos con di lions la forimilo (8) pen I so I runs former do la faoon suivanlo : 






.V 




L’licriluro osL la in time, inais los soininalious so font dans dos conditions dilli'*- 
rcnlGs. Dans le premior iuoin!)re, olios s’tilendoni, non souIonumL aux lormes 
on P esi impair cl proinior //, niais a Lous coux on P I'sl iinjiair. Do iiidiiio 
dans Ic denxi6ine inonibro, n osL impair cl. premier i\ iiuiis // osL soulomoni 
assiijelli ii Giro impair. Nous pouvous metmo sujiposor <juo n el n' soul Pun el 
I'anlrc assiijellis seulomonl a dire impairs, h la {londilion de poser 



pour n tli visible par p. 

Le second inombre poul encore s’ derive : 


'I 



r 


I - </-i" 


ou encore on appllquanl la formulc do la pa},^e .Ui'i des Oh'ui'frx romplblrs 
citdes (*) 





, ‘x an TT 
sill 

V 



7 .= 1:1: sm 

\/p 


'* hn " 

~jr' 



J 


ou a ddsigne un rissLo quadraliquo a p (xi b un [uun>ros‘le, el on Pune des sum- 
mallons s’dlond a Lons les nombros impairs 7i ol Pimlro a Lous los res les ou 
non-rcsles a ou b. Qnanl. an premior inombre, il pout s’dcriro 


isl'((/)- ,'-SF(~-7), 


ol'i V{q) ddsigne noLre invariant ot oi't la sommotion .s’dlond i!i loiiLes los formes 
ilo ddLorminanl — /?, propremont primilivos oL non dquivaloiUo.s. Nou.s avou.s 


(>) 11 s’agil cette fois clu iM6inoirc niU6rtear : Stir I'usoife ilos sdrios m/inies ihnis la tlidorio 
(les noinbres, publitj dans Ic Journal de Grellc, fjd 18, r83a, oii Lcjruno I^iviclileL .■nlciile lU'-ji'i 
une vnleiu’ da aombre h des rhisses dc formes qiiadratifiaes d’uu disrriminniU (lonini. (A, C. ; 


INVARIANTS ARH lIMfiTIQUES. 


(lone finalcrncnl 


9,‘jl 


^J) 




^7' 


^ siti 


•I an - 
P 





Je n’ai (Jerit (jn’iin sigiio ^ daus lo second membre pour abriigor I’dcrilurc, 
mais (iu signo simple doit (Uro regards comme (2(juivalenl an signe double d6(ini 
plus haul. 

Nous avous vu plus haul, commeiiL Ics forinules (o) eL (6) pcrmcllenl 
d’iivahior !’’(</)• Disous quelquos niols de b’( — 7); nous poiivons supposer 
quo Ibm a cboisi dans cliaquo classe, (‘omino lype do cello classe uno forme 
quadraliipio (lout les coefdcieuls exlrdmes a el c soul lous deux impairs. Dans 
CCS conditions la purilci do I’cvposan! de 7 esl la miJnio quo celle de /n-l-w; il 
on n'jsullo (pie nous avoiis, cu parlanl de la s<irio 0(a?, j') dtdinie par l’(iqiia- 
lion (a) 

= 0(0, o), p{~//) = 0 ( 57 , 


lll'prenons done la forniule ( 5 ) el faisons-y succcssivcnicnl 
a? j)' =: 7T, nous Irouvoiis 


(10) 






ol'i p Cl y (b^siguoiil deux enlioi’s pairs dans b* cas de F(7) cl deux on tiers 
impairs dans le ens do l'’(— 7). 

Cola po.S(', reprenons I'dgalild 





) 


el faisons-y t lr6s voisin do o, el par consc-quenl 7 iriis voisin do i. 'roulcs les 
(ixpouoniielios (3“ '* dovionncnl Irfis perlites, 6 roxceplion (rune scule qui liguro 
dans F(7) ol fiui corre.spoiid a p = vs=:o. Le premier membre sc r(kluil 
done a 


h 


A 

Wt 



h 


{h (ilaiU le nombi’o des classes), puisqiic 

n =a <fC — 0^ ~ / K®. 


11, V. - V. 


3i 



invariants ARnTIMf''TIQUi:S. 


• 2/, 9 




Passons nu second ineinbrc; on a seusibicniont 

<Ut 

Le deuxleme ineinbrc se r^diiil done a 

d'ou onfm 

C’est la formule de Lejoune-Diriclilel (‘). 


Nous pouvons inainUninnl poser 


^(n) = i) siii'»/or 


r 


d’ori 

(o'"0 


Vl> 


el clierclier a dtndior cL A iraiisrormer ^(w)- Inmvo loiil de suilo 




r 

I -<72 


V (, •ilnmi 


.JUL. 

I 


.’//I «' 


■u 9 ( n ) — j_„ (AtiinfiiW 2 j 'i ' n*' ' 

Sous cGlLo forme, on voil (pio <p(/i) esl uno fonetloii (biublomonl pi'nindiipie 
admeltanl pour infinis 


I- ^ , 


k etaiil eiilier el ji' impair. J'ai mis lo signo :b pour tWiler toulo In 

noinbre n' ajanl jusqu’ici suppose posilif. 

Quant au r6sidu, ii est (^gal tl -[- si k esl pair el u — si k osL impair. 

Nous aclievorons de ddLeriuinor la fonclioii (/(«) on rapjiolimt, ((ue ’v(‘0 o. 
On a done 

87 : 9(10 =.X,{u~ — — <0 — ti)') - • f), 

on dounanl in «, w', 0 lour sigiiiliealion halnUiello dans la Lhdorie de.s fonctions 


(') U'erke, |). 3(>3. 
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ellipLiques el posanL 

, if lz~ 

o (0 — _ , y (p) = I , ly = c 

Nous voyons ensiiile que la fonctlon cp(w) devlenl iuliuie pour 

s rJ' II 7i« 

^ ' =~!7n = ^ ' 

avec le r^sldii ™ pour /• pair cl ™ pour A impair. Nous pouvons done ecrire, 

StTi 11 

eu posanL pour abr6ger e ' X 

-?(“)= "n , ( 7; — 77 / . ] “1- coiisi . 

et comme la conslanLc doll ^Lre Lello que o(rf) s’aniiule pour « = o, c’esl-a- 
dirc pour X = i 



Clierclions d’abord Fexprossiou dii dcuxl6me menibro pour I Irfis pcill; nous 
voyons d’abord quo lend vers z6ro pour / = o; nous devons ensiiile faire 

unc disllnclion suivant que a= pu esL compris ciiLre o et -/-i ou enlre ~ et p, 

J3ans le premier ens X lend vers I’infini el Xi/i vers z6ro; dans Ic deuxieme 
cas Xf/i lend vers I’infinl etX^j vers zdro, 

linvlsageons alors Ics divers lermes du (leuxicme mcinln'c, Dank le pre- 
mier cas 


Ics icl’int's 

I'll 


(A* < 0 ) InuloiiL 

\ lirs 

D 

)) 

)) 

)) 

?5' 


)) 


1 

*) 


)> 

» 


(A>U) 


» 

0 


» 

)> 


(/.<0} 


» 

0 

» 

» 

)J 


(/. = (.) 

t) 

)} 

(t 



n 

'/i'" 

(/l > 0 ) 

» 

)> 

t), 


Do sorlo qiden ddfinilivo le deuxiemo membro lend vers — y 

Dans le deuxi^me cas, il n^y a de change inent a faire que pour les termes 
on (7?^”, A’ — 0 ; lei Xr/i lend vers rinfinl, an Hen de tendre vers zdro, et 
(/i tend to uj ours vers z6ro, de sorte quo 


I -i- Sty 


H' (/I 
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‘}\!\ 

iGiid vers — i oi non plus vors ztH'o, ol lo deuxlcino iiu’inbro lend vers -|- eL 
non pins vers — • On n done finaloinenl 

OH I’on doit prendre le signo -f- on le sigiic — suivnnl ((uo a osL coiupris 

1 ) n 

eiiLre eL p on enlro o el 

Si alors dans la forimile (9^"') nous supposons t Lrds pell I, lo premier me mb re 

se rtkluiL — ) cL le deuxiemo a -^(A — B), A ddsiguaiiL le uonilirn des 
/ ( yjp 

reslGS quad raliq lies eL B celui des non-res Los coinpris enlro 0 oL Nous 
relrouvons ainsi une forinule de Lejcunc-Dlriclilel (‘). 

Si nous reprenons Tciqualion (11) nous pourrons d(''volopper chaeun des 
icrmes du dcuxieine inembre 

I I 

I I- (j\ 

suivant les puissances croissauLes on di^croissnnlos de X(/^ ou (j\, suivuni 
quo \ <i\ ou (i\ csL < ou >» i; excepld bion enlondu pour le lerme 

I 

I'l (/i 

qui esL conslaul el dgal u • 

T 3 ans ces conditions va se trouver diWeioppi’! suivant les puissances de 

«7:«n STiUi _ 71’ / _ ‘ \P 

X±i = e ' = fi' ^i=3C ^ = i , 

_ le! 

c’esl-i-dirn en ddllnilivo suivant Ics puissances de e 


(*J La forinule { IFe/’Aa, p. 3(i5 j cidjft Lrouvec par C. G. J. J,v(Oju {Journal do Crolle^ 9, 
donno une c\pressioii du noinbre h des classes de formes quadratiriues de discriminant — p 
oil p esl un nombre premier do la forme /|N-h3 

h = A — I), 

A nombre de resles quadratiques et B nombre de non-restes compris cnlrc 0 oL • 

Pour do la forme /[/i-t-i il c\isl(> une formule analogue mais dont rexpression diffAro siii- 
vant Ic sens precis attrllnid ii la notion de classes {voir cgalcmcnl Enay. des Sc. Math., bdit. 
frangnise, I- 17 , n® 35). (A. G.) 
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11 011 osL do mtiiiio pour los mciues raisons do cons(VpienL dn 

douxlfiinc monilire do (;)*'')* H eu osl dc^ja do nu^nio dn proniioi' nionibro j)«ir 
siille dos formnles (lu) oL 

I'ui idonlidimL los deux d^vcloppomonls, on irouvorail do nouvoniix lii6o- 
reincs d’ariliinidliquo. 


VI. — Invariants cles formes quadratiques indefinies. 


il ii’osl pas possible, pour los formes quadraliquos Iiidcifiuios do irouvor dos 
invariants, au sons (|iio nous avons donin^ h oe mol jusqu’ici, c’osl-a-diro dos 
lone lions conlinuos dos fiocfficionls do la forme, ol qiii res Lent inoU^rt^os quand 
la forme siibil uno traiisformalion lindalre quolconquo (\ cooflicionls enliors, el 
cola quollo quo soil la valour onliere on fraclionnairo du d(5lei’minaiit do la 
forme. Cola lienl a co quo lo groiipo dos Iraiisformolions a cooflicionls enliors 
qui osl proprement disconlinu, quand on prond pour variables los rnpporls 
dos coofliolcnis dbmo formo drifiiiio, on ce qui revionl an m^mo los doux racinos 
imaginaires conjiigin^es d’lme 6qualion dii denxiemo dogr6, ii’esl, < 7 M’i/??,y;ro/)re- 
ine/it disconlinu (|uand on proud pour variables los rapporls des coenicionLs 
d’uno formo inddlinic, on co qui rovionl au nn^uio losdoux racinos rtiellos d’uno 
6qunlion du douxidmo dogrd (c/. pour la d^nniiion des groupos proprenionl cl 
iinproproinont disconliiius, Ada AJathematica, l, 11, p. /|p) (0* 

En revanche pour un d(berminanl onlier dd termini, ct cn so bornaiU aux 
formes ii coef(icionls enliors, cn renoncauL par consiqiioiil a envisagor dos 
fonc lions conlinuos do cos coefficienls, on pout conslruire dos invarinnis 
urilbiniLiqucs, c’osl oo qida dijti fail fiejouno-Oiricblel dans lo Mimoire quo 
j'ni clli. 


Soil 

hnin \ ci}-= V(ni, n) 

uno forme qiiadraliquo indifinie propromonl primilivo cl d cooflicionls enliors, 
do dilorminaul 

ftc = |) ’ n, 

On sail qidil oxisle uno infinili do solu lions do I'iqualion do Poll 


1 ) ) = I 


( ‘ ) Giiim'es^ t. 2, p. ^.'iS ii ido. 




INVARIANIS ARITHMETIQULS, 


•-ir. 

el que cos solutions pouvcnL h^obtcnir par IVigalili'* 

,/r±p ^/J) = (/ ± u 

p, (' 3 iaiU cnlior qV x -~t^ j' --- u 6laiil la plus petilo solution dn IMipialion do 
bell. La forme quadra liqiic pout alors 5Lre roproduito par line trails forma Lion 
liu^aire a coefficients enticrs qiii est la transformation 

[ ///, «; — hfi)m — cun, aiun -h {f hu)n\ ([iic j’up[irll<: T, 

On a on elfet idenliqueimml ( ' ) 

fi) V {m, n )— V\{1 ~ hu)in — run, aunt \ {In hu)n\. 


Nous pouvons aussi prdscnler la clioso sous iino autre lormo par I'inlrod no- 
tion des nomlires complexes. Soil en olTet 

uu nombre comploxe oii \/D sera le symbole d’uiic! unilii oomploxc caracti^risdo 
par la loi dc multiplication \/n \/[5 = D ; nous aurons, par di^ (ini lion, 

ll()l')lU’(.t’ -i- ) \/])) = .i- — - 1> 

ct par consiiquonl 

tionin; (/ -(-// ~ i 


OL quel que soil I’cntlor ni posilif on m^galif 

n(u'm('(/ ; u = ' • 

Do plus on aura 

„ , f<iin'\~hn n y-r- \ 

r (/«, n ) = II (u inr { ■= ! ~ ^ ^/l t ). 

\l a y a 


Dans ces conditions l’c{|ualion (i) signilic quo Lon a i^alouionl 


<(in \ bn n rr:\ ! . /tta 

1 = — ' ■> I » 


(') La Ironsformnlion peal 6trc clt^luiic pui' iiiic malricc {voic oi-driisoiis, p. 't/jS) 


T’ elniU la niulrice sym(Sti’U|UC (ou ti'aiisposiJe) dc T ( tniiiaposilions ties lignes ct colonnos). 

La forme (|uadi'aliiiiic itaiit dticompostie en iin produit dc formes lin6nircs 

fl/u’ -h a bmn ■+• c/i’ = ( am -i- ( t \/D ) « ] [ a;n -H (i-\/D)nJ; 

lii transform a ti on prccddciUc csl dquivnleiilc au produit ties formes lindiiircs respective men I 
par (f ±k\/d), (A. G.) 
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D’aillours nous pouvons plus gduf^raleinunl cncoi’c poser (') 

F{m, n) = iionno {( ~ \J]) \ (/. h- jj /d) j 

l\ ) 

? oL p (iliiiiL deux constauLos qucleonques, oaLiiires ou non, lelles que la norme 
dll uombi’G complexe X + p^/D, c’est-a-dire quo la quanliLd X- — Dp.- soil 
dgale a i. Non.s pouvons done d’uuG infinltd do nianicres niottre F(m, ii) sous 
la for mo 

F(/>i, n')~ iioi'tnol A ui H- 15 « J, 

A =: S' -h a' \/D, B = (5 -i- ( 3 ' \/D, cilanL deux nombros complexes Icls que 

Lg nombre complexo x-\-y\j^ pent dLre reprdscntd par lo point donl les 
coordonndes roctangulaires sont a? ety; el jo suppose que co point se Irouve 
sui* la droitc 

■i- =// 

A* ' ’ 

qui passe par Porigine cl quej’appelle OA; Ic point qui represeuLe lo noinbre 
{x {t H- w \/d) osl alors sur la droile 

qui pas.se i^galemonl par Porigine el que J'appellc OA^; les droites OA et OA' 
formenl un faisccau homograpiiiquc dont los droites doubles soul les droites 

7^ 


{*) Cette conception conduit i\ rcmplacer la notion d’lnvnriant d’uno forme par cclle d’lmc 
fonction aasocire li un corps qiiadraliquc k, ddfinic par 

i;[noi'mo ct]" = 1 : ll[i — (novmc 'C )"■']; 

la sotnme 6tant dtenduc ii tons \csideaiix enliera a du corps k cL loproduil ii tous les idiaux 
pieiniai's ‘J!, D’linc fas;on pins gdnerale on pourrait utilisev 

J^(j3(norinc ci), 

9 (*’) (Slant nne fonction convenablc (voir ci-dcssoiis p. ai)')). 

On no distingue plus ainsi les formes ddduites de I’unc d’cllcs par les puissances dc la trans- 
formation T, c’cst-iVdiro les di verses bases des iildaux, 

Ccs fonctions assoc i lies i\ uno matrico de base clcs on tiers dc / sent des hwariants pour tout 
produil de celtc base (d’un C(it6 convenable) par nne matrioc itni-modulaive (Voir aussi ci- 
dessous In Note sur la partic 8, p, aCiS), (A. C.) 
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quo fnppt’llfi Oli ol OlV. Go-'' flon.N. ilroilcs piTrlaf^ciiL lo plan ('ii (jiialro angles, 
i2i, r2j, 12,, I’i,; (Ians cloiix do cos angles 12, el 12, opposf^s pno In snniiiK't, la 
iionne do .v ('sl posilivo, dans los donx autros olio osL inigaLive. 

Snil OA[| uiic! doini-droilG [lat'lanl do rorigino cL siiudo dans I’anglo i2| ; soil 
()A^ la li’nnsfornuHJ do OA,, pai' la Iransforinnlion liomograpliifjno (jiii oluuige 
OA on OA', soil OAj la U'an.sfonm^o do OA|, OA, cello do OAy, • • • OA,, cello 
do OA i, ()A .1 oello do OA_j, . . • los diUdroiUes droiles OA/, on rindieo /> 
pi’ond Lnnles los valours oiil loros depnis — a.' jusf|n’a -h co , vnni divisorl’anglo 12, 
on uno inlliiili’ d’anglos parliols. Ml si i’on considdre I’nn d(' cos angl(‘s partiol.s 
otqn’on lo Iraiisforino par la iran.srornialion honiograjiliirpio on rjnoslion, on 
par I’uno do scs pui.ssancos, on par nno puissance do son inverse, on oliliendra 
siiccesssivemonl Inns los angles parliols. Nous nppolons ra,, I’anglo parliol {;oni- 
pris enlrc 0 \ o el OA,, on y coinproiianl la doini-drollo OA„, niais sans y coiu- 
prondro la dciin-droilo ()A^. II osl olair alors quo si .r; H- r \/0 prond Ionics los 
valours cmiiploxes roprdsenliWis par nn poinl inidrionr h f.i,,, ct /i' Ionics les 
valours on lie res posi lives, ndga lives on nullos, lo nonihro coniploxo 

(./'-] ,) \/n)(/ i v/n)' 

proud lollies los valours rojirdsonldo.s par nn poinl Inl('‘rionr a 12,. 

On opdrerail do incino sur los Irois autros angles 12;., 12,,, Oliservons 
mainlonaiit quo d’apros los rorimiles prdeddontes 

H- JL (x -i- ij \/i)) (/ , I, ^/i)) ~ ( \ fii -I- 15// ) (/ -t- fi \/lO, 


CO qui peul oiicorc s'dcriro 

/n) (). H- ,,,/!))=-- A, 


on posnul 


m' = {! — hu )m — oun, a' u nt -v ( I \ ////)//. 


La trails form a lion lindairo 



— vn 
l-\- hii 


qui Ho m’ ol n' a m cl a n osl a cocfficienls onliers, pourm quo la forme qua- 
(Iratique F(m, ») nit ses ooeJJ'icients entiers, 
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Cons id tiro ns Ics divers poinls rc prison la Lifs des divers nonibres complexes 


A m -I- I!//, 

ou ni el n prennouL Louies los val(3urs onlieres, Cos points formoronl wnreseuu 
auulofjiio a celni qn’on ohlionl (pi and on pnrtage le plan en unc infmlu* do 
paralMlogra mines (5gaiix, el qni osL fornni par les di lie reals sommt'ls do ces 
paralli^lograinmos. Les points dii ri^sean pouvenL d’une inflnild do niani^rcs so 
disLrii)uor en une infiuili^ de Jiles parallelcs. 

II 1 '(3suUe do ce cpii jiri^oedu ijuc Ics Iransfornnis des divers points dii ri^scan 
par la transformation homograpliique dtjfinie pins liaiiL el qni correspond a la 
transformation Ilminiro V, qne ces lransform6s, dis-jo, apparliennenl encore an 
ri^soau, mais a nne condition, c’ost qne la forme «) tiil- sos coeflicieuts 

en tiers. 

D’unlro part, nous avons vii quo le plan penl ^tre pariagci en qua Ire angles 
qiieS^i separtageen uiio infinil(^ d’anglos par dels &)„, to,,, . , 

oi_i, .... . . .; IraiisfortiKis les nns des aulres par la transformation homo- 

graplu([ue. On penl parlagor de in^me et designer par op, w", oi)" les 

divers angles analogues a 6Jt formas respectivemont dans i2.j, ^2,, et ^2,, 

Cola pos 6 , soil 9 ( 37 ) nne fonclion uniforme quclconqne do a;; fornions la 
stride 

Spf /OJ 

cl (^iGiidons la sommalion i\ Ions les points dn ri^seau intcjrieurs a Tangle w„. 
Si la s(Wde en qno.stion converge, elle roprt^sciilo un invariant, pourvu (jue 
Ics ooe^icients de ^{tn, n) soient entiers^ et celte condition suffit pour dis lin- 
go er CO noiivel invariaiiL de coux donl il a 6 id qneslion dans les paragraphos 
prc^cddenls. 

Toujoui's It la m&me condition^ la valour do la sdrie esl inddpendanic de la 
position do la domi-droilo OAu, ^ 

Nous anrions pu diendi’o la sommalion onlro Tangle (On, a Tangle w'n. Host 
in 11 Tile de Tdtondre aux angles el Uo'; on no ferailainsi qne doubler lasomme 
de la sdrie, puisquo les angles wq ot cOo, co'o ot sont opposds parle sominot et 
quo ^[F(/n,, n)J ne change pas quaiid on change in el n en on — w el — Ji. En 
gdndral nous nous bornorons a dtondre la sommalion a Tangle Wo ; cela revicnl 
an mdme d'aillours quo d’dlendre la sommalion aux angles Wq el w'g ot de sup- 
poser quo la fonclion cp (u^?) ost nullc pour tp < 0 . 
n. l>. *- V. 
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I^u g()ii(iral uoiis i. up |)O ji crons 

= pour .r -> o, -(,?) = (> poui 

el nous d( 5 llnii’ons im invariani 

conver'jcul pourvu quo .v >> i ol nualo^iio a ocu\ <l(‘s paragraplios procikh'nLs. 
Lojeuiic-Dlrlclilet iic fail pas lout a I’ail commc cola ; il piauid (’) 

" pour X ciiLun , po&ilif »“t iinpali', 

o{x) — o pour X cnLioi', posilif uL puii’ ol pour x lU'j^iUif. 

La valour do 9 (a;) pour x non cnlicr poiiL ( 5 Ire quolconipio, puisrjuo !'’(/«, ft) 
esL Loujours enticr. il forino ainsi 11 n invariani quo nous appolloruns J| (.v). 

Dans Larliclo quo j’ai insdi'ii au Bidlrlin do V Association franiua'sc (-) 
(Gongrcs cl ’Alger, 1S81), j’on ni inti'oduil un aulro : j ’envisage l(i noniLro iina- 
giiiaire X di^fiui par I’dquntion 

n 1, 

j’euvisago lu noml)re coinplcxo A//? -l-B/i, cl lo nonihrtJ conjngud K^ni \ 
quise ddduil du premier on cluingeanL \/L) on — ■ \/|), do udlo snrlo (|uo 

( V m -i- U «) ( -^0 01 H lio /i) — o ) 

el jc forme la serio 

S(A/h-, U/i)-'' I Ho/O 

elendue a I’angle oio. 

C’osL nil invariani des deux formes lindaircs simullani^o.s A/nH-ID^ 

Au m + Bi) n. 


(') irer/tf", p. () ({36. II. I’uiiicarc illiiati'i! par licq (;oiiMi(16ratioiis {{romrl riqiuis Ich limiLrs 
(Ics soiiiinalmiis (hija indiqudos par Diriclilet, sous la furim: I^f'i'ireiiKJiiL iliOiireiilo : 

tut 

II ai, 0 . n r~ 1)1, 

^ t— ou 

La coiiYergeiice tics s dries a dtc d Labile rigourcusomciU par Diriclilct ( iraz-Aa, p. /| 3 a, tlido- 
I’dme II) en amenauL lo raisonnemetiL h dLre aiialogiir h celui ties formes tldfiiiios. Tl acnible 
(jue cello convergence csl adinisc par II. Poiiicard. (A. (I,) 

(“) Ge Lome, p. Le nomhre X n’y a pas la indiue signilicalioii, [| y csl diWiiii par mi 

logariliiinc uupdricn. 



INVAHIANTS ARITHML flQUtS uif 

II mo reslc a dc^liiiir lob liinilos do I’angle foo; nous poiivous les exprimcr par 
les in^galitos 

(o) /I ^ (tuin {t -] Ou)n<io 

on, plus g( 5 ndralcmenl, puiscpie la posilion do la droito OAu osl indllFcrenle, par 
les Indgalit^s 

{ ;j { ({/n hn ) X /i - o, 

(?, a ij l){ain -i- bn (X / [j u IJ)/? < <>, 

\ Cl p. (Haul doux qiianlilis rt^ellos quelconcjues. 


Nous piAfiirerons dans la suilo d6fiiilr (p {p) d’line aiUr(3 fa(;oii('). Nous prou- 
droiis soil 

pour = o pour x < o, 

CO qui nous foiirnira iin invarianl quo nous appellcrons soil 

)■= q' p<)ur X ontier positif impair, 

<^{x) ~ o pour X oil tier })OsiLif pair, ou pour x luif^iiLif, 

cfj qnl nous fournlra im second invariant quo nous appellcrons Fi((/). Nous 
aurons d’alllenrs com mo au paragrapho 5 (*) 

r(s)J,(s)= 

Nous sommes conduits a examiner Ich series 

^ ^ ^ V qa/n^+ibinii-hcti^ 

loul a fail analogues a cellos que I’oii envisage dans la th6orie des fouclions 
abeliennes^ mais oii la forme cim^ H- zbinii H- cn'^ estindcfinle. La s<Srie elenduo 
h lollies los valciirs entieros de m el do n scrait divorgenlc; elle converge au 
conlraire, si Ton so borne aux valeurs do weUle n qui salisfonL aux (5galil(Js(2). 
Aulieu do la stride (3) envisageons la s6rie 


(') C'esL une foncLion analogue ii cello cpii a (Jtd employee ci*dessus pour les formes dennics 
(p. 33(J). 

(’) Ce Lome, p, aSS, formiilc (r). 



•> yi 
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l(j noinbre imn iHriiL ogfil IaiiIuL a -\~ i, Lanibl a — i, a savoir 

iniii= . I I I-"'- <*) 

m Xm \ \} n C (*• 

CeLle sfii'ie ii’e;)! pa!> convergenlo; nous la Ji': .sign (irons |)ar 

1 1 ; A, jj) 

Gl nous onvisagerons la diH'c^rencG (') 

III a-,,) ; |J) — U(.r, f , ;/ ), 

c’esL Gncofo iina s(ii’io di^ la fonno inais on to coellicioiU Ei„,i a pour valours 

si ). /a-l-p/i o, ni i }!.' n o 

o si \ tn ~\- \i n : _t), X' m \- \)' n o 

= — 0 si ' o, X' Hi -\- \i' n (» 

== o SI K ni - \- [j H fi, X' m -I ]]' n '[a. 

Cello fois la si^rio pciiL otro convergonlo cL o’osl co ([ui arrI\'o on pnrlicuUor si 
nous prenoiis 

X z= (I, |J = 1 ; X'—ttu, |j'=: / -I ••/;/< ; 
do fn(;on a rclrouvor los illegalities ('i). 

Envisagfions le tcrino gc^ni'iral do nos sierios (d) el (d'"’) 

~ r; Hi, ll). 

Si Ton change x ol i' on .av/-" iiLyg‘'^‘ cl quo I’on inullijilie par.^Y/", e’esL coinino 
si Eon chongoail ni on /n i ; do sorlo qu’on a 

} y-* ; in, /i) ~ ’{/(a?, i ; /n -I i,n) 

ot do memo 

yrj' ) f/' , /n, n ) = ] , m, n -i i ) 

ol plus g 6 n(ei'alomGnl a cl p (eianl denx onlioi’s ([uclconqne.s 

(4) nn- O', « -1- fi) = .«? j i Afi) j t rfi) ; 

Dans CCS condilions, comparons los deux siW’irs 
i^i) 11( j;,/; X, p); ' -''“P > ''f^MI(a,Y/s(''5' ' /'fi), //‘■il/':' i ' p) ; X, p), 

la premiere s’dcril 

Swi/i »!'(•'»> .r; m, '>) 


(') II faut eiUeudrc que celte diirci'cncc est la siirio dcs (liiriirciicos dns icrmcs dcs doux arnes 
coiTCspondaiil aiix milincs valeurs de /n, lu (A. C.) 
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et la seconde 


/; m - 4 - a, n -i- p), 

Lcs termes correspoQcIanls des deux series sont les memos si 
c*esl-tl-dire si les deux qii anti ids 


(0) >.(/«+ a) “h |i(« -F P) 

soul Louies deux iidga lives, oii ne hj soul ni I’unc ni I’aulre. 


Supposons d’aboi’d 

Ay -|- |J P = 0, 

les deux coiidilions soul salisfaites on mdme lenips el I’on a 

J I (a?, .) , X, ' P’ n(a-(72(«a' ' yq^-iba-u P) ; X, p.) P. 


Supposons ensuile que \ el p soionl deux enliers premiers enlre eux, do 
mdme que a el (3 el quo Fon ail 

Xa -h pP = I. 

Dans cc cas la diirdrciico des deux expressions (G) csldgalc a i ; les nombres e,„„ 
el- i-p ijonl dgaux, sauf pour lcs valeiirs de m, n idles que 

X ( m “ 1 - O' ) -!- (j ( /i -h p ) = o on X 4- p/i = — i ; 

alors 

'wiH = I j = I • 

La din'dronco e.sl done 

(7) «)j 

la so in me dlaul d ten due aux valours (onliercs) de m, n idles quo 

X m -I- p /i = — ! . 

C'esL (au fa clour 2 prds) une sdrie analogue t\ la sdrie (3), iiiais oii la soinma- 
lion an lieu d’dlre dlondue d lous les so mm els dii reseau^ I’esl seuIcmeiiL 6 une 
file de GO rdseau, 

Qu’esl une pareille sdrio? Ellc esl du Lype 

(8) j', WJo + pf, /io“ XO) 

oil mo cl Ha sonl des enliers lixos et oii t peuL prendre loutes les valours entidres 
de — CO a -i-co, los points mo-f-p-^ constituanl wwafile puisque 

X ( MJo -h pO + P ( "0 — X < ) = consi. 
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Or celte serie pent s’licriro 

oil 




A = <^""'3-1-2 /( — - 'l/)X [J -1- CA-, 

/. = 2f//;i|||J — ur/ijX -I- 


soul des conslantes oL ou 

esL U noiivello variable indiipoiKlaulG. G’esi au fad our siniplo pres .?/"“)•"% uuo 
si^rte theta elUplu/ue par rapporL a la variable X, 

Ainsi la difference dea deux series (a) s\ixprime par les fonctions 
elUpliques. 


Soil uiaiiUenaiil ly H- p.3 quelcoiicjue ; nous suppose ns law jours cL/j onliers 
eL premiers enlre eux. 11 arrive encore fpie e„,„ el £,», «,?! i [l •‘'Oul ligaux, sauf 
quand Pune des deux oxjn’cssions (G) esL m^galivc sans {[uc I’auLro le soiL. Les 
points m, n pour lesquels ccLle derniih’C circonslance so priSenlo fonueiU un 
numb re fini do files paralUdes du rosoaii. Ainsi la dilfib'cnoe des deux series (5) 
n’esi autre cliose que la sdrie ( 7 ) ikenduo a un noinbre lini de Hies paralleles, 
Elle s’exprime done encore par les si'iries Liidla ollipliques. 


Prenons maintenniil coinnie nous I’avons dil plus liaiit 

A = f), p = I ; X' “ a//, [/— I 1 hu. 

La s6rie 

/)“ HC.r, r; X, p ) -- H(.r, X', p') 

os I alors convorgonle; OL nous avons d’ail lours on faisanL y -- i , (3 r-:: o 
x(p^^(X(p", cp^') — ) 

= ,r(7"II(A*(/2/qpY-''; p)— IfC'-i J'; '*') p) — ■'rry" [l(aYy-«j,) (p>'\ X', p') 1 IfC.r, 1 ; X', [/), 

La difference 

,r) 

s' exprime done par les sdries theta elliptiques^ uL il on esL de nubne, pour la 
mdine raison, de la diffi^rouce 

j /y'’0(,i,vy5^', Yq'i< ) — p ). 


L’exemplo le plus simple osl celiu ou 


U ~ fl = I , /; > (I 
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d’ou 

\y ■= 0 - — I, t=h, If — I cl /.'=:■ 

Les inegaliltis (2) dovicnnent 




Lu s6ne cst 


on 


^ o, — m < 0. 

0(.r, j')= /: o, i)~ 7; — i, t>) 

J ) ~ 2, S yii i'iliiiin+Ji* 

la pi'enilere somme dlaiit dlenJue aux valeurs entieres : 

m >• o, « o ; 

la tleiixicme aiix valenrs 


Quaixd /« oL ?i sont do ni^rac siguc, Ic teruio correspondnnL figure sons le pro- 
micr sigiic S si co siguo ost positif, cl sous lo denxifiine s’il ost u(!igauf. On 
irouvc encore sous Ic premier signe X les termes oii n =0, m> o, oL sous Ic 
dciixicme ceux ou /» = 0, ?£ <; o ; Ic termo m~}i=. o ne figure niille pari 
On trouve ensuilo 

fg) x~'f/ 0 ( j (■/■"■*’ ) — 0 (.r, .> ) = ti S 

el 

( ) ) "q 0 ( xq yq-) — 0 ( .r, r ) = — 2 51 1 /"'* . 

les seconds menibres 

soul los foiicLions 0 elliptiqiies ordinaires. 

i\ous soinmes amends i\ nous demander si I’on peuL conslriiirc uiie fonclionJll 
joiiissanl de la double propridld 


( i‘)) 


A'fyQ(a.Y/S, = Q(.«, 

yqQ{xq'i^, yq"~) ^U{x, y\ 


c*e.st-i\-diro salisfaisnnl aux conditions quo I’oii obi lent on privanl Ics dqua- 
lions (9) 01(9'"*) de lours seconds membres. 

Les dquations (10) entrainont la suivante 

a-kj'P ^a>+2frap-i-p»Q(a;y2nff+2AI3, =: £2 ( a?, y)^ 

qui donnenl pour « = i , (3 =: — b 

r) = £2(.r, j-); 
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?'5G 

i3l pour = — />, j3 ~ 1 

;)H>J p 7-'^") = i>( r, ,1 ). 

Posons 

Lus 6quafions dovlennonl 

ou 


(i()''/‘) .wy^'O =- lio(^ ) ). 

II sufliL do preiidro 

12u= ) 


Gu iippidaiil Oi el. Oj Ics foiKiLions d’uiuj sculo variahh' <[ui sali.sfoiil aiix (H>tuli- 
lious 

La secotide o.sL la foncLion C-) ollipLiquo 


qui iigiire pri^ei.siiuiouL dans les douxleines UKuubres des ('K|tiaU<ms (q) (*L ((/"'). 
La premiere esL d 6(11110 par uuu dq 11 a lion foueLionnello analogue, niai.s ou la 
qimnlitd qui jouc lo role de q esL do module 1 . II idy a done pus di; fond Ion 
entiere qui y satis fasse, mais on pouL prendri! 


S2(a<‘, y) dluiiL ainsi ddllnl, si nous posons 


Bfa;, ,) ) 




les dquations (p) oL devionnent 


(n) 


<I)(a’7-^ yq-^'O — 'T»(.r, ,J ) 


Wi{fj 


‘I 7 .r ) ' - A//I -3 (,,>j ■ /q ^ 


' Hi(5)Hi(.l’) H»0') 


Si nous posons pour abrdgor 


,1-72) = (I)(.r, /)S' 


q-'K'c l>y ' = H, 



INVARIANTS ARITHMLTIQUES, 


2^7 


ces 6 qaaUons donnenl aisdmont 

‘I> S2 — f n \ ) (!) S t- A '!> = (t. 

<1* S S' — <I> S — <I) S' -!- '[> =: <), 

— (!-' B ) iI>S'+ Ji<l> = () 

Cos propridLds inoaLrenl suffisamnieut que la fonclion ©(a:-, j'), bion qii’tjllo 
soil line Lraiiscendante uouvelle, osl apparentee auxfouclloni) ellipiiques. Nous 
avons considdrd uno forme quadralique F(w, ii) assez parLlculiero ; mais on 
aurnit des r^suUals analogues avec une forme quadralique quelconque. 

Remarquons que, si Ton fait croilre b indi^linimeal, et leudre k vers i de lelle 
fayon que q' demeure constant, on Irouve a la limilo la s 6 rle 

2S (± 

m oL /i dtant loujours assujellls aux nidmes conditions, et l*ou reconnail un 
ddveloppement connu de la fonclion doublement piiriodlque de deuxieme 
Gspece (cf. IIalphkn, Traiid des Fonctions elUptiques^, t. i, Chap. XIII). 

Revenons au cas ou la forme F(m, est une forme quadralique quelconque 
ind6finie a coefficients enliers. Voyons quelle rolalion cello lraiiscendante 
0(a?,_7') pGut avoir avec nos invariants arithmdtiques. 

Notre sdrie s Merit 

0C./'. ) ) = lie A’, 7 ; (», \ )~ll(x, ail, t bu), 

OU 

0(a;, y) = 2S(± 

ou I’ oil lie prend que los points rn, n situis dans I’anglo wo dtifini par Ics iiidga- 
liti'is (2) ou dans I’anglc opposii par le sommet; a savoir avec le signe -}- pour 
I’angle coq cl avec le signe ■ — pour I’angle opposd. 

Pour retrouver noire invariant F(<7), il suffit de supprimer les Icrmos alTeclds 
du signe — et de fairo i. Dans ce cas, nous pourrions comme nous 

r avons dit plus haul sans changer la valeur de la seric, remplacor I’angle con 
ddfini par les inegalilds (2) par I’angle analogue ddfini paries indgalllds (2^"^). 
Cola licnl d ce que si I’on pose 

m' = (/ — bu)m — cuiiy 
n' = aiun + ( ^ -h bu )/i, 

on a 



IT. p. - V, 


qam'^+ibmn+cn'^ ~ qnm‘^+-^hni'n'-\-cii'^ ^ 
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Mais comine on n’a pas on mdiiio lemph (en {'diuh’al) 

( i3) .r"\\ " = a;'"' ) 

on changcrait an contralro la .valeur do j') en substluianl , dans le cas 
gdudral, les indgalilds ( 2 '"') mix indgalilds ( 2 ). 

Si x oL / sont (les raciues Je I’miitd, la condiliun (i3) esl remplie 

pourvn qae I’on all 

ni :-3 i)i', n s-T n' ( iiiod j> > 

on bion 

/ £5 I , it ~-z o (mod }) ). 

Celle deniuH’C condilion ii’osl pas reinpho, on gdndral, ([iiand t el u soul, 
comine nous I’avons supposd jusqu’ici, les plus petits noinbres (‘iiliers qiii 
salisfonl a l’(5quatIon do Pell. Mais si nous posons 

(z-i- //ji v^n, 

nous pouvons Iniijours choisir p do lelle faeon (juc 

(q/, =--:<> (au)c!;j). 

Nous poiuTons alors remplacei' I’anglo ca,, par I’anglo 

0)\\s= . .-I- 

foruni do ranglo coo el de ses p. — i preiniers Iransfornu^s par la iransforinallon 
homograpbique envisag(ie plus liniit. 

On a alors unc fonclion y) analogue a 0(a;, j') ct di'illnio par l’('>galild 

) — Il(a') I'j 0)1)' ' Il(.t') )'5 /[), i 

On peul alors, pourvu que cb Qly soienl dos raeines do I'liiiiu'i, rciujibumr 
les iudgalilds qui diilinissonl Tangle el qui soul analogues aux indgaliKis (m) 
par d’aulros in(5galil(is analogues aux indgalllds On a aiusi, on dibsigiuml 

par X el V des conslanlos rdelles quolconquos, 

®|i.(>r) ,r)= IK-''') J'! X'<(, Vb H-X)=3 11 (.r, XV() -1 Xi) 

on posant 

X'l = X'Zjxl Xics: XZ[j,-i- XV(jj,lK 

Mais il imporle d’cxaminer do jjlus priis eo quo o’osi quo )'). 

Soil 

a/ 7 ; 

.r = ft , y = ft /' , c ft /' , 
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l>5i) 


Gl, 0 liliuU (Iciux onllors; il cu rcs'ulto 

=2 5", ,1'W’) «'=: s'l' 


on 


iM — ^ m f) n ; M' = ^ ni' 'r\n' = /n -t- 'rji /i ; 


eii posaiil 


2= (Ill rji = — Ctl^ -j- 'fl(/ -}- Oil). 

Si nous posoiis do in<iinG 

(III fji; = — cii^i Ini)] 

Cl aiiisi do siiilc, cl de plus 

•a — ; 

il CU nisulle manifcstonionl 

.K) --= H(,f, x) \~ H(u 7|, ri)-h J> d-i- - ■ - "t- J lA-i)- 


n rcslc 6 voir si idonliqucmeul nid. Si nous supposons p ” a, 

do idle I’ttcou qiie as cl^soicut (5gaux u zhi, il on est corUiinemcnl luiisi, car 
los term os on 

,c'» } ", .r“"‘ ) 

SO (Iclniisciil. 

Supposons done quo p soil uu nombre premier impair no clivisanl pns 1^, cl 
quo I) soil roslo qiiadraliquo t\ p do idle S(}rlo quo 

1) >,2 (lIKJll />). 

l^OSOUS 

/ X// E-S5 X, / — X// -^3 «"“* ( mod p), 

Cl oonvenous d’ecrire 

il en rdsullo 

(/i-\ Xiin (modyj)- 

(.I’dcris bion ouloudu «“*'' lui lieu do A cause du lldorfimo do Pormal 

«/'* * :~= I .) 

Cdu posi), nous avons 

?/(;« 5(/x ~ mm)\ ’{]/, = ~cin^ + i^’n) 

ol si I’ou poso 

Mir= m “I- -fikn 


il vionl 


iM/ =3 A -i- (niodp); 



ofio INVAIUAN'IS ARITHMl'-IlQUrS, 

Oil A CL A' son I clo-S formes u cocfficienls eiiLicrs- dun 1)1 cm on L liiiAiircs d’line 
part par rapporl a ni oL d’antre part |)ar rapport ii 1 ; el f]. 

On vt^rifiorail aistimciiL cn conslriiisaiU oiTectlvenicnl ces formes, quo I’oii 
pent cliolsir ni oL n de fa con que .'V. el A' prennenL des valeiir.s quelcon(pies 
(par i-apporL au modulo y>), el cola, quels (|uc soienl ^ el rj, poiirvu (juo 
no soil pas divisilile par/). Uc m(imo on peuL clioIsirE cl o do 
fa^on que A elA'aicnl des valeurs qiicleonquos pourvu quer/m- -[■ ' 2 .bmn-\-cn- 
ne soil pas divisible [lar/j, 

Gela posd, dans /), le cocffieieiiL du lormc on 

GSl 

.>i; 


on 



On doit donnor i k sous le signe X Louies les valeurs enlidres dopuis o Jusiju’d 
p. — [ (p.6uml Ic premier entior Lol que &y -zb i mod p). 

Si cc esL lino racine primitive, ou plus g6u6ralement, Louies les fois quo 
L‘z± 

<j ■ — 1 , on a 

/-LA 

(y/i ^ — (/ - ^ (j~k =_:_(/ - J 

de sorle quo 


la somme des sinus osl nnlle, cl Oj,, osl idenlifjuemenl mil. 

/j-1 

Supposons au conlrairc a " i, el soil par e^cmplo 

(/ != 'j, p O''* Es r , 

la somme des sinus devlcnl 

. an . 4 IT . ” 
sin - - -i" sin — sm - 
7 7 7 

el n’est pas niillo. 

Nous pouvons aussi ciivisagcr le cas oil 

t^i, Onod/j), £/ = !, p—y, 

qui se prisonle corlainomenl Louies les fois que p osl un fncLcur premier qui 
clivise u sans divisor D. Alors la somme des sinus so ri'ulnil an .sin ms unique 

, 2 7tM 

. sin 


Cl no s’aniuilo pas. 


P 
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i>rn 

Jo n’iiisi.iilorai pus (iiwaiUfigo, el jo no jiarlorni immune pas dii cns inlriressniit 
ou IJ soruil, non-i'osLe quaclr{Uif|iio a p, ot jc mo contentorai tl'avoir inontro par 
cos oxomplos (|tio n’osl pas lou jours idoritlquomeiU uiil. 

Stipposons inaliilonaut quo Ton fasso siibir a in Ql h n iiuo Iraiisfonualion 
liminiiM!, (m posaiil, 

(i.O ni ~ am' -\- n ~ ni' ~\~ (>n‘ 

Posoiis 

^ihrnn \' vn~~ <t' m’~ -\- 'ih' m’ n' -\- c' n'-, 

Ini r\n = f\' n\ 

Gommo y) di^poml non soulomont do x ol do p, c'esl-a-diro do ^ cl do yj 

mais oncoro do a, 6, c, nous pourrons 6criro 

d )= «(^^ 'a)) 

la proiniiU’o soinmallon s’titcndanl aux valours do ni ot do ji qui satisfonL aux 
im^galiuis 

(r"*) , ft 0, /n -I < 0 

ol la doiixiiiiiio ft oollos qui salisfonl aux inftgalilfts 

(I'V'Aq n ; {f, ffif\i)ft. <>. 

D’nju’fts 00 quo nous avons vu plus liauL, nous ponvons romplacor los Inftgalllfts 
(la) oL (ib^'^') (pil dtdhiissenl I’anglo oijj' ol ipii soul analogues aux Inftgalilfts (a) 
par d’auli'os inftgalilos aiialoguos aux iiu^galilfts (?/^'^) cl qui s’ftcrivonl 

(i(i) X'((ttn l-/y/0 (X -i- X'/|j) ( nm -h ft/j) ^ /[j,-!' I > )/i < f’j 

\~ X«<o; (X/q,,-!- XV^) (f?/n w- (X qj -t- X'//jj 0. 

On a alors 

' 1 
oft m’ ol ri' salisfonl sous lo promior signo X aux indgnlilfts 

(17) ym'l- iJ, 'h pn') -}- (qx-h bu^,) {y ni' -h 5 «')< 0 

Ol sons lo douxiftmo signo S aux inftgnlilds (17^'") opposftes ft (17), coniine (10^'^^) 
el lo sonl ft (i 5 ) ol ft (id). 

Ghangoons, dans los inftgalilfts (id), a cl b cn a' cl O' ^ jn cln cn m' ot cl 
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•)(1 > 

clicrclions ciisiiite a icienlifiGi’ Ics liu^galilds (i()) luiisi inodilifiGs av(‘c los iin'ga- 
lile.s ( 17) ; il vionl 

j i', a7/-;-a = o, l(('=(ty ; /ja7/', 

i X//^l a'I) - a[. 1- ho, 

II s’flgll do savoir si I’oii pen I troiiver das vnlpurs do X ol V sallsfaisaiU aux 
cqiialions (18); or, on 6limiiianl \ ol V otUro cos (kpiallons, 011 Irouvc 

j // ; i d'J ' h'( — o<(\ 

^ ^ \ h' -^ \ a -\ ho (,{/ , 

(pio I’on pcuL roniplacor par l’{^(piation iiuiquo 
( 20 ) ftf/i -i- h/i ~ S( a' ni' - 1 - h' n‘) — -^{h' ni' -h n'). 

Or do ridcntiL(^ 

!<’ = Kni- -\~ 'xhmn h- tv/- = u' - c'/d-, 

0)1 dddiiiL par difrdroiilialioii 

71^^ .. 71'^ (iV 

dm ~ dm' ' r//)' ’ 

CO qiii Ydrifio I'dqiiaLloii {;io). 

Los iiK^galitds (17) 01(17^"') souL done bion do la fornio dos im’igaliti'.s (id) 
cl(iO^"') modifi6os, do sorLe quo I'ou a 

b, c; 5, r|)= ('Xcd, //, r'; r,'), 

lorsqiic 

? — 5'i ^1 K (Jiiod />). 

On voIl quo 0 110 cliango pas qiiand on clionge <r/, c. on c! , Or c’osL 

CO qiil arrive Ionics los fois quo 

(.'il) K=^S-^r, [i Y tj ( 1110(1 /j). 

Los coiigrnoncos (ai) ddfinisseiiL 1111 sous-groiipo ( Ivongruon/grnppo) du 
gronpo dos Irnns form a lions lindairos i coofficienls onlicrs ol 1 ’analyse qni pre- 
cede nionlro quo Oij.(a?, y) esi im invariant pou?' ce sous-p roupe , 

Nous ue pouvons pas relrouvor ainsi noire invariant F(y) ot pour I’oblenir 
il fanl avoir recours d d’autros considdralions. Voyons d’abord qiiollo relation 
il y a enlre la fonction tlidla-olliptiquo do Jacobi 

0(.i')= (in — Of J:i, -Jra, ...) 

0(,i;)= I -I- aS r/'"’ cos//!.// (yn.==:i, a, ...) 


on 
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el la foncliou do Fredholm : 

9(.r)= (/n = o, I. 2, , . 

Nous poiivons d’abord poser 


oil 


2 9{.r)= I + H(.y)-h /’K J')' 


./ ) = 7 s sin m.i' ( //j = i , 2, . . . ). 


Knjipclons muintonnnl (|uc 


/ 


sin fi.r </.r 


avec 1 g signe si a esL posilif ct Ic signe — •, si a csL ndgalK. 
Gonsid6rons alors rinlrigrale 


f I — - ) " -h 3)J = sin nix sin mz — • 


l^Ilo donne 


Invorscincnt on n 

J' — ~ ~ I ^ J' <7"'’ sin cos/nj? 


r/v 


d’oii 


f + z)^ 2)1. 


G’csl uuo formulc aiialoguo que nous allons appliquor ici. 

I ’osons 

X = y =: 

d’oii 

J') = 2 '-«/)) — 2 e — ’xhnin c/i-, 


«/- Cl n salisfaisant aux in6galil(is d(5finics plus haul; je prdfere (icriro 

J')= 'illi H- 2 II 5 — 211 . 1 — sllv, 


Oli Hu Ila, Ila, II, reprdscnlcnt In somme 2 avee Ics condilions 


(22) 


' (o.) n > f), 
(p) //<o, 
(y) /i = o, 
,(5) rt<o, 


ainn H-(M~ hu')tt < 0 
uuni +(/-!- bit)n > 0 
ni > 0 

tilUH -r-(f -h bH)ti = 0 


pour 111, 
pour Hi, 
pour H,, 
pour 11,. 


2f)3 
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Je suppose ciu<i <*j dans ces conditions nous nvons 
1[, — H , = 'i/ i: ^ V 8in(/u 5 n G ), 


m ot satisfaisant aux conditions [(22) («)|, Soienl alors X ol p. deux quaiUili^s 
choisles de faron que soil pusitif louLos los fois quo m el n satis foul 

{\ [(22) (a)J. Posons 

5 = A r, r, = ;j a, 


11 vionL 
( 23 ) 


I 


(111 


ll'i) V = '■ 


Nous avons d’aiUro part 

II 2 = ( /M Z=: 1 , 2, . . .) 


avec 


= \ — ail f). 


PoiiL-on choisir 1 el // do telle sorto quo lilvidommenL oui, il suffil do 

prendre 

), =(/H lm)\~uu\).. 


Quand X cl p, soul clioisis do faqon a salisfairo i cottc i^qiialion, roxprossiou 
Xm + p/t no pout s'annuler que pour uno corlaino valour du rapport t on si 

nous revenons i nolro reprisontation gdoin^triquo, quand nolro point roprd- 
sentatif ost sur uno corlamc droile passant par I’origine. Quo coLlo droll 0 n’ost 
pas a riiitiiriour do I’anglo cdn, c’osL co qui ost dvicleiil, piiisqiio IMquiiLion (2d) 
oxprime prdcisdment quo X w -j- pn a mfimo valour on deux points oorrospou- 
dauLs dos deux c6tcs do I’angle wq. Oonc Xw + p/i conserve loujours lo 
m6inc sigue li I’iut^rieur do cot angle, c’ost-A-diro (pinnd ni ol n salisfonl mix 
in6galittis (2), oti si Ton prAfAre aux condilions [(H 3 )(«)j ou [(22 )(y).| Nous 
pouvons choisir X ot p do fa^on quo ce signo conslant soil lo signe +. 

Dans ces conditions los dqualions ( 23 ) cl (24) soul vraics A la fois, oL nous 
pouvons Acrirc 


IIj— II, = a/Ji hill /n^, 



INVARIANTS ARITHMETIQUES. 


2 05 

Dans Ic calciil do A, il faiit donuer a m el a n loutesles valours satisfaisaiiLaux 
condi lions [(aw) (a)J; on voit alors qiie est noire invariant F(f/); 

on a done 

cte’est la la relation elierchi^o enlro la fonction 0(^, /) et I’invariant ariilim(5~ 
li(|no de Lejoiino-Dirichlel. 


NOTE 

(I'AHTIK 8). 


I. us deux Notes a I’Acadomie des Sciences de 1879 ne soul que des cxtraits^, I’un 
fail par rAcademie, raulrepar U, Poincare lui-nnimo, d’un Aleinoirequi nesemble 
pas avoir uKi publid ulteriourement. 

La communication au Gongres d’AIger (1S81) de VAssorncUion fran^aise pour 
V ivanrenient des Sn'enues n’en csl olle-muinu qii’im resume assez succinct el, 
8cml)lo-t-il, incomplett II n’y esl plus question quo des invariants arithmetiques (au 
lion des nombres corrolalifs ot des co variants) des formes quadraliiiues deflnics ei 
indefinies (on de leiirs factenrs Hncaires conjugues). L’npplicalion aux nomhres 
idtutuXy dej'a romplacee dans la don\ieme Nolo par 1 'utilisation du rescan paralle- 
loii^ramniaciqae (plus proclio des cojiccptions de Dedekind) est abandonnrfo. 

Par contro II. Poincare insiste sur la possiljilite d’exprimer les invariants par des 
intdgrnlcs et des series; il indique memo qu’il cn a tronve une applicalioii a la 
deco m position des nomliros en sommes de deux carres, 

Cos expressions des invariants arithmetiques soiU precisees ilans le Mdmolre du 
Journal dc Crellc (1905). Les pnragraphes II, III et IV sont phis specialement des 
calculs sur les fonctioiis fuobsiennes et Lhelafuchsiennes et constituent en fait des 
complements du Memoire edlebrc des Acta, poslerieur au Mdmoire d'Algcr (t. I, 
p. rq.S-aq/i ; OEuvreSf I, 2, p. 109-1,57) auquel il est fait divers renvois, Ils 
sont eiix-m ernes com [)1 olds dans Ic Jlemoirc postluime des Annales de Toulouse 
{Fonctions modttluires el Jonctions fuchsiennes^ 3 , 1913, p, 125-149; OFurveSf % 
p. 5()«-0 j8). 

Le parugrapho IV est une suite do considdra lions sur les expressions possibles des 
invariants d’une forme quadratique hinaire ddjinie consider de comme un produit 
do doux formes lindaires conjugudes. 
jl. P. - V. 
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:>Gf) 

Lc pai’Rgraplie V (lotijoiirs sur les forincs dtilinlcs) rcprciul (kis calnuls ot dcs 
raisonnemcnts que G. Lejeunc-Diriclilet avail fails en ulilisanl des sorios 

J(.v)= ill’”') '^hnm -1- cn", 

oil la sominc csl elencliic a loules les valeurs ciiliiiras de nt ol n, II. Poliicnro 
moiiLre qu’oii obtieiU des resullals analogues en ulilisanl an lieu do .!(.?) do8 series, 
indiquees aussi par G. Lejcunc-DirichleL 

qiil son I liecs aiix. fouctions alieliennes par riiUcrmediaire cle la fonolioii 

0 (^’, y)-=: 

I^n fait, la consideration dc celle fonclion idinlervienL (ju'acccssoircmenl par sa 
valeur pour .r — p' o, 

Lo parngrapho VI csl consacre aux formes indofinies el reprend Ics nidtiiodes (il 
les fonctions du paragraplie precedent, en Iona n I coinple loiUefois de I’exislence 
des substitutions aiitomorphes des formes quadraliquea, definles par les solutions 
de r^qualion de Pell (ou de Pexislence d’lmites complexes). I'ln fait, il semble plus 
simple, dans ce cas, de consideror le corps quadraticpie dedni par la forme ot les 
soinmes elendues aux ideaux et non aux notnbres de ce corps ( V(uv\i, u/17, note (')]• 
Cette consideration esquissec par II. Poincard a etd reprise ct gendralis6(; pour uu 
corps algebriqne quolconquc, par E. Ileckc (*) puis par E. Landau (-), 


(') Navh. von der Konigticken Ges. dor Wins, zit Gottingen^ Hit;. 

(’) Kinfdhvmg in die elemenlaro und unalytiacke Thcovie det' algehraisehe Zahfen and 
der /f/cff/ff, [gi8. /.weite AiiflaRC, igay. 


NEUVlfCMlt: I’ARTJE. - FORMES QUADRATIQUES TERNAIRKS ET CROUPES FUCIISIEKS 

{Analyse, p, 8). 


SUU LES 

APPLICATIONS DE LA GEOMI^TEIE NON EUCLIDIENNE 

A 

LA T1IL0RI15 DES FORMES QUABRATIQRES 


[Association francaiso pour Vavnnccment des Sciences, 
to" Session, p. rS^-rSS, Algci-, iC avril i88i). 


Dopiils longtempsj M, Ilormite a dirnonlri qu’iinc forme quadra lique 
lornaire inddrmio coenicioius entiers idesi pas alL(Jr(ie par line infmiLd de 
subsliliilions liii6aires dont les coefficients sont dgalcment entiers. Mais loutes 
los proprliUis do ces substitutions no sont pas encore conniies; je crois done 
qidil n’est pas inutile d’on signaler quolques-iines qui me somblent curieuses. 
Je prendrai pour point de dtipart los imporlants Mi^nioires de MM, Herniiie 
ct Selling sur cetto question '[Journal de Crelle, t. XLVII etLXXVllI (*)]. 
Jo cominoncerai par rappelor les rdsultals obteniis par cos deux savants g6o- 
m6lres; mais je les oxposerai sous une forme un pen cUfTM'eiiLe ct plus commode 
pour mon objel. 


(') Les MAinoircs tie Gh. Ilermite sont tic iS 54 [OfHiicres, t, 1 , p, ig: cl 200). En realites, 
II or mite s’ilnil tl6j^ occupd nuparavant' dos /onnes ternaircs d&Jinies (d*api'is dcs id Acs 
de Gauss [Journal do Crella, l. 40 , i 85 oj OfSwres, t. 1 , p, gi.), 

Lo NIAmoirc de E. Selling est tic 18741 il Atudie les formes quadratiques binaircs el 
Icrnaires, ddfiiiics cl indAfinies, et constiluc un ddveloppement syslAmaliquc dcs mclhodcs 
tie Gauss ct tFlIermitc. (A, C. ) 
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FORMES QUADRATIQUES TRRNAIRES FT GROUP) S FUCIISIFNS. 


Soil line forino qunclrRli([iio lernaii'o indi'jfinle; on pool I'lUn’iro 

F = ( ax -h by -h c 5 -\- ( a' ,r. + b' y -\ • c' s )- — ( a" x -i - //',) -! o" z y. 

Nous poserons 

5 = a.c -h bj -h cz, T) = a' ,r + //j -H c' z, !^ = -h b"y -i- c" z. 

I''-?-! V- 


X = 


c-h 




/ = \ -h (Y. 


Supposons que la forme F soil roproduilo jiar luio subsliluLion liin^uiro ti 
coefficients cullers, e’est-a-dire qu’en posanl 


X — A.r 15 ) 'r (i 3 , 
^ 1 ' = Ai.i;'-h I 5 ij'h- F.i s', 
V ” Ao*!-' "I ^i^y' 1*2 s', 


(I) 

on obtienno 

F = ( a x' -i~ by' -i- « s' )2 + ( a' x' -\- b'y' g'z')-~~( a" hi' -i - b"y' - i- c” s' )-, 

nous poserons 



5'= ax'~\~ by' -\~ cs', 

■>]'= a' x' 

■h'y'yc'z', C-nV 





X'== 

i;'+i 

, V'-= 


Jo 

suppose qiie I’on ail 





v- 


d’oii 









1 ^ sonl ddlcrininiSs on 

fonclion do vj, par dos ('((i 



1 

1-yC, 

( 2 ) 


v=«'? 

1 [i'v|-hY'C, 




1 1 


on a, (3, Y, etc. sonL des conslantos rdellos, lollos quo (' ) 


(') On suppose implioilomenl In mnliico des cocmcioiils A, 15, 0, r(i({uU*i-o (u d(5lcrminnnl 

non nul), Voir ci~dessous p. 371 [ot note (')] I'interpvdlalioii do coLlo nuiLi'ico (nu do colic 
substitution) par un ddplacemeni non eiicliclicn. (A. C.) 
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Oe plub, on a oiilro cL i une reUlion de la forme 

III -r- / 

^ FTVT’ 


2G9 


oti /i, A, A', // sont dcs conslaiiles reellcs ('). 

On coiinaiLra les coefficienls des relations (i) quand on connaiLra ccux des 
relations ( 2 ); nous ne nous occuperons done que de ces dernieres. 


>*2 I ^ *> ^2 

C| -r- /Jj — 


Voici comment il faut op(5rer pour trouver toutes les riduiles de P. Soienl 

?i) ''ll) ?i» 

Irois quaulitds tcllcs qiic 

(3) 
el 

(4) 

on construit la forme 


Cl -I' I 


Y . 


r-+ -n*- 2(?1 ? -h 7 ), r, ~ C )2 


qui est dejinie] on chercho la subs litu lion qiii la rfiduit el on I’applique a la 
forme F. [Mdnioire de M. Her mite, Journal de Crelle, t. XLVII (-),] 
Gonsiddrons dans un plan le point nit, dont Ics coordonnies sont Xi et Y< ; 
il sera inldriour au cercle G, dont le centre est i’origine et Ic rayon i . Si I’on se 
donne X| et Yj, les relations (3) et (4) d^terminenl |i, y)i, Kt (qne nous 
appollerons coordonndes hyperboUquos dii point mi) ct, par consequent, la 
rdduitc correspondnnto (®). A chaque point mi, inldrieur au cercle G, corres- 
pond done une r6duite de F, et une seule; quand le point ni] varie, la r^diiitc 
resle la mdmo, si rni ne sort pas d’lme cerlaine region R(,; mais elle varie, si le 
point mi ddpasse les fronti6res de cetle region. La surface du cercle G va done 
so trouver partagdo en une infinite de regions tolles que la riduite ne change 


(>) Sur r6(iuivnlciicc des rela lions {3'"*) et de la tvansformation liotnograpluque, voir la Note 
•jui' la neuviftme pnrtic (ci-dessous p. 280). (A. C.) 

(’) 1854. CXSitvreSy t. I, p.' njS. Les quantitis Cn '^1* ?, soat designics par )., p, v dans le 
Mdmoire d’llermile ct constituent des variables continues dont rinlrodaction mdtliodique 
avail fait I’objcl d’un Momoire pr 6 c( 5 dcni i Journal de Crelle, t. 41 , jSjoj OCiivrcs, i, 1 , 
p, 164 )• ( A. 0 . ) 

( 3 ) On suppose implicilcment K, positif, c’esi-MUrc le point 5,, -q,, sur la nappe snp6ricurc 
de I’liyperboloi’de de revolution reprAsentd par I’dquation ( 3 ). Le point en est la perspective; 
sur le plan dcs q, i>ni‘ x'appori au sommet de cetle nappe; Timage de la nappe infdvieure 
serai t la rdgion extdricure au cercle C. Colic intcrprdtalion geomdtrique est cxplicitde par 
IL Poincard dans Vanalyse de ses OEuvves (ci-dcssus p. 8, panic 9 ). (A. C.) 
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pas laiit quo le point /?/) resle inlt^rieiit* a I'mio d’ellos. Mals lo iionihro dus 
i’6duiles possibles ost iini (' ); il laut done qu’d y ait uno iiilinitti do rdf^ions 

Iti), Ho, Hjl, . . . , 

qui copi’ospondent a une nn^iuo r^duile. Soil ti lo nonjbi’(5 dos rdduilos 
dislincles, el 

lio> H I, Jij, . . . , H,(_i 

iin sysLcme de n regions conligutis los unos aiix niitres ot corrospondnnl rospec- 
livomcnl a cos n r^duilus dlstinctos, ce qu’il esL loiijonrs possi!)lo do Irouvor. 
Soil P I’ensomblo do ces rtigioiis. 11 existo uii systome do Pt^gioiis 

u;„ ir,, H'„ h;,-., 

disposies les unos par rapport mix nutros coinmo IMtniont onlro olios 

11 o> lli> lb) '*•) 11/1-— I) 


et correspond ant, rospcctivcincnt, mix monies riiduiles quo oos doru lores, 
Soil Penseniblo do ces rtigious : on diilinira de ineSmo P", P"', .... 

Gonsidiirons Pune qiielconquo do cos regions : P", par oxeinpic. II y a uiio 
dos substitutions ( 2 ) telle quo> lorsquo lo point m\ (dent los coordoimdos 
Iiyperboliques soul ■n\, ?i) dicritla rdgioii P, le point doiiL los coord onut'os 
liyperboliques soul 




«"fi -1- 


dderivo la region P". Do plus, on obtiont do la sorlo toutes los siibsti- 
Uilions ( 2 ), do sorlo quo, pour dtiidier cos substitutions, il sufill d’tUudior In 
(iguro fornuSo par les regions 1^, P', P", etc. (-). 


lei, je vais fairo appel i\ la gdomdtrie non ouclidiunno ou psoudogdonidlrie. 
J'dcrirai, pour abrdgGr,/;^ ot psi, an lion do pseudoguorniUrio oL psoudogdoind- 
triquement. 

.T’appellorai droito ps touLo circonfdroiice qui coupo orlliogoualonionl lo 
corcle G; distance ps de doiix points lo donii-logaritbino du rapport anharmo- 


(*) Cette affirmation risulte cic I'liypolhose quo Jes coofllciciils do la ftinue indfiflnic K ooiiai- 
ddrdc sont dos iiomln-es eiUicra. G'oat Ic pnneipe cssetUiel do la mdtiiodc do llcrmile .su r 
i'inlroduc.iioa des variables conlinaes (i85(), Ciiuvrcs^ t, 1, p. jC/,). (A. C.) 

(’) CcUc nidlliodc csl, on fail, la rcclicrclie du doautine fondainenlal du troupe doa subali- 
tuuoijs automorpUcs tie la forme F, prises sous foritio de traiisforiualioiia liun'iogriipliiqitcs. (A. C.) 
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niqiic de ces deux points cL des points d’interseclion du cercle G et de la 
droile/w qiii les joint (coinpid sur cetle di’oile ps), L’angle/^.s de deux courbes 
qui so con punt sera leur angle g< 5 omdtriqLio. Un polygono ps sera ime portion 
du plan liinildc par des drolles ps. 

Deux (Iguros seront ps! dgales s’il existe un systeme du ncuf conslantes : 


teiles que 


a--+- a '- — c/"2 = I, 



a" [f y"; 

ffy a'y' — 0, 4- u; 


ut qiie, si lo point (Hi, nl^ Ci) dderit la preinidre figure, le point 
ddcrive la sccondo de ces figures (^). 

Cola pose, on reconuait que ces distances ps, angles ps, droites ps, etc., 
salisfoiiL aux thdoremes de la giioiiuitrie non cuclidiennc, c’osl-a-dire a lous les 
thdoreinos de la gdomdtrie ordinaire, sauf ceux qui soul une consiiquence du 
postulatum d’Euclido. 

II rdsulle du co qui precede que les rc^gions P, P', P", . . . soni psl tigales 
outre olios. On appellura mouvemenl ps toute opdralion qui change le point 
dont les coordonndes hj'porboliques sont H, v), K cn un point dont Ics coor- 
donndes hyperbollqucs sont des fonctions lindaires de •/), Ge mouvemeut ps 
sera une rotation s'il conserve un point fixe; une translation dans Ic cas 
contra ire. Un mouvement ps sera completemont d6lerniin(5 quand on saura 
qu’il change le point a cn fl| el le point b en ; nous Pappellei’ons le inouve- 


{') L’6galll6 pst, ainsi rlclinie (cL ddjJi signalde ci-dessus, p, aCii), esL iiiic subslilulion 
liiicairo, de mali'ice T, cli^finic par la coiuUtion d'mvariancc de la forme f|iiadvaliqiie 


ou encore lelle que 




r X 

I 0 0 

0 1 0 

X T* = 

I 0 0 

0 I 0 


0 0 — I 

1 

0 0 — I 


[T* symdli'ique (ou trnnsposde) do T], G’est la forme (j* et sa forme polairc qui ddfinissent les 
lUstances et les angles ps, 

Gellc gdomdtrie hypcrbolique est nussi caraetdrisde par une substitution homograpliique sur 
Ic paramdlre imaginnirc t, C’est notamment ainsi qn’elle est dtudide dans le Mdmoire edidbre 
(tc H. Poinenrd sur la Thdorie des groupes /uchsiens (§ II sur les figures congruenles, 1882; 
OEiivrcs, l, 2 , p. 112). Voir la Note sur la neuvieme parlie (ct-dcssous p, 280). (A, C.) 
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ineiiL(a ay^ b b\),\\ faul, bleu entendu, quo hi dislanco/^.v do«i, by suilcgalo i\ 
la distance ps de a, h. 13eux figuros soroiil psl dgales si hoii pout passer do I’lme u 
I’aulrc par un mouveinoiiL/;,?. 

Siipposons quo la forme donmhi \*' no salisfasso pas aii\. c<indi lions dn porn-' 
grnphe 291) dos Discjuisilioues an'thmelic^r, c’esL-iVilire <[u’on iio puisso pas 
rnnriuler on j subslitiianl dos noiiibres (nillors a la [dace do a\ y, a. hn 
region P no s'dtond pas josqu’(\ In circoni'drcnce du coiado G. Kn siiivnnl son 
pdrimSlro duns le sens positif, on ciUoio siicoGs.slvonionL les rdgiuns Pj , 
Pa, . . Pji. Soil bi k) froiilici’o coininiino do P cl tl(! 1^/; soioiil a, el <■^,1 ios 
Gslrfimilds do ceUo fronlioro; lus bj soronl nppob^s los edu'js, les {{, b‘s soiniuoLs 
do la rfigion P. En siiivant lo pikdanHro, on I'enoonlro snocossivonionl lo 
sominet ai, le cdl^ 6), lo sommol Ic cOld b.j^ . . . , Ic soimnoL lo odld bn^ 
on fin le sommol ««j.l qui n'o-sL niiLre (|uo lo soinnioL (ii. 

Cost pour([uoi nous d irons quo lo cdld qui suit lo .soinimiL «,■ os I bt ol quo le 
sommol {jiii suii bj csL a; , | , 

Joignons par dos droitos ps les sommcLs consikmlifs dn P, nous obumons 
un pol^^goiiG ps Q {‘). Faisons do nnbno pour P', P'^ . . . ; lu surfaco dii oorclo(' 
va so trouver divisdes on (unn iiillnild do) poljgonus j)s jtx Q\ jis .... 
Cos poljgones ps soul pst (5gnux cnlrc oax, ct le niouvmiieuL ps qni cliangc I’ 
on P', par example, cliango Q on Q'. I'invisagoous lo p(jl;)(*oii [0 ps Q, Fuji do 
SOS cdttis «if£a) ol Ic poljgono Qi. qui Ini osL adjaeenl lo long de ol qui 
correspond A la region Pi. Goiisiddrona lo inouvonionl ps (pii eliango Qeu 
lo moil V erne nl ps inverso clinngn Q cn unc cerLaino rf-gion Q,- adja conic ii Q le 
long dhin c6ld t. Do clcux chosos Pune : 

Ou ])icn Q; difToro do Qij olors los cAlds aiWa, fficini soul hciinolognos, 
forment uno paire, et lo mouvomont p\ qui climign Q on Qi chango n; on <i.i 
oL rtf 1 1 en «!■ 

Ou Ijieii Q; ne difTib’d pas do QrJ alors lo inouvornoiil ps qnl cbnnge 
ou Qi osl unc rotation ps do i8o‘’ nulour du milieu yw do rtirty. Soil (S cc 


(*) II. Poincai'd ne precise pjis los contliLioiis dc r^ihtollon }i ailnpler [limr iiiiu fni’iiio (li''niilo. 
II (III d'aillewrs, ilatis un M 6 moii '8 uUfirimlr t. 2 , p. t|u’on piuil un liniigiata' unc 

ijipnili. 

On pouvralt so ciemaudor s’ll n’cal pns posslblo do clioisir ecs (ioiulilituis <lo reduction tic 
fnfon que la Iron li fire cominuiic k un couple dc rfiglona I’ ol P', voisiiiCH, soil loiijoiu's unc 
di’oile ^3Sj re qui pcriiioLlvnit do confonilro In rfigioii P tiL Ic palj'goiic Q (ahisi (jii’it csl possililt^ 
pour In rfiductloii dc formes cubiqnc-s leriiaires dficomposablos), (A, G.) 
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iwilieu; on rcnvisngcra comrne un sommct dii polygonc Q de telle fagon quo ce 
polygono prdsenle deux c6t6s cons^culifs aiP, faisant enlrc eiix un angle 
do i8o". Cos deux coles soiit honiologues, formcnt line paire, ct lo niouvo- 
ivi ent ps qui chungo Q on Q<, change «i en a-i ct (3 en [3. 

Done, grace a ces conventions ; 

i" Les cdlds du polygone Q so r^parlissent eii paires de cdles hotnologues. 

2 ® Tout mouvement ps ejui change Q en I'un des polygones qui lui sonl 
adjacents change un des cdt6s en son homologuc. 

Quand on connaitra le polygone Q el la dislribiiilon de ses c6l6s on paires, 
oil connaitra tous los mouvenienls ps qui changent Q on Q', Q", etc., ot, par 
consequent, P on P', P'^ etc. On connaitra done toulos Ics substilu lions (a) el, 
ptir consequent, toutes los substitutions (i). 

Supposons, pour fixer les iddes, un qiiadrilatere aiasrtja, oii a\a>i 
esL homologue do a-ja;,, ei a^ay de «»«a; les mouvoments ps^ qui 
cliangont Q en Q', Q", etc., sonl tous 'des resullanles des deux mouvo-' 
inents a^iCu) et(rtia.(. ay a,). 

'Joule propriiild des bubslilutions (i) so rainfine done i\ uno propridlA du 
polygone Q. J’en dnoncerai deux ; 

i" Deux cdles honiologues sonl pst egaux. 

Jinvisageons niainlcnnnt un sommct qiielconquo, le c6ld siiivant, puis le cAl6 
loinologue, puis le sominct suivanl, puis le c6l(5 suivanl, puis le c6ld hoino- 
o|gue, et ainsi do suite. On rencontre de la sorte un certain iiombre do 
ioitimcls oL Pon finit par relombcr sur lo soromet qui a sorvi do point do 
.1 <5 part. On dira que tons los sommcls ronconlr6s de la sorte ferment un cyclcy 

lous les sommcls de Q se irouYent ainsi dislribiu^s on un certain n ombre 
le cycles. Cola posd : 

La somnie des angles correspondants aux dijfirenls sommels d'uji 
ti-Gine cycle est nne partie aliquote de stt. 

iSupposons main tenant quo la forme F piiissc s’anmiler quand on y roin- 
alnce a?, par des entiers convcnablomenl choisis. Les riisullals scat los 
n^mes, sauf quelques difldrences. La region P sMlond jusqu’A la circonfd- 
'once du cercle C. On pout, comme dans le cas pri'c^donl, diicomposer la 
n. V. ~~ V. 35 
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siii'fncG dll cerclc C on une do polyj^cmes /w : (}, i}', (/', elc., du tollo 

sorlo quo lot. mouvciiiouls ps qui cliangouL P cii P', P on l^", etc., olumgont do 
ni6nie Q on Q', Q on Q'', etc. 

SeuliMHcnl il pent se fnire f[ue dciix cdl^s conseculILs du polygnno (^) no so 
coupont pas, on, si Ton veut, quo Pun de>, soniinols do oo |)olygouo .suit 
iinaginaire. 

Los colds du polygoiie Q so (llsUdhuem on piuros, el los cdtds d'utic indino 
pairo sei’ont pst dgaiix. 

r^es sommols do Q so dislribuont on cycles coiniiio dans lo cas procddonl ; 
mais il y a deux sorlcs do cycles, los pt’oiiiiers no conlonaal (|uo dos sonunots 
imaginaires, los seconds quo dos soinnicls reels. 

La somme des angles correspoiidant anx soinniets (Pun tiuiuio cycle do la 
soGonde sorle ost unc partie aliijuole do air. 





HT 



<U)m]>l(\s rondus da I'Anadaniio das Sciences^ l. Ill5, ii. (-iy m.ii's i88l)). 


[Jjio fonuo {[imdraLitjiK! tonmire inJedinio pfiiU loujours s’ecriro (eu changcant 
au hosnin Ions los signos) do la fnron sulvante : 


in\ 


\ ^ ((.!< I h ) I nz, 


V = a'.r //_) n' z, 7. = ii\v -j- b" y -i- d' z^ 


lo.s <ty los h 01. los c dlanl do,s nomhrofj labels qiicdconquos. 

Soiont niaiiilonatiL a, (3, y> <5 qualro uoin'bi'os rdols teU quo ci3 — (Sy — i. 
Posoiis 


X'=aax-i o^yV h^Y"'^^' 

Y' «fl X • I- faS - [jY ) V - Y^ 

7 /=^ [i^X -1 ■>,[i5Y -t-S-/, 

\' --W/. (■''[- A i aJ, ~ a' j,' y' c' z\ /.'= b"y'-rd'z'. 


J'appcllo S la subs Li 1 11 lion ('■') qiii cliaugo x, j'f z eii a;', y', z'. C’osL uno 


(') (lollft Nolo a (Itqfi clii j)ul)lii^c diinL lo 'I’oim' 2 ties (J/i"u\’res (p. 0'}). 11 a paru iiLilc de In 
pulilioi' I'l iimivouu, pouv ta i'ap])i' 0 (’ln'r dn Mcinoiro ci-diissiia. Ivtie esl, cn cIVeL, cilde, on mdme 
Uiiiipfl, (huiH ia iioiivu'jiac Pavlie do VA/ia/y.sc cl die precise la nidlliodc de rdducLion des furmeg 
((111 ii’avail did ([idcBfjuisace daag ce premier Mdmoirc (do iHiSr). Ellc a did parliellemeiit ddve- 
loppi'c dans un Mdiiioirc, cKalcmonl piiblie dans lo Tome 2 ties (Jiuvres (p. dont on 
<lomie d-desHons uao analyse ci qncliiucs exlrnils. (A. (1.) 

(®) En appeliinl la siilisUlulioti ({ui foil passer des a', j', v nu\ X, Y, Z cl T cello f[ui fail 
passer des X, Y, Z aii\ X', el ijiii esl assneiee fi la snbslilnlinii chi deuxidme ordre 

(fiiohsicnnc) 

c’c8l-h-diro si 

II X V Z 11 -11 y -3 d 11 X' Y' Z' ||~|1 X Y Z HxT; 

la subsliLalion ualornoVplio S, do la forme eoiisuldrdc ost delinic par 

S := i: X T X y"'. 



(A, C.) 
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siibshLiUion lin(5aii’e cl, comme ouv^rific ais6nioiit I’idcntiu^ 

Y'i- .V//= Y2-XZ, 


on volt quo >S n’aUero pas la forme F(, 2 ;, t , z). 

Si los coofficlcuLs de S el par .snile a, (3, y, 0 , soul cullers, ou dit quo S csl 
uno substllulioii seniblablc do la formo F; si ces coofficiouLs, sans 6 Ire cnliors, 
sont rallonnels, on peuL dire quo S csl uno subslilulion scniblalile fvao- 
tioiinaire do F. 

Si los coo flic louts de F sont on tiers, 1(!S subs ti La lions somblables Ibrinonl un 
groupe discontiiiu G. A la subslllulion S faisons corrGsj)on(lro la subsli- 

tution An groupe G corrospondra ainsi un groupe jif qul osl un 

groupe fiiclisicn. 


Nous sonunos ainsi conduiLs a nous sorvlr do g (5 ([uo nous savons des groupos 
fiichsions (') pour I’appliquor a IV'ludo du groupe G. Si nous onvisagoons, j)ar 
cxeinple, los cycles formis par los sominots du pol^^gone gdndratour, nous 
voyons d’abord quo la somine dos angles d’lm cycle no pout dire dgalo {ju’(\ a tv 

(s’il n'y on a qu'iin), a tt, A a i\ | ou i\ zdro. 

II y a un cycle oil colte somnio esL tt, si F j) 0 uL dlro Lransforind par unu 
substitution de ddlerininanl i ou 'a on uno forme Lello quo 

rta’S-i- •ib\cj' -I- a' y^. 

11 y on a un ou cello sommo csl ^ si F pout dire Iransformd par uu(! 
subs ti III lion de ddlerniinanL i ou a on une forme lello quo 

II y on a un ou cello sommo osL Ij ^ou bion4^^ si b' pent dtro Iransformd 
par une substitution do ddtormlnanl : (ou bion 3) on uno formo udlo que 

27/'(j;r — r-— y'i), 

11 y on a un ou cello sommo est /Aro si F pout reprosonter zdro, e’est- 
a-diro si F satis fait aux conditions dn paragraplie 299 dcs DiscjiUsiliones 


(') Mdmoirc aur la Thcorio ties gvoupcs fucksions Poly gones gdmh' ntcurs)\ OPuvres^ 

t. 2, p. laa. ( A. C. ) 
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(trCtli)n(itic(o, Dans co cob, le groupc fuchsien csl do la deiixieme on do la 
six 16 in 0 fumlllo. Dans lous los autres cas, il esL do la preinl6po. 

II osL un nulre point sur Io(|iicl jo d6sirerais aLLiror Pa lion lion. On pout sc* 
doniandcr h’il cxislo pour une fonclion fuchsienne f{^) nn lh6orenie analogue 
6 ce qiPosL le lli6ui’enio d’addition pour les fonclions elliptiquos, c’osl-a-dirc si 
Pon pent irouvor iino relation alg6brique ontre /{z) el f{z. T), T d6signanl 
unc subsUtulion lin6airo n’apparlonant pas au groupe g do la fonclion /(*)• 
Pour cola, il fan I el il suffil quo los subsliUi lions communes an\ deux groupes 
fiichsions g ot gT forment oncoro un groupe fuch.sien. 

Tl no semblo pas ([iPil on soil ainsi on g6n6ral; on sail pourlant quo cola a 
lieu pour la fonclion modulaire; car si / (z) d6signe cello fonclion, el n un 

onlior qnelconque, il y a uno relation alg6brique enlro/(c) el / 

La m6me propri6l6 apparlient aux fonclions fuchsiennes /(5) engendr6es 
par un groupe g^ lorsque co groupe g correspond, com mo 11 a 6l6 dilplus haul, 
an groupe O dcs subsliliitions somblables d’une forme F. 

Consld6rons maintonant le groupe des subs lilu lions somblables fraction- 
naires de la forme V; ce groupe n’osl plus discontinu. Soil alors ^ une 
quolconqiio do cos substilulions somblables fraclionnairos, el soil cr la subsli- 

UUion do la forme (^z, ^4^^) correspond t\ 2 de la mdme maniere que g 

correspond A G. 11 y a une relation algdbrique enlro/(5) elf{z. cr), 

Pour olilenir ce rdsuUat, il faut s’appujer sur le princIpe suivanl : 

.Soil r lo groupe des subs litu lions Ilndaires a coefficients onliers el do 
diHerminanl i. 

Soil un sous-groiipe d’indico fini contonu dans T, On penl convonir de nc 
considdror donx formes conimo dquivalentes que si I’on pent passer do I’une u 
Fniiti’C par uno subs lilu lion do P. On pent faire ensulto, a co nouveau point do 
vue, la ihdoric do la rdcluclion des formes quadratiques, olle ne dilTdro pas do 
lu ihdorio ordinaire. 




(I'AllAGllAPllKS I A VIII; 


Jouvnat do Mdlhd/nadf/ucs, /i' sci'ic, t. ;i, 1887, p. /j <)5 I'l.'i*)- 


Co iMemoire a d^ja etc piiblie clans leToinc 2 ties O/i'iwros (p. 46i), qui otiL plus spe- 
cialcincnl resci'veaux foiic lions fuclisicniies. Ceponclantleb liuilproniiors paragraphed 
develop pent, on fail, les molhodcs osquissiios dans lo Mciinoii’c ot la Nolo proed- 
dcinto. PoiH’ oeltc raison, il a parii uliie d’en donner ioi une analyse sorninairo. 

I. Les notations ct definilions indie] 11 on l la ('ornie general (5 d’uno subslilution 
auloinorpbe d’uno forme qiiadraliqnc 

el son associalion (([ui csl un isoniorpbismo) avoo une iransformalion hoinogrn- 
pliique d’une variable imaginaire (on subslilulion fiudisicnno) ( Voir la jn’omioro 
parlie do la Nolo ci-dcssous). Ellcs preciscnl aussi qnelques notions gfindrales sur 
los groupes. 

II. La rod art ion des formas (du type priced out) rap polio, avoc quelquos ju’wei- 
sions compldmenluiros, la melbodo de r6diiclion conlinucllo ( Voir la deuxi6mo 
Parlie do la Nolo ci-dessous). 

III. Qnelques lenimes dioers expriinenl des propri^les dos groupes fuebsiens. 

IV. On rcclicrcbo des substitutions auloinorpbes des formes, Ii term os frar- 
tionnaires, 

V. Le calcul des muUiplioateiirSy c’osl-a-dire des zeros dol’oqualion en d’une 
inairice S, carrec, d’orclre 3, a deiermiiianl dgal i\ i, esl on r^alitd, Pdliide des 
transmuecs T-' x S x T, do colle malrico, dans le cas parlicuHcr, ou elle esl substi- 
tution aulomorphe ePune forme (piadralique, el, par consequent associde a une 
subslilulion fuchsienne. 



FOHMES QOADRATIQUES TERNAIRES ET CROUPES FUCIISIENS. 


^79 


VL La rediK tion dcx subsdtulions conlinne I’eLtule prececlenle el clelerniiiie 
nolammeiU los classes de subs/iiiiifuns ellipliqucs ('). 

N'll. UecliercUc dos furincs qiiadriUitjiies, invariunles poiii' les siibslitations 
ellijjiiqiies, ainsi delenninees. 

VIII. Resume, doiil on croil devoir reproduire les passages caraclerlstiques. 

.Vii groiipe dcs .siibstiLulions 6 coefllcienls eiiLiers qiii u’altevenl pas unc 
forme quadralique donu6o F (Lernaire inddfinic) correspond loiijours un groupe 
fticlisleii qui le determine entieremont. 

Lfis formes F pouvonl d'abord sc r6parlir eu quatre categories : 

i" Cellos qni u’admetLeiit ui subslilulions ellipliques, ni siibsliuuions 
paraboliqnes; 

2 ” Cellos qui admollciiL dcs substilulions elliptiquos, mais pas do substitu- 
lions paraboliqnes; 

3“ Cellos qui admeUenl dcs subslilulions paraboliques, mais pas de subsli- 
lulions ellipliques; 

4” Colics qui admeltentil la fois des subslilulions ellipliques el paraboliques. 

Un nombro limild d’essais permel do reconuailre a laquello de cos qualre 
categories apparlicnt ime forme donmie. 

Si la forme F csL de la premiere ou do la deux dime categorie, son groupe 
fuchsien principal esL do la premiere famillo; si F csL de la Iroisieme catdgorie, 
son groupe fuclisicn osl do la deuxieme famille; si F esl de la qualri^mo calc?- 
gorie, son groupe fuchsien esl de la sixieme famille. 

Si la forme F osl de la premdsre calegorie, le polygono genera lour de son 
groupe fuchsien a \p cdtds, los c6Lds opposes dlanlconjiignds. Les 4/^sommets 
forinent un seul cycle, ol la somme des angles est dgalc 27t. 

Si F esl do la deuxihme categoric^ los somme is du polygone gdneralciir 
peiivenl former plusienrs cycles, (II convicnl d’ajouler que Ic plus souvent ils 
n’en for men l qiihin seul el qu’il n’y a plusieurs cycles quo dans des cas 
exceplionnels). Pour reconuailre combiou ces sommets forment de cycles, on (*) 


(*) Une substitution csl elliplique si die a deux points doubles imoginaires conjugu6s. T1 cn 
cst alors do ni6mc de la substitution fuclisiennc assoeific [ainsi quo des zdros dc l’6quation 
cn X, diflerentb de i; voir ci-dessous, Note, p. 2S3,uote (')], Cette qualitcse conserve par iranantiii- 
tation cL uc dL‘j)dul quo de la sornme dcs tenues de la diagonale principalc (invarianle dnn-j la 
Irnnsmutatiou ) (A. C. ). 
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pout coiisiriui'o los formes 

\.>:^ [ A'^)2 , A"5''-i •> U.) - 

(la forme biuairo (Haul rtidiuie) ou liion oiicovo los 

formes 

A — 15),) ■ I ''lb 3 (' H;-' i '’I'"'''’ ! 'bl'-''- 

et 

A.'t’S-i 'bl(,r- ' J'i: -I- s"-- - [l7:D ). 

Si la forme F ost (5(juivaleiilo a ?i des lornios aiiisi couslruites, Ics .soniuiols 
dll polygonc gdiK^rateur formeront 71 ejclos, La somnio dos angles dc I’lui ((iiol- 

coiiquo do cos cycles ost 6galo a tt, ou • 

Si F csL dc la t/'oisidinc caUgorie, Ics sommcls du polygone giiudralcui’ soul 
Lous sur lo cei’cle foudameutal, ot ils fonnent un ou plusieurs cycles (ou 
g6ni5ral im soul), doiit la somnio des angles osL niillo. 

Si F csL de la qiialriernc catagoj'io^ les souiuiols du polygoun gdndralour sunt 
les uus sur le ccrcio fonda mental, los aulres h I’inldricur, cl ils form on I pin- 

sieurs cycles dont la so in mo des 0 agios poul Otro o, tt, -i 7^- ou 7- • 

Los rdsiiUals quo jo vions d’oxposor doinandoi’aiont cvidominent i\ <Uro 
compldtds, Los propridtds nouvollos dos groupos quo nous avons tUudids no 
suffiseiiL pas pour los ddlorminor compliHomont; mais, on onfnisant un usage 
jiidicifiux, on peiU notabloment simpUrior los anciens proeddds do calcul qu’on 
employait autrefois pour former ccs groupes, 


NOTE 

(PAUTJE !)). 


I, Je don lie d’aboi’d quolques indications sur la lUUiiro algdbriquo dos probldmcs 
do cetle neiividmo Parlfe^ qui no sonipas enticremciU oxplicilils dans les Memolrcs 
prdcddenls. Pour dtiulicr unc forme quadratique lernairc, indilfinic, Tf. Poincare a 
ulilisii success! vemont deux formes canoniqiios (relalivemont a line equivalence 
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uigdbrique). Dims le Memo Ire de i 88 r (p. 2 f) 7 ), il omploie 


Ulx‘I>x 

clans la Note do i 8 SG (p. 975), il cmplolc 

u /(.r, } , 3 ) s=s ')_> 2 — '>^'3 = II ,r ) 3 II X F X 

on passe de 7 ', s ) a 9 Cj)(g q, par la snbslitulion S, 
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r 0 

0 

'6 

, <I> = 

0 r 

0 



I 0 1 

X 


0 

0 - 

y 

, F = 

0 

') 0 

z 


1 - ( 0 0 


/ 3 il = n -0 X S, S 


— I 

0 I 

0 

1 0 

I 

0 I 


s X F X S*=: '!>. 


Los siibslitiuions liiidaires (malrices vegulieres), 



X 



/ 

m 

n 

H = 

X' 

,/ v' 

, T = 

H 

in 

n' 


X" 

|J." v" 


}" 

m" 

n" 


qui laissoiU cos formes im^arianles, e’est-u-dire qui sont idles que 
0 X <!' X 0 * s= ‘I*, T X F X T* = F i 


soul respcclivomeiiL definies par Ics conditions 

).2 fjl3 __ V2 = I , X '2 H- |F2 - V'2 = I , X"2 -h |a"2 — v"2 = - 1 I 

X' X"-h |/ v' v" ~ 0 , X"X' “H |A"fi ~ v" V — 0, XX' vv' = 0 ; 

m~~- /// = 0, 'I mm' — in ' — />/' = o, nun"— In"— nl"— — i ; 
m ”' — /'n"= ( 1 , 'Mn' m"— I' n"~ n' 1" ^ o, w'-— /'«'= i. 


ISlIos se deduiseni les unes ties autres par la transmulalion, d’opdrateur S, 

0 = S X T X S-', 


ellos formenl, par suite, cleuxgroupcsisomorphes. Cesgroiipes sont aussi isomorphes 
u un groupe do subsliliUions dn deuxieme ordre 


0 ^ [S 
T 


aS — == J- 


Four Ic oonsialer sur la forme /(m, ), s), on peul la considorer comme 6 laiU 
ddduile d’une forme quaternaire 

.r 


.Af.r, .) .r". = ) == y'f- = II .> ' = II X X 


II. p. 


V. 


36 
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Oil 


0 

(> 

o 

- 1 

o 

0 

1 

0 

o 

1 

o 

1) 

— I 

(1 

0 

0 



() 

]1 

; M:- 

(J -- 1 


_ n 

o 


1 o 


Oil volt aloi’S aisonienl quo In subslIUUion iloJinic par uiu! niiUririi (d’ordro f\), 
comjiosee dc quaire nuilrices dii deuviisnio ordre 


•• ) .) 


■'■i i .) I 


II - 


T,== 


y.l 

[LI 

y.i 

; 8.1 


laissc J’’, iiivariaiilc. La IrnnsformaLion esl cn olloL Hjiiivalcnlo a rojjiiHU; 
nmlncielle 


a: ) ' 




.) 't 


= 


X 


d ' ^ 


Y « 




ce qui, en raison de I’liypothesc ao — ,'3 y i , ('.nlrulue I’bgnljUi des dolerniinanls 

I - I- 

Oii pourrail d’aillours vtM’ilinr aiissi bion I’ogalilo 

T, t;=K,. 


En revenanl a la forme lernaire, 


/(.r, ./'i ( .r, /, j ", z ), y 


la snbstitulion aulomorpbc devioiU 



ap 

p« 

I- 

v'l 

«8 

Py 

p8 

yv 

yP 

s« 

8p 

vS 

V8 

8V 

0* 



«- 

ap 

[y- 

II .) -2 IIX 

•» wY 

«Y '1 Py 

•>p8 


Y- 

Y8 
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L’inlerei de ce calcul osL de mcllre cn evidence la conservation dii produiL (on la 
qualilc d’isoinorpliismc) dans la corrospondancc binnivo(|uc des subslilulions 1, I’l 
ct T. En eOeL en leiinnl comple de 


— Py = a' 8 '— P'y'- », 

on oblienL 


« p 


«' p' 

Y 8 

f 1 

Y' 8' 


“•I 

P.I 

1 ^ 

a 

i 

Py').I X I' 

(ap'.f. p8').I X I' 

Y.I 

8. 1 

I 

Y'.I' i SM' 

(y«'h 8Y').rxr 

fYp'-l 88')-l'' 1' 
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Dans le I'csiiilal, ios cocfficieiUs du produH I x V son I bieii eiicoi’e Gj^aux au.v 
Lormcs de cg produii (^), 

Quant aux snbsliluUons automorplies de t), ^), on pent les calcalur par 
I runs mu la lion 


-- 1 

IJ 1 




0 

1 1) 


'»0tV cyo^;-[^Y 

[jo 


0 1 


V ■ V ^ 

3* 


ri 

‘i '» 


p'J— Y") 

70 — 7p 

^7= 

-1-0- 7- — 


— 77 

70 - - 


77 -K p5 


( 0 - -t- p- ~ y'J — Y ' ) 

70 • ; 7p 


;-p^ -1-7-1- 

5G 


lour groupe esL nianifeslemenl isomorjdie a colui des T, el^ par suite a celui des 1 . 
Lcs formes analogues soul indiqudes par Klein cl FricKe ( Varies ungen uher die 
Theovie der antoniorphen Funettoneny 1897) ct reprises par'l’li. Got (/-I/?/?. Fac. 
Sc. 7 'oiihuse, 19 13). 

On pent d'ailleui's representer parameLriquomenl les lijperboloides (a deu\ 
nap])es). 


on utilisant deux variables imaginaires coTijitguics I, 


oil 


/ 1-/' 

I — ft' 


( 1 — / K I — /Q 

I — ft' 


H f ~L‘) 


{{l — f) 

.1 = TTT-J 




[ — (f 


H- If 
\— H' 

0 ~h / ) (i -1- /' ) 

I— ” 77 ' 


fl esl alot's visible qu’une Lransformalion liomographiquc, a coefficients reels, 
(.le I (et, par suite de /'), laisse les surfaces invariantes. 11 suffit de lu verifier pour 
Ics trois subsLitutions fondamcntales «/, ( -\- by i\ty {a, rdels). C'est ainsi ([ue 
II. Poi ncar6 seinldc avoir introduit les transformations homograpbiques^ dans le 
iSfeinoire de 1881 (ci-dessus, p. 967) (0* 


(*) Cc ciiloul met encore cn evidnicc que les zeros des polynomes eu J, de 'I', ct T soiiLrespec* 
tivenienl. 


w, I, I, 111 '; (I), I, 


<ij cl m' titnnt les zilros du polyuonic en ). de I. ». 

(“) O'est bien enlenchi, I’analoguo de la representation des points d'line spliire par une 
variable i magi naive et d*une rotation (eiiclidienne) par unc transformation liomograpliiquc dc 
cette variable. On remarquern (jne ceci n’est possible qu’il condition d’admettre, dans In repri- 
senlnlion, iin point singiiHer, cboisi arbitrairemcnt sur lasphferc, mats qn’on pent prendre cn un 
sotnineL siir I’bypoi'boloUle de rdvolution, {Voir les fascicules 60 et C8 du Memorial des Se, 
Malk.y 'I'll, Got, Propriil^^s g&ndrales dos groupes dfscontinus. Domaiues fondamentan.x^ des 
groupps fusehsiens et aulomovphcs). 
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If. Puiir upiili<|iiei‘ ces resiillals nlgdhriijues a la i’e<!liei'(!lio uriUim(‘(i({M<‘ ih‘.s 
subslitiiUons sembinbles (atiLoniorplics, a lermes entiers) (rune fonno ((iiadrntiqno 
."(■<’» J’j s) iiulcfinie a coenicieiUs enliers; oaraolarisde, par exeuiple, par uiu; inalrioc (r 
(carr<ie (I’ordre 3 ), symclriqiie, a lermes enliers, on peul la inellre sons I’uiic des 
formes canoiii{(uesalgcliriqHos ^ x G x i', pai’ une subsliuuion los subslituliona 
aulomorphes de cello forme ( 5 lanl, dofinies par des innlrices 'I', ronslriiilcs oomiiie 
il vient d'etre dil, cellos de s) sonl Jes traiismuoes X 'I' X w, el il suflil 

cle clierclior celles qui sonl h lermes enliers. Elies foi’menl nianifeslemenl nii groiipo 
cl il en csl de meme des siibslilulions T el des Iransformalions lu)mograplii(jues I, 
associees, qui formenl_, suivanl le vocnbiilaire do 11 . Poincare, iin gronpe fucbsieii. 

Dans Ic premier Mdmoire, {i88i, p. ‘1O7), II. Poincare indi([nc nne formation 
geomdlimjue do ce groupo par I’applicalion do la niethode de rednclion conlinuclle 
a la recherche d'nn douiainc Jondamcnlul [p. 'J.70, noLc (^)|. Celle melhode do 
rednclion conlinuclle, indiquee par Cli. Ilorinite, avail old i)rdcisee, commoil a eb' 
dil par 15 . Selling et appliqudo numeriquemcnl par fv. Charvo {Ann. AV;. 

lyorni., 1880). Elle a die ulilisee, plus receminenl j\ de nombreuv cvemples numd- 
ri({ues par Th. Got {Questions divcrscs concernanl ('ertuines formas (luadratiqucs 
lermdres inddjinics el les gronpes fuchsiens aritbm<Hi(/uas qui rattuabentf 
Parlic; Thdse da doctovut olAnn. Fac. So. Toulouse ^ i()i 3 ). 

Dans la Note (i886, p. 275), II. Poincare se borne a dnoncer (juchiues remar(|ues 
sur la slruclure de ce groupc cl nolammenl sur les cycles des polygones giUiora- 
tears. Il ddvcloppe celte melhode el ces remar([ucs dans les huil premiers para- 
graphes dn Mdmoire doni on a donnd unc analyse el on c.vtrail (p. 278 el 
279). (A. C.) 
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FONCTIONS FUCUSIliNNICS APITIIMl'iTlQUKS 
{Analyse, p, g), 


LES FONCTIONS FUCHSIENNES 

KT L’AniTIIMfiTIQUE 

(PAKAGIIAPIIIC IX) 


Journal dc MutkGnuKiijiiei,^ 4 ' scrio, 1 . U, 1887 , p. /pg-^lCi^. 


Ain si qu’il a dejji ete dlLj oc Aleinoirc a alo piiblie dans ie Tojiio 2 dcs OJ£uvrcs. Les 
paragi'aphes I a VTIl^ qui Ira i tent des rela Lions enlre les subsLilu Lions aulomorphes 
fEiine forme quadra Lique lernaire inddlinie el certains groupes fnehsiens appeles 
arithm^tiques out (ite analyses ci-dessiis {9“ Parliej p. 278). 

' Le paragraphe IX esL consacre ii unc propri6te rcmnrqiialde des fonclions 
fuchsiennes. defuiies par cos groupes. On n cru devoir le publier a nouveau en 
raison de son caraclere aritbmelicjuo cl de son imporlaiice, tan I pour illusLrer la 
pensec de IT. Poincare qiden vue de ses applioa Lions ull6ricures possibles. 


I.\. — Generalisation du th,eoreme d ‘addition. 

Dans ce qui precede, je mo suis ellorce de rnoiiLrer la possibilild d’employer 
les fonclions fuchsiennes (’) dans des questions d‘Arithmetique, L'npplicaLlon 
inverse do PArilhmetique a la tbeoi’Ie des fonc lions fuchsiennes esl an nioins 
aussi fdoonde. 

L’analogie des fonclions fuchsiennes et des fonclions elHptiques est dvidonlc ; 
les premieres ne changent pas quand I’argumenl suliif une subslitution. lindaire 



(') Plus cxiiclcment, les groupes fuchbiens, (A. 0.) 
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(ip|)f»rlenaiit a un cerlain groiipo, tlonK^inu quo (os scMiondoiS no oliiingont pa>s 
quand I’arguincnt aiigmcnto do ccrlainos p(5i’ioclos. fl y a copoiidaiU tmo pro- 
pri6l6 dos fonclioiis ellipliques cjiii ne s'(ilond pas i7iim<'diaU)ntonl aiix Innctions 
fiiclisiennes, c’cst Ic Uiiioreme d’addUion. 

Si I’on augineiiLe I’argiiinont d'unc Iransccndanlo ollipU(jiio d’uiio qnnnli[{^, 
qui ue soil pas uiio pt^riodo, il y a unc rolallon alg(d)riqiip cnlro Panclcnno ol In 
no u voile valour do la LranscondaiUo. Si done F(v) cst imo fond ion olIipLiqno, 
il y aura uno rclalion algdbriqiic cnlrc ol’ h dlanl line 

constanlo. 

Voici qu’ollo sorait la gindralisalion la pJub iiaLiirolIq d(3 ooilo propridLd. 
SoicnLF(5) imo foncLion fnclisicnnc, S uno siili.sLlUilion liui^airo n’apparlonanl, 
pas k son groupo. Tl dev rail y avoir uno rolaliou algbhriqmi cnlro F(v) ol 
F(3.S). (Jo ddsigne par j.S, selonl’habiludo, ccquo devienl 5 quand on iqipliquo 
a cello variable la subslilulioii S.) II eslaisd do voir quecelte prop rid Lone pen I 
subsistor pour loulcs les substitulions fuebsiennes S, e’esl-a-diro pour loules 
les substi 111 lions Iludaircs S qui nbillcrcnl pas le cercle fond a menial. D’anlro 
pari, il arrivern, en gdndral, quo colio propridld n’appartiondra a aucuno .subsli- 
lulion fuclisionne; eo n'osL done ([un pour corlainos fone lions (luilisionno.s 
oxccplionnollos qn’ollo apparliendra u quelques subs li In I ions fuebsiennes. 

A ce double poinl do vue, on pout dire quo lo ibdordino d’uddilion dcs fone- 
lions ellipliques no s’dlend pa.s, qii gdneval^ aux fonc lions fuebsionnos. 

Jo vais fairo voir loulofoi.s quo, pour oorlainos Ibnclions fuebsiennes particu- 
lidros F(3), il oxLsle une infinild do siilislilulions S, tello.s quo F( 5 ) el F(^.S) 
soionL lides par uno relation algdbriqiio. II csl clnir quo, dams en ()a.s, ces 
subslitulions S formoiU un groupe. 

Quo faiil-il pour qiFil on soil ainsi ? Soil G le groupo do la feme lion I'X^)* 
La fonclion F(^,S) csl, aussi une fonclion fuclusienno, el son groupo osl le 
Iransformd do G par la siibslilulion S, e’esL-ii-dire S"' (rS, Si les deux groupos G 
ot S“'GS soul coinrnensurables (') entro oux, c'ebl-twUre si lour groupo 
commun esl un sous-groupo (bind ice fini pour chacun d’eux, g csl eiieoro un 
groupe fuchsien. Mals alors on poiUrogardor F(-) ol b'(3.S) commo dos fonc- 
lions fuebsiennes admellanl co groupo g. Cos doux Irnnscendanles sonl done 
lidos par une relalion algdbrique. 


- (') r.n (l^finiiion (nipi'oduilc iei) do or (jiiiililicnl if, iiinsi relic do (mi itidcx) d’liii 

soiis-ijU'oupc out dlo doancus dans ee moino iMcmoii'o, § I {i^avras^ i. p. Vi(j-,j(i7). (A. 
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D’oii la conclusion sulvanLe ( ' ) : 

Pour quHl y ait une relation algehvique enlre une fonction fiich- 
siejine 1 ^( 5 ) de groiipe G et sa transformee F( 3 .S) par la mbslitulion 
il fail! et il suj/it que les deux groupes (1 et S-' GS soieiit commensuvablcs. 

Je cllorai d’abord un premier exemple sur leqnel je ne nFarr^lerai pas. 
Soienl G uii gToupe fuclislen el g un second groupe fuchsieiij sous-groupe du 
premier (-); soilF( 3 ) une foncLion fuclisicuue de groupo^'. Soil enfiii S une 
subsLtLulioa appar tenant a G ( ’). Je dis qu’il y a ime relation algdhrique 
outre F( 3 ) eLF(a.S). 

Soil, en ell’et, uno fonction fuchsieniie clu groupe G; nous poll^ ons la 
regardor aussi commc une fonction du groupe elle est done lirie alg^bri- 
qucmeiit a IMais nous pouvons do m 6 me regarder 41(3) comine une 

fonction fuclisiennc de groupe puisque S~'^S est aussi un sous- 

groupc de G. Done est aussi lide algdbriquement a F(^.S). Cela 

prouve que F( 3 ) ot F( 3 .S) sont li(ies alg^briquemout enlre dies. 

Les substitutions S forment, dans ce cas, un groupe G qui est discontinu. 
Aussi ce premier oxemple n’ofTrc-t-il pas grand iul<!!rfil. Nous le laisserons done 
do cfit 6 pour ue nous occuper que dos cas oii les substitutions S, telles que 
F(3) el F(s.S), solent lides algdbrlquement, forment un groupe contiiiu. 

G’est CG que nous observerons dans un second exemple^ ii s a voir quand F (3) 
sc rddult H la fonction modulaire J. Le groupe de cellc fonction sc compose 
alors de toutes les substitutions 


(= 


« 3 Jil \ 

V 


) 


( ') tin r 6 a!it 6 lu raise iu\ cm ciU inonU'C scale in cat quo la condition esL sutTisanle. Ln rccijiroquc 
csl line consequence du ihdorAme gdnfii'ul suivant aur les fonctions aiitomorphcs : 

Pour QUO deux /ouclioni, aulomorphes soienl liees par une retalion algebriqite, H esl 
necessab'c qua tears groui^cs G et O' aient en conimiin la region couvarte par un resean 'de 
potygones /ondninenlaiix (domaiiie (J’existencc coinmun des fonctions) at possl-dcntf an otilre, 
un sous-groupe conunun dHndii'c fini, 

Get cnonc6 el. sa deinnnsLration sout (loim6s dans la Th&orie des fonrttons atgehriques d’line 
variahle^ I, II, p. 357 (Ponclions aulomorphes)^ ridigc pur P, Ptiiou, io 3 o. (A. C. ) 

(*) Il somblc qu'd fiuiL njoulcr d'indicc Jini, (A. G.) 

(*) D 6 Iinie, li un prodiiiL pres par uno sulistitulion do g, d’un cCLe cun venal de {Jailc 
avail t S). (A. C. ) 
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oli «, j3, y, f] soul quatre enlicrs, ids quo 

xa ~ pv - ' 

Nous savons qu’il y a uno I’daliou algdbriqiic cuiro ]*'( s) 01, ; c’esl cello 

I’dation aigdbriqiie qui cst bien coiinuo sous Ic nom iV t'qiutliou modidaivc. 
dans la llicorie de la Irausformation dcs foiiclioiis dliptiquos. 

V6ri(lons quo lo groiipc G, foriii6 des substitulious 


ou a, j3, y, d soul onliors, osl bion commensurable avoc son Iransfornui S-‘GS 
par la siibslilulion 



oil n cst onlier. 

En c/Tcl, Ic gi’oiipc S"'GS esl lorimi des siibslilulions 



Oli a, |3, y, d soul enlicrs cl Lels quo ad — (3y = i . 

Lo groupo conimuu g au\ deux groupos G el S-'GS esl alors foriiid des 
subslilutions 

a;; , ri\ 

Oli O', (3, y, d sonl des onliors satisfaisanl aux conditions 

a8 — py = I, V • - <> ( inofl n ). 

G’csl done par rapport A G, uii sous-groupo a congruences (^) el par 
consAquenl un soiis-groupe d’indico fini. 

Pour la mfimo raison, il y a une rolnlion algdhriquo enlro la Ibnclion niodu- 

lairo I'Xv) cl j P ol fi dlant deux enlicrs premiers onlre eu\. 


(') Un smis-gi-ou|)(! a congruences n elu ddliai piir H. I’oiiMunr, flun>i cc nioiiic Moiiioirc 
{O/Huvres, t. 2, p. /177), pour dcs mn trices carries, d’ordro 3 : « un ensemble de nutlrices donl 
Ics neu/ lermes sonl assuj'ellis ti salisfaire a cerlaines congruences suivant un cerluin 
module < 7 , premier ou composi » (cl Idles qiic Ics matrices formciit bien nil groiipc). II cst 
niccssaircineiu d’Indicc fini. 

Dans Ic ens prisenl, il ost manifeste (|uc In coiigrucnoc rcslo verifiie, dans iin prodiiil cL dans 
line inversion; il cst ignlemont manifeste qiie I’iiulicc flni dii sous-groupc dans G ost igni il n, 
(A. C.) 
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Plus g 6 n('ii’aleinoEt, je dis qu’il y a unc relation algobrique enlre la 
fonctlon modiilaire ^(s) ct ^ > a, b, c cl d (^lant des eiiliors 

quelconques. 

Car la subsLiluticm 

oii a, b, c, d sonL des eiiliers qiielconqiies, pent loujours clre regard eo comm(‘ 
la r 6 sullante de pliisiour'j aiilres des forinei. 

(=, /)=j, (=’-)• 

L’ciiseinble des siibslilulioiis S, telle s que el J^( 5 . S) so ion I lides alge- 
briquemeul, forme done 1111 groupe contiiui. 

JusqiPa present cet exeiiiple dtait is ole, niais nous so mines main ten anl a 
indine d’en ciler uiie iufinitd d’autres. 

Eiivisageons ime forme quadra tlquo inddlinie J’’ a coeflicicnls enliers. 
Gonsiddrons le groupe reproduelif de F foriiid de Louies Ics substitutions a 
eoonicieiils quelconques qni n’altdrenl pas celLe forme, et le groupe principal 
dc 1 ^ forind de Louies les sulistitiilions A coefficients entiers (\\n n’alterent pas 
cello forme. A Louie subs lilu lion du groupe roproductif correspond une 
substitution fuclisienne ct au groupe principal do F correspond nn groupe 
fuchsion G qui esL le groupe fuclisien principal de b". 

Soil f{^) une des fonctions fuclisiennes engendrdes par le groupe G. 

.j’envisagerai dgaleinont les suljstitu lions du grotqic reproduelif qui onl des 
coefficients fractionriaires (dtudidcs dans le paragraphe IV), les subsliLulions 
fuclisiennes correspondanles et le groupe F formd par ces subslilu lions 
fuclisiennes, qni sera un groupe continu. 

Soil S une substitution fraclionnairo du groupe reproduelif de F et s la 
subs titu lion fuclisienne correspondante appartonant k F. En verlu des lommes II 
et VI du paragraphe III, le groupe principal de F osL commensurable avec son 
Iransformd par S et G est commensurable avec son transformd par s. 

II y a done une velcition algebvique enlre 

f{z) el = 

s ctant une substitution quelconque du groupe continu 1 \ 

11. P. - V. 


3? 
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Les foiictions fuchsiennes arllliin^Liques joulssont done, commo la fonclioii 
moJulaire, de la propri(^L6 qui nous occupe. La fonction modulnirc n’en esL 
d'ailloiirs qu^uii cas pnrLiciilier ol on I’obtIuuL en prenant, pour la forme 
qiiadraliquo F, 

F = 2J-~ 9XZ. 

Ainsi il y a line propri^td quo Ton pciil regard or coininc la g(in6raUsaUon du 
Llniorfiino d’addition, si Von regarde les fone lions fuchsiennes commo la gdnd- 
ralisaiioii des fonclions elliptiques^ mais que Ton pen I aussi regarder commo la 
g(in6ralisatioii de la Lransformallon, si Von regarde les fonclions fuchsiennes 
comme la gdndrallsalion de la fonclion modulaire. 

Celle propi'idldn’apparlicnlpas engf^ndral a loulos les fonclions fuchsiennes; 
mais cUe appartient mix fonclions fuchsiennes arilhmdtiques. 

Cela poiiL faire concovoir I’ospoir quo cos Irauscendanlos arilhm6li(]ucs 
rondronl, dans la ihrtorie de cortaincs classes d’dqualions algdhrlqucs, des ser- 
vices analogues tl ceux qu’a rendus la fonclion modulaire dans VcUude de 
Vdqualion du cinquieme degrti. 


NOTE 

( PA UTIl': 10 ) 


Los gt’oupea fuchsiens nrilhmuliqiios, auvquels 11. Poincare a ainsi ashoci<> 
des fonclions fuchsiennes, vdrllianl uii llieoreme d’addilion (on de Irniisformation), 
ont ele ensuile renconlr^s par G. IIumbeiT dans Vdliide des fonclions abclienncs 
doablement singulieres {Joiini, do l\Suth,, o^serie, 1. 9 el 10, iqoS el xgo/i), C’esl 
line des raisons qui ont conduil Tii. Got, u en faire uno &lude g6n&valc aii point de 
vae de la determination pratique \loc, oil. Questions diverses {Ann. Fac, 6'o,, 
Toulouse, igt3)]. On sail que G. Humbert^ gdomolre, devenu amilyste, devnil se 
revdlor, a la (In de sa carrlere, im bi'illanl arilhmelioien (‘). Uno paiT do inerile on 
revienl sans dome it II. Poincare. (*) 


(*) li. Bonui,, Notice sur la vie et les Traoau.v de (t. Iliunbcrt, liie u 1' Academic des 
Sciences le a-j inavs igaa. 




ONZliiME PARTIl!:. - lirunii AlUTllMl^TlQUIi DKS KOUMES CURIQUES TERNAIRKS 

( ylnalj'se, p, p i. 



Comples rendin cic I' Academic da 6 Vte/Kes, I. 90, p. (7 jmn ifiSo) 

(ICMr.nit d’liii Mdmoire piir I’Auteur. ) 


Partie arithmetique ('). 

AyanL rtisolii co probleme algdbrlque, j’aborcle les qiajs Lions arilluueliqiius 
I’oliUives a cos formos. J’tippoUe d’abord mibstiliUlon rdduiie loute snbsliluiion 
(jtii Iransfonnc la forme x\-\- x\-\- on unc forme quadraliqiie r^duile (d(ifime 
coinmo le foul MM. Korlclne et Z,oloLarefr, Mathematische Annalen^ t. V 1 ). 
J’appelle forme rediUte loule forme qiii derive de la caiumique par unesiibsti- 
In lion rddiilLo. En ce qiii conocrne les formes de la qunlriemo cl de la sixieme 
fnmille, qni penvenl dcriver de lour canoniqiie par des subslilulions de 
(Idlorminanl i on de fldlerminanl difl’drenL, je distingue les rdduiles prineijinles 
(jui en ddrivcnl par nne snbsliLiition de ddlerminanl i el les rediiites sccondaires. 

M, Jordan a ddmontrd (C. R, Ac. Sc.^ 5 mai 1879) que, si !e discriminant 
n’esL pas mil, il ne pent derive r d’line mfiine canoniqiie qu’un nombre fmi de 
rdduiles a coefficienls en tiers. Jc do nne une ddmonslration non voile de ce 
ihdor^me, et, I’nppllqnnnl aux formes des deux preniidres families, je liniiie 
les coefficients de ces rddnites on fonclion des invariants S et 

Lc nombre des classes ddrivdcs do cliaquc canonique eslfini dans la premiere 
et la deuxidme famillo (ct aussi dans la cinqiiieme fainille, tonics les fois que T 
est ndgatif on que 4S n’ost pas puissance qualrl^me parfalte). An conlraire, le 


(') La premieve Panic, algdliviipie, -jC iroiivo ci-clessus, p, 2)-a7. (A. C ) 
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nombru dos chisscs ddrlvoos do clmquc canoniquc osL infini dniis la troi.sifinio, 
la qiialrioino oL la sixioinc fa m tile (cL aussi dans la cinquiome famillo, Louies 
les fois quo T esL posilif eL /fS puissance quatriemo parfaito). Mais alors los 
classes se ri^parllsscuL on genres, los ridiilLes d’un mfimo genre se dcdm’sanl 
ais^incul I’uno do I’aulro, cl Ic nom])rc do ces genres esL fini ilans la lroisi6mo 
el la cinquifiine famillc, infini dans la qiiaLrieino et la sixi(inio. 

J’dludle ensuile la dlslribiUion dos rdduiles dans cliafpia classo. Les classes 
des Irois pretniercs families conliennenl une riidulLo el uiin soule on gdn6ral. 
Cellos de la qualricuio fain ill e no conLienncnl qu’une rddnilo principnle oL nn 
noinbre fini dc nUltiilos seooadaires; cellos do la cinqnl6mo fainille conliennenl 
iin nombre fini do rtiduilcs prinoi])alos; onfin cellos de la sixi^nie lainillo 
coiilionnenl im nombre infini de rddiiilcs principalos el secondairos. 

Qiiand imo classe conlionl plusieurs r6clulles, il pouL so falro qidellcs se 
disposenl on une cliaine on clnicune d’ellcs osL conligiie a cello qui la precede 
cl t\ cello qui la sail. Si le noinbre des riduiles ost infini, cello cliaino, osl 
iud(^fiiiie, el on pouL la suivro liuK^finimonl sans roLombor snr la iinbne rdduito 
(c'osl CO qui arrive pour los rdduilos principalos do la sixii'inie fnmille). Si le 
nombre des vi^duites esL fini, il pent arriver quo la ohnino reslo indrifinie el qiie 
les rdduitos s’y rcproduisciil p(iriodi(|ueinent, commo dans le cas dos Ibrinos 
quad raliq lies binaircs (go qui arrive pour la cinqniiiino famillo, ton Los los fois 
quo T esL lu^galif on quo /j S n’osl pas puissance qualrii^mo parfailo, cl aussi 
pour cerlaines classes do oeLLo mfiinc famillo, quand T osl posilif ol/| S puissanct! 
qiialriomo parfaile). 1 1 poul se faire aussi quo lu chaino soil limiliie (co <[ni 
arrive pour los nidullos secondaires do la qiiaLricmo fumille ol pour les rdduiles 
principalos de oorLaiiics classes do hi cinquieme fauiille, quand 'V osl posilif 
el S puissance qualridmc parfaito), Knfin, il pent arriver quo los riiduilcs, an 
lieu lie former une cliaino, forinoul un r^seau, commo dans le ea.s des formes 
quadrallqucs lornairos indiirinies (co qui arrive pour les riSdniles secondaires 
de la sixiemc famillc). 



SUli 


LES FOliMES EUBIOUES TliRNAIRES FT (JUATERMIRES 


Journal de I'Kcole l^olytcchniquo, T)!' LRiIikm', iB.Sa, p. /iJ-fji. 


SillCONDE PALITIE 


Dans la preinuji’a 1‘iU’Uo do oo Journal de V fCcole Poly Lee hnique^ 

oo" Galiioi’ (')], j’ai dLudid los Ibrines on gdncHi’al, oL en parliculier Ics rormos 
ciibu[iios loi’iiniros oL quaUu'iiairos, a uu point do viic puremenL algebrique^ 
cl j'al c Kero lid, outre auLres c hoses, a Irouvor los transform a lions lindaires (pii 
roprodiiisonl lino formo doundo. 

Jo vais niaiutoiiaat pouvoir aiiordor los proKldinos aritlimdliques qui sent 
I’oKjot principal do co Mdmoiro : 

i" Kooonnailrc si doiix forinos dnnndos soul dquivaleiilos (-); 

:*/’ Dislribuor les formes on clashes, on grnres ot on ordves (■’) ; 

,‘D 1^*0 1 Ivor los transformations h ooofficients on tiers rpii roprodulscul iino 
forme donnde. 

Jo rdsoudrai oos probldmos par uno gdnd rails ation do la mdlhode do 
l\l. Ilormile, sur laquello jo vonx donnor d’nbord quelqiios explications. 


(') fli-dessus, p. aR u q?. Kn rtinlili, duns ccUc sccondc Pavlio, II. PoiiicarA n'dLudie plus 
([UR les formes leriiairos. Lc nuni 6 rotago des paiMgra plica continue celui de la prcinfAro 
1‘urtie. (A. G. ) 

(^) Deiiv f(H'mes hoiu firilhnudiquo/nml ctjui\>alciUes s’ll esL possible de passer do Tune a 
I'.uUro par line substitution ontici’G d iinilaine (on dirait nctuelicrnent w/ij/noi/H/wfre). Une 
vltissG (isL I’ensemblc dcs formes nritliineLif[uemenl (Scpiivalcntcs A I’une d’cllcs. Voir la premifcrc 
Partic de co Memoire, cl-dessus, p. 3i, (A. C. ) 

(^) La ddnniliou des genres (de formes, ou de substitutions) esl donniSe ct-dcssous (p. 3 i 5 - 3 i 7 , 
pour la lrQi 3 i 6 me famille} p, 32o-3(>/|, pour la (jaalrieme; p, 33o, pour l«i slviime). II nc seinbic 
pas f(ue IT. Poinenri ait diifini, daus ce qui suit, une r 6 partiliou eii ordres, (A. C.) 
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\'I. — M6thode de M. Her mite. 

Poiu' qiu' (lnn\ formes so lent aritlunf^liqiionwnl f‘‘<iui\'aUintex^ il fan I 
(I’iibord qn’olles soienl racllcmcnt aquivalentcs ('), <jo quo I’cin pouJ 
roconnailre par des consld6ralions pure m out alg(d)ri{|uos, rpii ponnolloul 
(^galcmenl do Ironvor uno transforinaliou pernietlaiU <1(‘ passer do rune a 
I’n litre. 

.Soient done h’ cl b” deux formes iloni il s'agit de reconnailrc ^dquivnlenco 
aritlim^tlque; siipposons qii’olles soienl rdellomcnl df[iiival('nlos cl dih'ivoiil 
pnrdcs .suhstilulions riielles d’uuc ni(}nu' canoniqui' If. I'oui’ roconnnUrc .si I'' 
et F' snnl arllliimUiqiieiuent cfjiiivalcntos, il fan I dijfiiiir dcs formes qui jnuoul, 
par rapport i F et F', le m6nie rdle quo le.s niduilos par rapport aux forine.s 
quad ratiques. 

Qiiolques d(j (initio us sont tout d’aliord n6oessaircs. 

On nppellora substitution ri'duito ion to substiUition qui, appli{|neo a la 
forme rpiadraticpio di^finic, 

Xf -I Xs 4- Xs (111 \ii 4- \ j 4' \j 4- X f , 

do uno uno forme cjuadrotlquo diilinle rednile. 

Parmi les formes ddrivees de la ennoiiiquc 11, on appollisra fornirs voduitos 
toLiles lo.s formes qui pourront iHre llriies de 11 par unc sub.slilutiou 
nbluile. 

Soit a Lrouver lontns les formes rediilles aril limeli([nement eqiiivalentes 
i\ line forme F qui ost ello-mfimo rriellomcuil (iqiiivalento h la ennoniquo If. 

Soit S line I fans formal ion (J) qui per me I do pns.ser de If a V, do trdin 
sorto quo 

V = ir..s. 


( ') ticux formuR Sunt I’liclleiiiQiit (ou nls'cliriqiicmuiil) otiuivalciUiM .s'll pst iioisiblc dc piissar 
<l(j I’anc Ji raiitrc pm- une siihRiiliUioii ii tornies ri5els cL dc ildlei'iiiiiianL (igiil h i. / A, C.) 

(’) Pour ivlLer des nonfiisions et facilitei' la lecture, on a Ir'pfircment modi 11 4 lea notations 
dc II. I’oinciu’ii; on a employ^ la lettrc S, an lieu dc qiii cst utilis^c ])ln 3 loin jiour d^si^ticr 
la forme riditilc t.S.IJ ((iffiiivnlcntc arillini^tkiiiemciit h droitc h la rnatricc t.S). 

On a anssi ntilis6 ii pen pr69 nidlhodiqncment X,, Xj, Xj pour dtisigner les vuriahlcs dcs 
formes caiioniqucs {algAhrlqiics) cl a}^, cv^, a?, ponr designev les varialilcs <Ios formes considiSnies 
ct dcs rddniles aritlimotiqucs. (II. Poinean' avait employij nssc/ arid I ra ire men l, f,olt ces variables, 
.soitja,', z, son S,, ? 3 .,. I A. C,.} 
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Sou T Eluo U’luis for inn lion qtii roproduil U; on n evidonimcnl (*) 

]'’ = II T.S, 

ol Foil oblienl tonics Ics IrEuisforinn lions qiii font |)iibsci’ do II a F, cn 
prenanl lonlos les IrEuisfornialions x qui rcprodiiiseut II, ol les innltlplianl 
pai’ S. 

I’onr Ironvor Ionics los formes rddnites dquivEilenlos e\ F, il fanl chorclier 
Ionics les Irnnsforma lions enlicrcs 15 {-) lollos quo la suhslluuion 

- . S . 10 = 'J’ 

soil rddnito, on, co qui rovicnl an inf'mc. idles qnc la forme quadraliquo 
ddfinio 

on 

soil rddnilo. 

D’apri^s co quo Foil sail des formes quadraliqnes ddlinios, on esl siir qii’il 
y a I on jours nne subslllnUon onliero uiiilairc E qni rdduil 

(X?-»-XSH-Xi).-.S 

on 

(X^hX^^-X^-f-Xn■T.S; 

on general, il n’y cn a qiFune, cl on ponl la Irouvcr ais6menl. , 

Si done lo type 11 n’esl roproducliblo par anenne snbsliliition, il y a nne 
forme rdduile dqniva Ionic 6 F ol, cu gdndral, il n’y on a qii’une. 

SI le type II esl roproducliblo par diH’droiiLcs subsllUi lions, il j a, on 
gdncral, un uombre fini on nno infinild do riidnilos ijqiiivalenles a F, el il osl 
aisd do los Irouvcr. 

Cola posd, il osl clair quo, pour que deux formes soienl (^iiiva Ionics 


(') J/ftlTel do la sulisUtulion S peuE Olvc csprim6 par la relnlion mali'icicllc 


Xi 



X, 

= S X 

a7j 



IF, 


K matricc carrro r('guli6rc, X, variables dc 11; .r, vaviablrs do F, I/O produil de subsUuiLions eat 
(Idfini par Ic pvodiiil dos matrices. (A, C.) 

(’) Soiis-cnloiEdii itnilairGS (1? cst tnodulairc). (A. G.) 
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?y(i 

RrltlumiLiquGineiil, il faiil el, il suffil qne lo systemo dcs roduilns do I’unc soil 
idontiqiie au syslcine des rdduilos de Panlro (*). 


La m(5Lliode de M. Her mile poul (igalciiioiit scjrvli’ a Irotivcr loulos I os 
siibsLitulions anlicres qiu reprodiiisenl IL 
Siipposons, cn oOfel, que I ’on all 


^ dlanl uiiG subsliliiliun ontioro. 

Soil E I’lino dos stibsliui lions onlleros (|ul I’lWlulsonl F, do tolle sorUi quo 


soil lino rdduilo. 
On a do m^ino 


l'\K 


La subsLiuuion on 1 1 ere rridiilL done J*’ et conduit d la nubno rddnllo 

quo la substlLuLlon K. 

Par coiisdquonL, pour troiivcr imc transformation cntierc qul reproduiso b’, 


I') lai NiiJtliodo ainsi exposee rcvicnl, on somiiic, ii clicrolicr une forme ritiuilofT x 'J' x K) ' 
fi’iinc inaLrico {x ^ X), pour aiif tV/f/iVrt/oarc arithnu]luiiw (prodait par uiie inatriro iitiimo- 
dulairo K) a droite, 

fl’est cneorc flicrclior, dans Ic vdxeati dc points {d’un ospaco a li'ots <liiiionsi(jns) . 


(t X ' 1 ') X 




(7‘,, .rj, a\ rn tiers), 


nn iMracdro do Onso (ortgino ct Iroia ]ioinls) roduil donl Ics points cnnstilnoiit S. f/iililisntion 
de la forme qaadratiquc 


''I') oa 


lUr, .7.J ,rjl|x(T - T) ; (txT)* 


■L 


.r 


3 


{voir, pour los no La lions, la Xolo, p. ''do); rcvicnl a oonsidoror les disi antics et les angles dtUiH 
ro'ipaoc. I,ejeunc-IJii’icli!ot choisil Ic icLratVIrc dc plus potils etUds; IC. Selling utilise nn ronlour 
sans angle aigu {Knoy, des Sv, Edit, franeai.se, I-id, n'’3d). Il pcuL t'Lrc plus eommodii 

d'uLilisor, coinine lo propose II. MtnIco\v->lc), une strahtdistanz^ qui pent dire nolaimnent la 
spanno (In plus grniule des valours alisolues dcs coordonnecs ), 

Dans tons los e<is In sulistilution reduilc choisic T—t.S.E, I'ciupluee uuo oerluinc forme 
(qundratique, ou sirahldiRianit) <Ii(X, V, Z) pnr unc forme, eonsidiM'de com me rtiduiie, 9 (aq, .r,, .r,). 
Mais il pent so fairc qu’on pnis.so passer do d» h if par iiuc subsliluiion ( dc forme plus simple) (•); 
on pout aloi's mettre 'I' sous la forme 

T=:-c,S.li: r= U.o, 

U c.sl une subsliluiion nuloinorplie (ou reproduclriec) dc 'I>(X, Y, Zj, (A. ().). 
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il hull clioi’clior deux siihsli In Lions on litres cL iinilaires qiii rrcluisonL F el 
IrausfornicnL cello forino on line m6mc rMuite ('). 

Si E oL Et sonL ces deux sulislilulions, 

i: = R,Ai 1 

csl line .siihsliLulion enLierc qiii reprodnira 

VII. — Propri^t^s des transformations rdduitea. 

11 y a pliisioLirs inanit^t'es de difuilr les transformaLions rediiiles; car il y a 
pliislours inanieres do derinir les rc^diiites d’uno forme quadrallque difinie. 
Supposons, pour fixer les idees, une forme lernalre : 

\'j " -t- 4- y l!^'^ -i- 3 15 ' j’g 4- 2 

Dans mio promidro ddfinilion, on pent dire que ccLle forme est red ii lie : si A 
osl, Ic phis pcLil nombro qu’elle puissc reprdsonLer, quand on donno a a;, p', r 
(les vnleiirs cnlicres Lollcs, que I’on n’ail pas t la fois 

.si, do plus, A' osl le plus petil nombre qii’ollo piiisso reprisenter, quand on 
dnnno a r, 3 dos valours enlifiros Lelies, que I’on n’nil pas a la fols 

p =3 = 0 ; 

si onlin A" csL lo plus poLil nombre qii’cllo puissfi represcnlor, quand on doune 
a a?, y, c dos valours onLi6res, Lelies quo I’on n’ail pas 

Z = n. 


Nous pourrions nous servir dos Lramsformalions r^duilcs ddfiuies de la sorLo, 
el, nous alLoindrions, grAco A ollcs, lo but quo nous nous proposonsj Loutefois 
CO no sera pas do coLLo df^finilion que nous ferons le plus frAqiicnt usage, mais 
bleu de la ddfinilion fjui esi duo a MM. Korkinc ol /roloLarefr {^McitlieniuLischc 
Annalen.^ Bd (1, 

On (lit nloi'S qu’une forme osl rfiduile quand on pcul 1 Acriro : 

in, .r j ^ -H .r,i)- 4- -5- ^ ‘T I )’ 4- 

(>) Ii csl vi-iilile quo la condition cst aiibbi suffisante, on oliUent bieii ainsi toutes Icb 
snbslilutloas.iiulomorphcs dc (on reprodiiibiint) I''. Voir un I'nisoiinement plus com pie I dans le 
Mfmoiro ci-dossous siir la riiduclion simuUance de dou,v formes (p, 36G). (A. C.) 

II, P. ~ V. 
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Oil 

i" 'I'ous li}!i s. sonL plus peLiLs on vnlour absoliio quo 
2 " Pi osL le plus [)Glit noinbi’o quo fmisso repniscnlor In ('oi'ino donni'o; 
jjj esL lo plus poUL noiiibrc que [uiisso reproscnLcr la fnnno lunaire 

IJ n ( Ti 4- f li A' ) )- -t- |j 'I 1 . 

CJno transforniiiLion T — (r.S. I'l) csL alors nbliuLc, si olio est. (^galo a 

E2 i\/mi £|l\/lJ'l 

b X 0 ^/|Jj S |1 \/(In — IJ ys 0; 

(> (> 

on U osL uno corLaiiic subsliUilion qui [‘epi’ocluil (ou Inisse invarianle) 

<!’ ( X 1 , X a , X t ) = X if -t- X 7 4- X i 

oL on los p olios £ salisfoiit au\ condiliuns prdc^donles (^). 

MM. Korkiuc! ol /lololaroff onL diUnonlrd, dans lo M6inoiro auquel j’ai 
rcnvojo, divorsos pi' 0 j)rl(^lds dos p. Ou a, dans Ic cas dos form os lornniros ; 

jJ 1 tin [JlT = I , 

') 'J, 

Fs.'-’ Mil- jjPi, 

dans lo cas dos formes ([iia Lorn aims : 

|JiHsM;ipv== I, 

H .'{ 'j ‘1 i 

Hi, IJt iJ;i 

Nous forons do cos proprlol^s iin frcujiioiU iisa{ 2 ;o (*•*). 

Vlll. Reflexions sur la methode precedents. 

II csL clair quo la deiiniliou que nous vcaons de doiinor dos red ui Los dqui- 
va Ionics i\ nno for mo quelconquo laisso quclquo prise a I’equivoqiio; on ollel, 
ou n’nrrivora pas an memc resnllal : 


(') Iin cfTel, on pfiiit ivoiivnv imp siilistlLiUion imimoilul.iire M (pii Li'aiisfoi’tiic la formo 
Hiiadraliqne 'I>(X„ Xj, X,).f.S (oonsli'iiiLo i\ parlir di> 1*' r= cii la foi'iiio riMluilr 

9(3?,, .17,, .7?,) (It 1*0)1 a 

(f.T.S.IC-<r»,U.E~9. (A. (1.) 


(’) On a riilalili i’liKigalild |>3> ^ p.,, qui avail tH6 otnise ici ol (jiu Oht iililisSo plus loin. Do 

3 3 

infiinc on a riiialili los iinSgalil^s p,;- jp,, P4'-’^p.3i (^Kalcmenl ornisps, mnia non utilisiipscnsuilo. 


(A. C.) 
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■M)<) 

i" Quolk; qiie soil la niunun'C donl on anra (kifini Ics IransformaLions 
rcklnilo.s (voir lo paragraplie pi’dc^'donl); 

'>/’ Qiiello fjue soil la forme II qui aura (^Ic clioisie coinine canouique parmi 
Ins formes alg^hriquemenl 6quivalenles i\ I"'. 

Tonies Uns fols f[ne I’on parlera des rnduilos (1*11110 forme l'\ II faudra, par 
eonsdf[nnul, spi^cilier : 

i" Si I’on (h'dinll les IransformaLions rddiiilos a la matiiern ordinaire, on a la 
faiMm (In MM, Korkino el ZoloLarolf, on de Ionic auLre inaniere; 

!>" Q nolle csL la canouique T1 qui esl choisie dans Louies Ics formes riiellc- 
men I dquivalcnlos a V. 

Ain.si, poiij' les formes (|uadrnliqLies hinaires par eveinplo, on choisil 
gi’uK^rnlemeuL jiour la canouique on bien ou bicn ou onfin 

j inals il csL clair quo I’on pourrail lout aussi bien clioisir nne 
canoniijue (lilTiirGnle) alors on arrlveralL a nne Lhdorle Lou I a lail idenllquo 
a la linVirio ordinaire, bleu (jue les ri^diiiles solent d(5(inies d’unc fa(;on 
I mile din’(';renLo. 


IX. — T!h,6or6me de M. Jordan. 

M. .Iordan a dcbnonlrc'' (C, R. Ac. Ac., si^anco dn :i mni 1899) un ihcoreme 
(jii’ll dnonce ainsi : 

Ro.'i fovnies it cocfficionts (‘fitters algebritfuetuefit (') etjuivcdenles a tiiic 
forma donnae sa rapartissent en un noinbra fun de classes^ pourvu (juc 
hi discriminant ne soil pas mil. 

Nous allons donner do ce Llniortimi^ one dt^monslraLion nouvolle, cLarrivcr 


f .} U .tanlifii^aL.f a/{,‘ 6 l>rirju(^(ncnt, employ^ pjr C. Jordnn cL repris ci-dcssous par ^ Pomca.c 
r.sl dnuivali'iH an lermc riiilfemcnt, cmplcjyi aupar.ivaiU ( notamincnl p, 391, (Jt prcnu 6 i’(i Pailic 
.lu MJmnirc), pom- drsi«aor d.uv fovmes diMuiLos r.iiie de I'autrc par .me sulistiLuUon l.niairc, 

i‘M!()cf(lcienl8 ri'els cL de dincrminiint 1. . 

l.:n plus de cellfi Note, la d^monslralien de C. Jordan csL dcvelopp6c dans .m Memo... 
( murn. AV. Potyto -hn., /,8« Gainer, .8.S0. p, I=lle esL basic, comme cello dc IL Pomcari 

lur la rfidurUon dW subsliU.lio.i r.S par I’intevniediaire de la forme qaadrat.quc .I..T.S,donl 
„n rberche une v.'-duiLc, d'apris la construeUou de A. Korkine cl G. /oIolarelT. _ 

T.’orlKinallLi dc la dimoiislraiion dc IL PmtJcar(S risule dans 1 cmploi des coefficieiUs A„, „ 

. n I’Hlilisalioti des covavianls, ce qui permet d’ileiuhc les ens dr valulitd de la 

diiiMonslrulion cl dc ics nilerprcLer geomelrrqneincnt. (A, C.) 



jOlt 


cruoi. AiuriiMKriQui: ots formi.s cubiques tkrnaihls. 


aiiii .1 a fain* voir ([ii’il osl vrai non .soiilcmuiil <[iian{l lo iliscrlininanl u’osi pas 
mil, mais imcore, dans c aria ins cas, ou lo discriiiiinanl t*sL mil. 

Pour quc les form os algi^briquuincnl cqiiiva Ionics a uno forme don non so 
r 6 parlissoiit en uu nombro In (ini do classes, II fan I, on ellbt, nons nllons In 
faire voir, quo non souloinonl to di.scriininanL, inais oncoro d’aiUros invnrianis, 
([uc no 11 <5 approndrons a former, s’nnuiiloiU a la fois. 

Pour (bimonlrcr le tb 6 oreino do M. Jordan, nous a Hons fairo voir qii’il no 
pen I j avoir qn’iin nombro (ini do roduiU's al}>(d)ri<[uoinonl d<[iiivalonlos A nno 
forme doiiniVi. 


Supposons, pour fixer los idiUis, qii’il s’agi.ssod’iino (on no lornaire d 'or dm /«, 
alj'dbriqiiemcnL oqiiivalcnlo a nno cannni(|uo H. 

Nous a ppo Herons r&duita do la premiere categoric louLo niduilo lollo (pin 
le coofficienl do x'^ cl colui do .“Zia no soionl pa.s mils h la fois. 

Jo dis d’nbord <[iio les rddiiiies a cooffioionis enliors do la proinioro 
cali^gorie algi'briqucmenl iquivalculos a II son I on nomliro (ini. 

Soil 

cl soil. 

line formo rdduilc algebriqucmont (’Hpiiva lento a H; 'r”T.S.I 5 , (|ui esl uno 
.siibstitiuion reduilo, cst ('gale a 


t -•! Ml 


vV> " 

o 

(I 1 i-i 


( 

f » y tj j 

(1 

O <1 1 



/ 



ri c» 

s:'‘ 


LJ ('taiil uno corlaine subslilulioii qiii roproduil 

Xf+ X? i ■ 


oldout, parcotiS(kjuonL, los coo ffi cion l.s .soul tons pin. s pel its (| no i . Quant aux 6 , 
i!.s soul plus polils quo on valour absohic. 

On a nlors 


cl il esl clair quo, les coofficionls do U (^laiil Lous Urn ill's, Ie.s C doivcnl i:lm 
(igalemenl limili^s. Do mdme, si Pon poso 

1 'Jl 
« t J u 


II. U X 


O (> 


I 


— ^ IV/.X 
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3 oi 

les D sonl ainsi limites. Or, on a 

h k / 

( 29 ) A/, / /= II/, ; 1^1 . 

Par hypolKese, des deux, cocfficiunl*, 

A/;| I, 0 I A„,_i j , 

I’un au moins n’est. pas nul. Soit, par exemple, on a 

ni~] 1 

A,„_, 1 o=P)(j-i,i 0 l■<•l l-is • 

iMuIliplions les equations (ay) el (do), apre‘« avoir (Jlev6 la detixiemo au 

CfiiT 6 

2J(I — 2-4- h I -+-2 / 

A/,.i /X A;«_i I 0 = Lp,.;, /X ;Ji '■'2 Hf 


Remarquons 
1 *^ t[ue 

a" que 

Done 


d’ou 


on 


on 


enfin 


/t T- /l •4” / = //i ( 

^ J ^3 ^2 

P>> [hy IJ2, 


2 /;i —2 ^ /i m 

pi ■ ■ < 

A 






PqX 


Pi 


S/>l — S-l A A 4-2 

P 2 Pi 


(t) 


>/i -i-A— 2 /; 

‘J 


- (Plp 2 Pl)S 


2 /;)-- 2 '+-/< A-hS I 


h 


’ |4>" F?<(f) (I) 


m-t-A— 2 h 


A/;.a / ^ , t 0 ‘C J^/i.A A^ 3 ; 7 ,_u ,n (a) 


Le produil de 

^h.kj <21 

est limits. Mais qui n’est pas nul, est au moins 6gaU i.Donc est 


t I ^ J ' I . itP I *' i'tji''’ * 4 i • ' t 
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J()’> 

lijnil6 ol il u’y (» qii’iin nonibrc (ini do rddiitlori do la promidro caldj’oric dqui- 
valentes A II ( ' ). 

Soil lUaiiUeiumL A(If) iiii covarlaiil ((uolcouqiie do N; on a, 'T' (Uaiil uno 
li’aiiiiConiiaUon nnilniro (jiiolcoiiqiio, 

Si, de plus, li.T'a sos cnoflioionls oiitlers, A(II).T' a (^j^idouieuL si's coofd- 
cionts cntiors. 

Stqiposons (juo, panni les foniios alg(^hi’iqiiujncul dquivalonlos a A(I1), I’on 
oiioisisso A(fl) conimo fovnio canoni([uo; A(H)/r' osl alors nno foriiic r(WliiiLo 
qiiand 1’' o-jL uno Lransldi'inalion riiduilo '\\ c’oM-a-dIro rpiand II /P osl uno 
I'orniO rediiito. 

Nous clii'ons fpio A (II) osL on nov(t riant de praniiorr (‘xpoce (pi and lo 
sjnibolo A I'oprt^sonLo one opdralion icllo (pda uno foriuo A(ll) oorrosjiondo 
line sonic fornu; If (par c'((unpio lo liossion dos I’orinos (Mii)i(pics lornairos do 
la proiiiliiro famill(i). 

Nous dii'ons (pio A(II) osL un c.orarUuit dc douxibnie capece quand, sans 
(Hre do la prcMui^ro ospi'cc, il osl du iinhno doj^rii (pio II (par oxomplo, lo 
hossicii des formes ouliiipu'S lornairos do la dniixicnno lainillo). 

Ijiiifin A(H) sora dil d(> troisiianr rsprre s’il n’c’sl ni do la proniicn’O ni do la 
douxiihiio. 

Il/I’ sora appoMo uno raduita de deuajunne c(U6porie si, sans lUro do la 
pi’Cmnb’O caliigorio, olio osl lolio quo A(lf).T soil dc la proiiiioru cnU'gorio, oL 
si A (IT) osl do la proniiSro osp6co. 

fl osl clair quo los riJduilcs A(I[),T do la pro ini (ire catiigoric ol, par consti- 
quenl, los nkluilos IT.T do la dcusidmo oaliigoriu soul on nornbro llnl. 

II. T sera appoldo uno raduite de troisieme oaUporie si, sans (Uro do la 
proinifiro cali^gorio, olio osl IcHo quo A(II).d’ .soil do la prcmii^rc calc^gorie, 
A(1I) (5tanl un covarianl de la dtuixiGmo ospfico. iV^lors 

A(II)-tO.]r, 

on \ osl 11 n onllor quelconqno, osl un covarianl do la prorniiiro on do la 


(*) Uiie vei'illcntion niuilo},ni(! peat iHre failp cti lapposmil „ „ non aul rl cii funuaut 
aussi (A. i:,) 


CTUDE ARiTlIMf, riQUt DES FORMI.S CUI51QUES TFRNAIRES. 


■{o'! 

doiixiemo ospcce, ol 

[A(11)4-) IIJ.T 

ebl, ptu' rapport ji [ A(1I) -|-XI[], uqo rdduilc de la premiere calfigorie. 

il n’j a clone (pi’un notiibrc finl de riduiles a coeflicieols entiers, deln forme 

lA(ll)-t-) II) 'I’, 

(M, coininc il n’y a (jii’ini nonibrc lini de rcidnltcs A(]I).T a coellclonls enU'prs, 
il n’y a qu’iin iiombre (ini do rddiiilcs TI/l’ de la lroli>iemo calc^gorie. 

H.T sera appel^e one veduite de cfualrieme categorie si, sans eLre de la 
prenii6rc cal6}*orie, ellc csL lollc ([iie lo coofllcicnt dii tonne de A(II).T, donl 
le degrd on Xi esL le plus ('“lev6 ( ' ), ne soil pas iml, el si, de plus, A(I1) esl uu 
cuvarianl de troisieine esptko. Ges nbl idles de (pialrienic eal(^}^orie soni encore 
en noinbre (ini. 

Mn odet, los rddiiilcs a coeflicienls entiers, tcllcs quo A(li).T, sonl encore 
on nombre (ini. Soil m le degrii de II eL/> celiii do A(ll), I’exprossion 

A( II 11/' 

esl iin oovariant , el 

j A( llj'"-4- I!/' |,'l' 

on esl line rddiiile. Si dans A(II).T h* coeflicienl de x'l n’esL pas mil, pendant 
quo dans H.d’ le coeflicienl do x"^ esl mil (co ([ui a lion pnisque IT.T esl one 
rdduile de ([iialricme ca lingerie) le coeflicienl de dans 

|A(II)"' ^-ll/'t.T 

n’est pas mil el, par consiiqiionl, cello riiduite esl de premiere cal^j^orie. 

Done II n’y a qu’iiu nombre (ini do rdduiles : 

i” 'relies que A(II).T; 

y,'‘ 'L'elles que A(ll)»' .T ; 

d" Tclles que [A(II)"‘H- if/']. 'I'; 

4" 'relics quo Ib' .T; 

5" Enlin lollcs que H.T. 

En resuind, il n’3^ a qu’un noinbre finl do niduiles ii coefncionls en tiers, 
dtirivdos de H, de la premldrc, ou de la deuxi6mc, on do la iroisieine, on de 


C') 11 semble qii’il voiuli'uit mieuxlivc ’ telle (jue rontienne an vionnme en x^seul.{\,V .) 
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h qimtrietne caL^gorie (cos caK^^ortes (^KuiL (lelinios par un covariant (jiiol- 
conqiJG de II). 

Pour qu’il y alt un nombre inllni do rtidulle.s (l<b’ivdos <Io 1 1, il iaut done 
qii’il j ait dcs rikluilos qui no so ion L ni do la protnlih'O cali^gorio, lu do la 
deuxieme, ni de la Iroisii^me, ui do la quatrienio oaldgorio par rapport i\ auoim 
dos eovarianls de 11. 


Voyons ce quo cola signilio dans lo langago gi^onuHriquo. 

Supposon.s (juo la IransforiiiaLion T s’dcrivi! 

X| = ~h O’ 

Xi — [i| .<’) "I" [’in .rj .'h fj I ,1) 

X,— Yi./'| + Ya.'r.-I- YvOi. 

Diro quo lo coo flic ion L do .r'," dans 11.'!' osL mil, c’osl diro ((uo lo poin! 


on 


esl sur la courlic 


\i ^ Xj ^ \ , 

S'! pi Yi 
II irj O. 


Diro quo los cooflicionls do ol :r/l' ' .r.j dans H . T sonL mil.s a la ibis, c’o.sl 
diro quo la droilo 

\| C'J 

O oil Xj pi pj -o 
Xi Yi Y' 

osl langcnto li la courlio If =- o an point 

Diro quo H.T osL lino rdduilo qui idosl ni do la proniiiiro, ni do la deuxidrno, 
ni de la Lroisieino, ni do la quaLriiinio caldgorlo, e’est diro quo la droilo 


esl langenlo, an point 
a toiUe.s los coiirbos idles quo 


0 

. 7 ,’> = .r,| •=: 0 

A(II)= 0, 


A([I) dlant un covariani queloonqiio do premidru on do soctindo espdee, cL 
quo le poinl 
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osl snr lollies le.s conrjjcs idles quo 

A| (II) elRiil nil coVRi’innl queleonquc do Iroisiemo cspecc. 

1^)111“ qii’il y ail im nonibro iuHni do riJdiiitcSj il faul dour quo louLes los 
coiu'Ik's lollcs f|uo 

A( II ) = a, Ai( ID = o 

ailloiiL passer par im in 6 me point, el quo Ionics les courbes lollcs quo 

A(II) = 0 

•soionl laiij'Cnles t\ line inline droilc cn nn rnoine point. 

I’our quo les Iruis courbos 

11 = 0 , A(ll) = o, Ainij = o 

SO coiiponL Gn iin inline poinl, il fauL qu’un ccrlain invarianl soil mil; do monio, 
[)Oiir quo los deux oourbos 

11=0, At 11 ) = 0 

.soionl LaufjonlGS onlro dies, il faul qa’iiu an ire Invariant soil mil, 

Pour y ail. un nonibre injini da veduites^ Pest~a~dire pour que le 
lh6ori‘u\e da M, Jordan soil an dej'aul, il faul done (luc Lous las invariants 
ainsi formes soient mils d la fois, 

Ce que nous venons de dire des formes Icrnaires s’ A Lend rail aux formes 
d’un plus grand nombre do variables. 

— Formes cubiques ternaires de la premiere 
et de la seconde famille. 

Nous alloiis applicpier les principos prdcddenls aux formes cubiques lernaires. 
Considd'ons d’abord 

r)«XiX2X;,-i-fitxiH-X3 4-X:i) = II, 

qui osl la forme cunoniqnc do la prenuire ou do la seconde famille ( * ). 

Une paroillo forme, nous I’avons vii, n’est reprodiicliblc que par des 




(') Premiii’e Par lie du Memo ire, ci-desaus, p. 3r), formulo (5). (A. C,) 
IT. P - Y, 




^rUDK ARITIIMUTIQUE DES FORMES CUBIQUKS TERNAIRIvS. 


siibsULu lions do la doiixieine cal6gorie, qui so riidiiisciil a dcs jionmilalions 
onlrc les IcUrcs x, s; soil t rnno quelconqno do cos siibslitulions (|ni 
roproduisenl la foiyne 11. 

Soil 

II..S, 

line fonuo qiiclcoiiqno rdclloiucnl equivuliMile a II. 

Les subsliliilioiis ijiii pcrinclLonl do passer do II il 1*' soul loulos do la forme 

T. S. 

Pour Irouver les divcrscs rdduilos dc F, il faiil done cherelior la subsliliiliun 
onliore uuiUu’ro K, qiii rdduil 

el Pappliquer a F. Or t rcprodiiil 

X?4-Xi+X:i; 

done K doll rdduiro 

(X?H-Xri-X^).S, 

Or, on general, il n'y a qu’iinc siibsliuilion F (jui rddui.se eclle forino el 1^’ iPa 
qu’unc rdduilo 

F.K. 

Par cons(''(fiicwU, lex formes cubi<(iies lernaires da la premiere at da (a 
scconde famille n'onl en gan^nd (lu'tuie seide raduile, 

Dans lo cas parllculier qui nous ocenpo, la considdralion dos rdduilos n’csl 
pas indispensable pour reconnailre Pdquivaicnee dc deux formes, ICii eU’el, 
eomme on no pool algdbriquemenl passer d'une forme t\ I'aulre quo par un 
uombre fmi de Iransformalions, il sunil do s’assiiror si les coeflicionls do Pune 
do CCS Iransformalions sonl onliors, pour savoir .s’il y a dquivalcnee des deux 
formes. 

Voyons cc quo devionl, dans lo cas parliculior qui nous oceupe, lo ibdordiuc 
do M. Jordan. 

Nous no considdrerons qu’un soul dcs covarianls de 11, qui sera sou bessien. 
Ce hessien osl un covarianl do la promicro ospdee, si II esl do In premidro 
famillo, el dc la scconde espccc si II osl do la socoinic fainillo; nous lo ddsignc- 
rons, comme d’liabiludo, par la nolalion A(H). 

Mais les courbes 

Il^o, A(n) = (» 

no peuvenL jamais 6Lro langonlcs onlrc olles. 
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Done LouLcs les r^duiles alg6briqueinent d(iriv(^es de II sonl de la premiere 
on de la dcuxienic caL(5gorie si H est de la premiere famille, de la premiere on 
do la Iroisieino caldgorie si li est de la secondo famille. 

Le 1 1 ICO rb me de j]f, Jordan n'csl done jamais cn deJ'aiU pour les j'ornies 
de la premiere on de la seconde famille, 

Le problcme qui so pre^senLe mainlenant, c’esl de Irouver, on foncliou des 
invariants S etT ('), desliinilcs supdrieures que los coefficients de ces rdduilcs 
no pnissent ddpasser (-). 

Mais limiter ces cocfjlcients en J'onction do S el de T, c^esl les limiter en 
fonclion de y el de (3, (|ui sont des functions de S et de T ddliiiies par les 
t^alilds (■’) 

S = 4y(y'— [j'l, 

'!’ = St/" 10^ ' fj ' — fj". 

Oil pent se sorvir de ces denx dgalitds soil pour calculer oc el (3, qiiand on 
counaiL S el T, soil pour irouver des limitcs superieures de a et de (3, qui 
•s’expriment d’unc fngon simple en fonclion de S et de T. 

Quand on aura eusiiile limits les coeffieienls des riduitos en fonclion do 
et de (3, on pourra obtenir aisdmentdes expressions des limiles deccs fonclions 
do S cl do T, expressions qiii pourronl dtre plus on inoins rapproclides des 
limiles prdcisos et plus ou molns compliqudes. 

Prkmieii iMioDLLMic. — Limiter en Jonction de a et de [3 les coefficients des 
rdduites de la premihre calegorie. 

Soil 

11,’t' = -H Afl-r.j-i' Aja] 

I- 3 Aioa:iJ.i'2-i- 3 A2-i.r3 i'j 4- 3 Aai.r^.ri 
- 3 As I .r!) A'l -H 3 A na -r ‘j -h 3 A i -i a' j JJa -H 0 G a; i .'to Xj 

uiio rdduile de la premiere catdgorie. 


(') Lc conLcxLc el l’<5criUii'e clcb formules permcllctil de nc pas confondre les invariants S 
cl T dc la forme (premiere Partie, p. 4b avec S ot T, substitutions, ou malnceb, (A. C.) 

{’) Ce probl6mc n’osL qu’ime vdri/tcatioiiy le thdorCme de H Jordan proiive I’cxistence dc ccs 
limiles. (A, G.) 

(^) Premidre Parlic du Mdmoire, p, 43> (A. C.j 
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Par dcifiiiilion, Ai el A (2 ne sonl pas nuls i la fois, eL I'ou a ( ‘ ) 



(^1 pi 7i 


I £ji fini 


vV 1 

0 

0 

= 

I'j 

X 

1 ) I e.i'i 

X 

0 


0 


J\ pi , ■! 


0 0 I 


(1 

0 

'^V'\ 



a, i'l $21 !' pi <^i £;u -1- pi £’ii 7' 


\l li 1 O . (1 


<j 1 KaEai ! p2 ^^2 £,i i "I" p2 £;ii "t' 7- 

X 

II <1 


X;i C<-|$ii|-t- p,) aiiS.Ti-i' pl£,ii t 7,1 


II (1 \/tz, 


I^aprcs lu conslrncLioii aclopUo dos Lransforinnlions rddullos, la subsliuuion 

'J\ Pi 7 1 
p2 7'J 
^‘1 pi 7“ 


roproiliuL el, par consiiqucnl, Lous sos coGffi(:io!U.s sonL plus pctils 

quo I en v{\lGLir absoluc; d’auLre pari, Ics e sonL plus pel its quo 7 * on valour 
absoluo; done 


Posous 


OL 


l«/l< 

I) 

( ly/e: 

!|-1- 


1 K/Gat p/en2 "1 7 / 




0 >\ 

«] Eji ~\~ pi 

«! £,i| H- Pi £;|2 t 7i 


III 

= II X 


« 2 E 2 l-l' p2 

Xn $ 1 1 -( pn £ 12 't 72 




oi 

£21 P 1 

^I'tS'll-i PllEilS'i- 7'1 

ll>=: 

«1 

.) 1-1- 

' «.t.) :'} 



-h 


'2 H- 

'I a,)'3 H- 





'i*l“ 

3/.i;i2.)'i|,ra -i- 

3^iia,r?.) 3-1- Oc,)'i,r 


Los m 6 galiL(is auxquoIlGS salisfoiU los coolficionls do la subsLiluLion qui I'aiL 
passer do II 6 <I> inonLroiU quo les los h cl c salisfoiU i\ dos iiuSgalitd.s quo 
nous n lions former. 

Soil 

X = (1|«|h-31P|; 


(') C;i-clcs3us, p. 3oo. (A. ('.) 
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nppolons do lucino \ la qu anil to (jiii jouo, par rapport an lies si on de If, le 
mi^me rdlo qiie X par rapport a II. 

A et X sont des fonclions des invariants S et 'l\ 

On a ('ividoininont : 

I C/| I </, 1 '■'J 1 ' X h 1 OU I ff,, I < /. ;i ' (lU Ha, 

I j < j 2 OU Xji, Dll \l, 

oil Aj, “ 2 - oil (>A, 1 ^ 1 .) I 2 A, 

I 6' I < X 2 OU '! X. 

11 

Cos iiidgalit 6 s limilent Ics |rt|, los | Z> |, etc. Cherchoiis maintenanla limiter 
les A , les B ct C qui sonl donnds par 

i i i . 

J i i 

15” I = i;J 3|A,| , li II =i,tl |2,!!J I 1 

J ^ i 

pip”) I5 12 = /•* ij Pu P I) I5i I = ^np !i p I ) 
t I i 

t = cp I PaP.) == o, 

Done 


Cl<3X. 


|Ai 1 

= |«i|Pi -- i«i llJlHuH.! y q 

(I’ou 

A, 1 < X 

|B.2 

7 ^ ^ 7 /'{ 

1 == 1 ^<12 IpiPq i/2i” 1 piPaPsy'q’ 

d’ou 

/ * 1 ^ 


i ^ i i /7 

1 = [iQiIP2pi < i/>2i IpiPjpJ^y 

fl’oii 


Pbii 

1 i X i /7 

1 = 1 ^'i:i 1 PiP.i < l^nitPiPaPi^qi 

d’ou 

in.aioy- 


Gomme nous n’avons pas suppose jusqu’ici la rdduite 11 . T de la premiere 
catdgorie, ces quntro liuigalitds subsistent, qiie la rdduito soil de la premidre, 
de la doiixicmo ou de la iroisicme cal 6 gorle. 
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On 

a 










i At 

\jl 

= 1 OiKi 1 


. 1 


tl’ou 

! 

Ail 

-s / ■ ■' 


lA. 

Ib.l 

= 1 fO ^‘'41 

j, j, 

1 

1 «1 h-2 1 

1 \/l' 

d’lH'i 

1 Ai 

Mill 

‘ I ' ' ' 

‘1 

lA, 

n.i 1 

“ 1 U,^,| 


< 1 Ul/>.1 

/ 

1 1 

1 l’ 

cl’ou 

lA: 

.n.i 1 

A ■ ^ 

i() 

.! ’ 

! V, 

n.j| 

= i 

-i i 

1 MiH a|Jii 

<! 1 <■/. 

1 \/v 

d’oil 

1 A, 

1 n 12 1 

A- X 

'i V^'b 

ilu. 

tAO 

= 1 /ni«. 



i 1’ 

(I’uil 

in, 

i.^il 

' ).^ 

7’ 

1 

i A«-i ] 

= 1 /UJ 

1 i 

1 


q/;. 

(roll 

iHi' 

iA2t.l 

A'-! 


in.. 



S i 

^ i A|2 All 

l\/i> 

tl’oii 

1 lb 

•i ib,. 1 

< />- 

< i/'i, 

1 n.. 

n.O 

= 1 3 

[ [J 1 jJ 2 [JL ) 

C 1 Ai2 a 12 

1. 

(Poll 

Mb 

>n..| 

, A- 


Commc dcs doux coefficionls Ai < 

nl 13,3 Pun 

an moins iPcsL 

pas mil 

oL, par 


coiiS(^quGnL, au moins (igal i i, on n on valour absoUio 




JI roslc li llmitor A3; nous y arriverons t\ I’nido dcs iu6galilds 


d’ou 


cl on(in 


lAi'A., I = 

I Ilfs A.il = I *?!''■' I Kil'sl'; < I *’rj"u\/y 

± 

jAf An] o.'x 1 A., 1 

1 'ka 1 z^vxl' V^'J* 



DicoxhWr iMtouLi'iMK. — LiniUei' c.n Jonclion de a el dc (3 oti^ cc fjiti rceient 
nil meme, en Jonclion dc 1 el dcA. les coe£lcienls dcs rddiules de la deuxiemc 
el de la troisieme caldgorie, 

.fo romarquo d’abord quo les cinq indgalilis 

CK'D., iA,|<)Vi>, 
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.stibsislGiiL toiijours; do plus, lo discriminant nVlnnt pas mil, tandis que A, 
cL B,a sonl mils, on doit avoir 

d I >t , 

d'oil 

On pent done sc scrvlr des in(5galil6s 

i ii n 

I lli I ] = 1 /vi,)«2 I I-'i !■' •; < 1 \ W Tj ! j Bn A j j < A- ^/j, 


d’ou 


Bi I Bn 1 = h[ 1 jjn ij-i s= /ji'j ; <-B()u 




Bn Bn ; i < 




II rcste i limiLer B,, i, Buy cL A,,. 

Premiere methode, — La premith’O imiLhodc consisterait a limiLer Ics coef- 
liciculs du licssicn, puis i\ exprinier les coefficients de la forme elle-ni6inc cu 
fonctlon de ceux du hessien, d’apres les formules donnees par ]\L Aronhold 
<lans Ic tome 39 du Journal de Crelle; comine ceUo mithodenc s’appliquerail 
pas aux (ormes de la deuxieme famillo, nous ne la diiveloppcrons pas, 

Deuxieine methode, — Soiont B'||, B'^,, Aij les coefficients de 
x'\ dans lo liessien do la ri^duite considdre^e. 

A(n). T etant une r6duite de la premiere catigorie, par rapport a laq nolle 
A jo no lo iu6me rdlo que ?, par rapport a H.T, on a les iu^galitds 

[ 1b;,, ; - 

no <lB;,yi< yA‘^ 

( ia:, I <i2\/'ja*. 

Dc iu6mo [A(It) -h llj.T eLanl uneiAduite de la premiere caldgorie par rap- 
port a laquelle A+ joue le riidme r6le que I par rapport a H.T; on a 

( i ‘1 /KA-H/.)S 

(J'l) MLo+B.iK •) fAH-)0S 

I i A' A. 1 < 12 \/3tA H- >,)■'. 

Des indgalit6s (34) et (35), on ddduit enfm ' 

!B.nK 4/M(A-l-Ar^-hAM, 

|B,, 5 l< 9 [(A + Xr-I- \ 2 ], 

I An |<i2\/:}[(A-l-A)'S-A''j. 
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XI. — Formes de la troisieme famille. 

GojisId(^rons mainLenauL 

qiil csL I’unc clos deux canoniques dos formes do la troisiciiiiu fanilllc ( '). 

Ou demoiiLrcrait, ■comrnc dans lo cas do la j)r('nu6ro ot do 1« deiixiomo 
famille, quo tes formes d6riv6cs do cello canonique u’oul, on gdiidral, qii’uno 
seulo rfidiilte, ot ionics los reniarques quo nous avons failos \\ co sujol irouvo- 
raiont lour appHcalion, 

Voyous maiiilenanl iV apj)liquor Ic llu^orftmo do M. Jordan cos sortos do 
formes. 

GoUg fois, lo point double do la courbe JI =:= o dlanl aussi iin point double do 
la coiu’bo A(II) = o, il y a dos rdduiles ddrivtios do 11 qui no soul pas do la 
premiere cal<igoric el qui no sonl non plus, ni do la donxierno, ni do la Iroi- 
siemo, ni do la qualriome caligorio par rapport A A (IT), 

Los red Lilies do TT so divisent done on Lrois sortos : 

Premuivc sorte. — Gellos pour losquollos on n^i pas, A la fois, 

A| = Ui2~ u, 

Ot qui sonl do la premiere categorie (^). 

Deuxihme sorte. — ■ GoIIes pour losquollos on a, A la fois, 

A I = Ul2 “ 0, lli;i -/ 0, 

Ot qui sonl de la deuxihme cnligorie (■') par rapport A 4(11), 

Troisihme sorte, — Enfin coUos pour losquollos on a, A la fois, 

A| = 13,2=: 13,-,= (», 

el qui domandoronl uno Aludo spdciale. 

15n CO qui ooncornc lesrdduiles dos deux premieres sortos, on Irouvorail, par 
un calcul absolumeut identique A colul quo nous avons fait pour los formes do 


(') Pi'cmi6vc i’iu'lio rlii iMomoIre, p. forniule (C), (A, (1.) 
(’) (li-cicssas, p. 3o(). (A. C.) 

{^) Gi-(lcssii8, p, 3 o2, (A, C.) 
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la prcinioi’O cl de la deuxinmc famillo, Ics liniilcs des coefficicnls, ol Von 
retonibevdit tiur Icfi meines inegaliUs^ a la condilion d'appelerl^ non plus 
la sonime de la oaleur absolue de (3« et de celle de d(3, inais la sonime de la 
valeur absolue do 6 a e( de celle de 2(3 el d'nppelcr A la quanlil(i qui joue, 
par rapporl a A(U), lo ni(5mc rule quo par ra[)porL a II. 

11 roslc h Irouvor les limllos des cocfficionls do la rdJuile do la Iroisicmc 
sorlo 

<!>:== \ o .r J -i - A ,1 .r;| -}- 3 \iv.i •/’;! -t- 3 H , ■ .i (( .r. 

-1- 3.r] ( M2i.ri - i- 2C.r2.r i-l- B.n .i'l ); 

innis cola csL imjjossiblc, comme on va lo voir aisdincnl. 

Faisons, en efl’cl, dans 11 = 6aX, XaXa-j- p(Xj + Xy), 


\ 1 — y\ i'l 

pi.t'fl';- Yi^’i) 


pn .J’o -[ )' t, 

X;.= 

P 1 i'«-' Y ta ,1. 

Pour quo la substitution 

y\ 

1^1 Yi 

r o 

[b Y. 

o 

p;i Y 1 

soil rddnile, il faul et il suffit quo 


V3 1 

[i> 

Y'l 1 

soil riduile; o^est-^~diro que 


|Pii<^^'U iVil <:'='! 


ol quo soil le minlmuin de la forme 

( «! A’l 'i - Pi OJo - 1- Y I Yi '^'3 )' -i“ ( p3 > “f- Yt^’ 1 )-• 

Supposons qiie ces conditions soionl remplies, el quo II. T, qui esl line 
riiduilc, ail ses coefficients oiitiers; alors il osL clair que la subsliliUion 

I ‘ rj * 

_ j,i“' );«P' 

* ' “ n Xfjj ).V2 ’ 

0 Xpi ),Yi 

OLi X cst iin nombro onlicr posilif, esl egalement riiduite, et que II. T| cst une 
r6duile i coefficients onliers, 

II. P. -- V. 
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Si done on pen I trouvor imo rdduite, i\ noofficienls eiuiors, do In Iroisicnio 
sorlo, ddriv^e dc II, on en peuL trouvor line infinite. 


Or jo dis qii’on pout toujour s on trouvor iino, ptnirvu quo a- so It uu nonil)ro 
enlicr. 

Si, en eflot, ost un noiiibro enticr, on pout trouvor une inlinilcS do fonuos 0 
a coofficienls enlicrs, alg(il)riquomonl (^quivnlonlos u hi foruio liiiuilro 

0 . 

Parini Ics siiliitilutions lindnires on nonibro iiilinl qiii pormotloni do ptissor 
do 0 a 0, nous pouvons Loujours on choisir iino 

X j ” )><j .r j -1 ). I .r I, 

X.i— p i.r I, 

Ol'l 

to lie quo 


-;.= (4i i- 4i« ), 

\ a 

A,i “ t 4 t ' i 

a 

4,1 a), 

A., a), 
\i(i 

sUc 

4,0. 


Aj, A;), 4%, 4',( (Uant cominonsu rabies ot a dlanl une qu nut ltd <’()uvonal)Iotiiout 
choisic. 

Los formes 0 so rdparlisseiU on un noiubro fini do classes; soil 

S_ . 

‘ p.l ’ 

les formes i coeflicients entiors 


sonL dquivalonlGs a un noinbro (ini do rddultes 

(''>«XoX3).S.T 


(T dlant une substitution on lid re unilairo) dont Ics coofficionls soul ou tiers 
ol oil S/r osL uno transformation rddullc. 

La forme 

(X^1- X;j),S 

et, par consdquont nussi, la foruio 


(X^l-X;!).S,T 
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onl le ill’s cocfficionls commonsii rabies avec — Par consign iien I, on pent 

a \'a ^ 

loujoui’S U’ouvcr un noinbro X Inco in mensurable Lei que la forme 


nil ses coeflicienls omiers. 
Soient, alors : 


(X'X^i-A''X:i).s.T 


A. 


\j Lin nombre qiiclconqnc el X la snbsLilntion 

Xn = X(jiv( An oi'i A 1 a,’ I ), 

X ost line IransformaLion ri^duitc, pourvu que soil assez petiL el que £■, 
oL £j solont plus petits quo - on valour absoliio eL v couvenablcmenL clioisi. 

Nous dirons quo deux subsLilulions X appartiennent au meme genre. (') 
quaiid elles no dlffih'Qnt que par les valours allribiitScs a p cl a v. 

II ost clair que si pp.'’ osl enlier et si, do plus, 

V — I , : J = o, 

la forme 

II. S 

, a SOS coeflicients entiors; car 

ii.s = L()«Xi\,x,j;.i: 
oil 

11. X = 3Xi[(‘2«X2X,).S.Tl-i- p|A3(X’iX]H-).->Xj).S.T. 

Par consequent^ il existe lou jours des reduites de la froisieme sorie, 
ddra^des de II et d coejjicients entiers. 


{’) Deux sahstitulioiis (oti maLrices) il, i:, sont ainsi de mUnie genre si elles sc ddduisotiL 
I’linc de rauLi'C par Ic produit, h gniiclic, par unc malrice (Uagonah) a Lenties positifs et cle 
d6tcrminaiU egal a i 

S, (I 11 

0 Sj 0 X X,j S,.i,.A,= I. 

0 0 Sj 

Dans ]c Icxlc 

I |Ji 

■ 5 == 1 J-'^) 

(Deux matrices dc rn6mc genre caracl6risciit unc mime forme decomposable). (A. C.) 
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En doiinaiiLa tonics Ics valours ontlcros possibles, on obliondrail LoiUos 
los rdduilGS de la Iroisicino sorLo, pour Icscpiellcs ey—g , = o. 

Lorsque £3 ct £3 iie soul pos mils, il faiiU pour quo 11.2 ail sos coofricionts 
cnliers, quo la forme blnairc 

3(£).r3-i e;,a;i)f(‘irtX3X|),S,T | -[- fip ^ ] -I- ^ X;| ).S.'rj 

ail dgalomenl scs cocfncicnls entiers. 

Or Icb cool'll cicuts do celle forme biiiairo s'^crivoiiL 


\ / H- s,i !{/ i litji I V ■’ ( 




Ih, 


Ai, 13 ,', Cj (ilant des nombres donuds; done, pour quo Lous cos coefliciciUs soient 
eiiliers, ii fauL ot 11 suffit ([ue I’ou nil 




Si — /< 1 /l + h>/> i /< I / 1 -1 //,/,, 

S;i = 4l/l "I /I'i^i '1- '1 A\t\ j 

[i[i'tv:i= /,/, H I,/., -i- I- /,/, J 

[ii;' 

— =; nij/i-i /n,j/;ri m\t\, 


oil les /t, los /r, Ics I soul des quaulilds facilos ii calciiler, el ou los t soul des 
nombres cnliers quclconqiios, posilifs ou ndgalifs. 

Si Ton considero £3, £3, | 3 p ‘v^ ol- ^ comiue le.s coordonndes d'liii point, los 

poinls qui satisfonl aux conditions (34) couslilumU un assomliinge u lu 
IJravais ('). II y a unc infinild do points do col assomblago salisfaisnnt aux 
indgalilds 


6.1 , ) 


(jui oxprimenL que la subslilulion 2 csL rdduitoj mais il idy on a qubui nombro 
fini qui salisfassc aux indgalilds 


I 

■" j 






el Ions los auLres s’en dddulsout on faisant varier p, el v. 


CoNsfQUENcn, /^es suhslitutions vcdiiilc.s 2, tpAlos (jug II. 2 ciit ses GOG^ji- 
dents entiers^ se rdpartissent en nomhre Jlni do genres. 


(‘) Sur Ics assoniblagos A la liramis^ ou rdseaux, ou iiindiilcs nritluiKitiqucs dc noiiils, voii' 
oi'dossus le M6moii‘c do i88o (p. 117) ct 1 » Note (p, i8i), (A.. ( 1 .) 
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ICii r(^suin(i : 

i" Lfis formes h coefficients entiers derivaes de \i forme n( un nomhre 
infiai de classes, i'es classes scront dites de la premiere ^ de la deu,ricnic\ 
de la Lroisieme ao/76% selon que les reduites correspoiidantes seront alle.s- 
menics de la preniiertp de la deuxieme on de la Lroisieme sorte; 

•a" Les classes de la piemiere cl de la deuxiemc sorte sont en nomhre Jini : 
3“ Les classes de la iroi'iienie sorte sont en nomhre injini; mais elles se 
I'eparlissent en nn nomhre finide genres^ a la coiiJilionde considcirer, comiiic 
apparleiiaul an inline genre, les classos donl les r(^diiilcs ddrlveut de II par des 
suljsllLiilions rdduilcs i apparlenaul nii indnio genre (•). 

Nous aiirions niaiiilenniil oxainlner les form os reellement ^cfuivalentes (-) 
II la ciuionique 

^ \ I X :j -t- :] £/ X , \ ^ -h p x ] — 'i p Xo \ ;i , 

niais nous nous dispense rons de fa ire ceUo dUido, qiil nous condiiirail, par des 
ralsoniionienls identifjues^ a des rdsuUaLs identiques. 

Ml. “ Formes de la quatrieme famille, 

Considdrons los formes a coeflicionls enli(U‘s, reellement equivalentes (') a 

II = ;ixfx,^; \l 

Si Tune d’ elles F ddrive de II par la snbsliliuion 

X 1 = «i .ri -I- tto a I A',), 

Xj= pi.i'iH- p.i.r,!, 

que nous appollerons S, il esL nisd de voir : 

i" Que o(| , ao, a;i soul commensLi rabies onlre eiix; quo, do m^nic, ^i, pj, 
soul commensiirables enlrc eux, ainsi que yi, yai 

?.'* Que la forme F poul (^galemenl ddriver de II par la subsLiUiLlon 


A«1 


A«l 



0 

0 

P. 

P. P. 


f) 

f 

0 

-1)., 

j 2 Aa 

-1 


n 

0 

I 


(') Guile definilioii do formes (ou classes de formes) dc niAine genre, monlre, qu'eii r6alit6, !a 
ruparlilion en genres, com me en classes, sc fail sur les suhstitu lions (ou malrices) T, (qui 
Iransformcnt In canonique algfihriquc II, en la forme considdree). (A, C.) 

(’) Premiere Partie du M^moire, p, /jo, formulc (7). (A. G.) 

(’) Prenu6rQ Parlie dii Momoire, p. /Ji, formulc (8), (A, G.) 
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On pent (lone (Jeriro Ir suhsiiLution S sons lu rornie 

hti\ /id} Jiff I 
/Jf> J/l^ 

J<'\ ICi Jt'\ 

on ((), rtj, a,t sonL cles noinbrcss enli( 3 i‘i> preniiors (Uilrc* (jiix, do menn; quo /;), h,, 
h\ cl quo ei, e^, e,. 

bjnvisagcons nialnLeunnl les riidiiltcs oqnlvaUnilos a cos form us. 

Los r(5diiitos scront do la prerniare sorte si A| <31 Bja-ne .soul [)as iitiLs a la 
fois; de la deuxieme sorJe si Ai ol soul mils stuns ([no IL.i lo soil; cl onliu 
do la troLsi(*m(i sorfe si (*) 

A, ^ 1 !,.== 

On verrait, coniino dans lo eas dcs formes do la trolsiiimc fainilhi, (jno los 
I’tiduiLos de la premiere (*L do la donxiemo .sorlo soul on iiombro fini, cl I’on 
Lroiivorail lo.s limilos de Ioiir.s eoofllcicnls par iin calcul Lout a fait idonli(jU(i u 
CO Ini quo nous avons fait plus liaul pour los formes do la [iromifiro on do la 
deuxiOnio fa ml lie. 

Si Ton considfu'o, an contrairo, los riiduiUis do la Iroisif'iiKi sorlo, on voil 
([u’ollos ddrlvoiiL do U pttr dos siihslilu lions de la forme 

fi (yj Qf'i 

() pj [U 

Vi VJ V’l 

Oil 

(I Jtit-i Jut I 

() lih,\ 

/(', Ir. /r, 

d’oli 

II, T =; 'I /i* /( r/j A’a 4“ .7/’i -I- ra3.'a-|- / '(/j<!.rQ-|" />;i ,/’’i 

Un cooflicionl quoloonque do II.T ost de la forme 

LV/-!- /(’• iq, 

oi\ At ol B, sonl dcs onllors, do sorlo quo, pour quo los oocflicieiUs do II. 'P 
soionl cnliors, il faul qu’on all 

/i2/=: SkT, -I Sji's, 

Cl AH- 




(') Diilinltion dcs sortesy cl-dcssiis, p. 3»?. (A. G.) 
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ou 0 ), 5j, soaL des qiiaalil(!is commensurable) faciles u delerininer, eL ou 
tf, /y sont des eiiliers quelcouqucs, posittf>) ou luigalifs. 


Nous dirons que deux subsliLutlons T npparlieunenL an menie genre quand 
dies no diflercnt que par les valours /i, A’, / et qu’elles oul la m^ine valeur du 
rapport^ ('). 

Si line subhllLuLion osl riiduUe, Louies les subsllLullons du inline genre sonl 
iVduilos, pourvu ijue I soil suffisaimuenl pelil. 

Soil'll I 


On doll avoir 


(> 

/la. 

li(( 1 



<* 

A' Ufl 

h! it I 

{} 

Ah. 

Ah, 

01 


o 

///j. 

A'h, 

Ic 

Ir. 

/(■i 




/'r-. 

/'r. 

nil 

luilcs 

de in 

6me genre 

el 




h'i 1 = 

S| /[ -L- 

fyo / 1 , 

h'^- r = 3 

»i -1- 3 

xUi, 





// 

= ;i 


u,. 




/iX/ = 

A'X 





puisque les diilorininnnts des deux subslilulions sonl t^gaux a i el 

h h’ 

L =V^ 


d’oi\ 


/i'l / = /i'2 /' OL 3| ^1 H- = Si -h So 
coinme^i, /y, Kt, /tasonl onliors, il on rdsullc 

/, — ait:, 


I - hi 


T dlanl enlior, el el Xa dlaul des quauliL6s faciles li calculer. 
On a alors 

— /i^ — (" X ( -J- ^2 )iO )Tj 

d’ou 



Quand T lend vers rinfini, V Lend vers zdro ; si done on donne 6 r une valeur 
onliere sufUsammenl grande, T sera une subslilulion rdduile elll.T aura ses 
coefficienls enliers. 


(‘) La diifinilion lia gem-e e->t analogue Ji ccUe qui a cIonn6c ci-dessua (p. 3i5, en note). 
Toutefoia les douv premiei's lermes de la matrice diagotiale sonl 6gaux 




I, 


't = ■Sj. 


(A. C.) 


3-;o ETUDr arithmetiquh dls formes cubiques turnaihes. 

Si Ton dll quo IT. T el ll/l’i soul dii inoino geiu’O loiUo.s los fois quo T oL T) 
soul dll mdmc genre (•), on voit, d’npr^s ce qiii precede, qii’il oxisto dans un 
infime genre une inlinile do rtkluiles. 

Do plus, los genres eux-mi^mes soul cu noinhro infini. 

En ofiel, pour quo la IrnnsformaLion 


0 

htti 

flUi 

1 

hdx 

ha, 

0 


U>, 

= 0 

k\hi 

hXh, 

/c, 

h'i 

/r, 

1 

h'l 

l<'\ 


soil r^duile et quo II. T ait ses eoefficicnls en tiers, il fauL el il siiffil : 


1 *’ Quo h el I soieuLconvenablcmont clioisis ; 

2" Quo rty ol rt;,, h<i ot b‘\, Ci , c’a ot c,i solent respeclivoinenl oiiliersol pruinlers 
enlre oux; 

3" Que la iransformallon 

<■<1 <t.\ 

I hi llh 

soil rdduile; 


4" Quo - el “ so ion l plus polils quo on valour absoluo. 


Si done on clioisil arbilraironionl : 

i'* Ooux cullers premiers onlro oux, cl a ,\ ; 

2 ” Doux enliers premiers onlro oux, ot h ,\ ; 

3'' Trois entiors premiers ontro oux, ci , Ca ol 0 , ; 

4'* Une quantild quelconquo X, 
on s’assujoLlissanl soulomout aux conditions suivaules : 

I ~ I * ’ ' I ' 

I Ol I r/, I ' u ’ 

2 " Quo la siibslilulion 

ffo rr.i 

I hi I hi 

soil rdduilo, on pourra loujours troiiverpour h ol I dos valours lollos, quell. T 
soil uno riiduile Hi coofficionls onliors. 


(>) Voir la remarque (Idji fnile ci-clossus, ]). 317 fNole (’)]. (A, C.) 
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3ut 

Un sjsteme de quantiles 

«j, hiy 63, C|, cN, e<i, A, 

clioisies de la sorlo, d<ifinit douc un genre. 

Comme ce chok peul se faivc d’lme iidiiiild de inanicres, il y a nne inlinile 
de genres, 

Dislinguons niaintenanl dciix series dc rdduilcs. 

Soil F unc forme quclcoiique alg6briqneinent <5quivalonlo a If; F j^eul sc 
d6duire de 11 par une iiifinil6 dc iransfornialions .S, do telle sorle que 

V = il.S, 

inais uiie seule dc cos trnnsformalions (que nous appellerons S|) a pour deter- 
minant I . 

Soil E une Iransforiimtion Lelle que S,E soil, uue subslilulion r^duite clEi 
une transformation lelle que S| E, soil une subslilulion reduile. 

Lcs rdduiics F.E soul louLes dquivalcule.s F; innis F.E, d(^rivc seule 
de If par line subslilulion r^dullo de ddlerminanl i. 

Les rdduilcs l^.E seronl appeliies alors Ics reduites secondaivesy pendant 
que F.Ei sera la rdduitc principale. 


Tout CO quo nous avons dil jusqu’ici ne s’appliqiie qii’aux r6duilcs princi- 
palcs, de sorlo quo nous pouvons cnonccr a l’6gard dc ccs rdduiles les rdsullals 
suivanls : 


1 " U idy a, en goner aly dans chaque classe qiCune seule rdduite prin- 
cipale : 

2 " II y a une injinild de classes; 

3" Les reduites principales se dU'isenl en trois series; 

4“ Celles de la premibre et de la deuxibme sorle sonl en nombre fmi; 

5” Celles de la iroisibme sorle se rdpartissent en une infmildjle genres^ 
el chaque genre comp rend une inJhiUe de reduites . 


Occupons-nous mainlonanl des r6duilos secondaires. 
Soil 




S, 


11. P. - Y. 


hax hOi //,«3 
kbx Jebi kb^ 
tci lc« tcz 
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line suh^ti lull Oil de ddtorminanl i, I olio quo 


Si I’on pose 


oil a 


I- 

= ilSi. 


X lia\ 

? /kIx 

Iha 

iby 

ibi 

kb^ 



1 


II. S. 


Si S.I^i fisL line siihsULulinn rridtiilo, osL uno dos rdduilos socon- 

daires do F. 

Los ooefnclonls de 1C dipendoul des coofnoicnls de S, c’osl-a-diro 'd(3 X. Done 
los cocnicioiUs do la rdduilo 1C soul des fonc lions de X. 

(^iiand X varie de — oo iZ-t-oo, la riWliiilo F.E varic' d’uno inanioro discon- 
Limie, eoinmo M. Ilormile I’a fail voir dans son Mdinoiro Sar PuU/'oductio/i 
des variables continues dans la thcovie des nonihres. On passe In’iisquemenl 
d’linc riduiLc t\ une ridiiitc contipud. 

Commo nous n’avoiis Ici qu’une seulo inddlevmiiKiu X, los rddulles do F 
pouvenL (Uro riorilos i lii suile Funo do I’aulro sur une mdino lifi;no, do idle 
sorle quo eliaonne d’ollos soil eonligue a oollo qui la pi’doeile ol a cello qui la 
suit. Elios formonl done uno chat no com in o los rddnilos des formes quadra- 
liquos liinairos lndii(iiiios, el non un reseau commo los rddnilos lies formes 
quadra liq nos lornairos iuddfinios. 

Jo dis qu’il n’y a dans chaque dassc qn’iiii lunnln’o II ni de rddiiiU'S socon- 
daires, En offel, si Fon fait iFabord vnrier X enlro des Ilmilos Ihiies, posilives ol 
difTdrenles de z6ro, on no Irouve dvideunnenl qiFtin noinhro lini de rdduiles, 


Supposons mainlcnant X trds grand oL proposons-iions de Irouver la substi- 
Uilion E, idle quo S.Esoit rdduilo. 

C’esL chorcher une snbslituliou E tollo quo la forme quadraliquo 

•«! “1 -I- X- /l^ -i- {!) I A'i -4- biX-i ~\- b I /i" -1- ( Cl X\ - 1 (;.> X^x -i- )" /v j • 

soil rdduilo. 

Les trois on tiers ai, rta, dan I premiers enlrc eux, il oxislo Loujours neuf 
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nombres entiers satisfaihant aiix conditions sinvanLes(‘) : 

c/oiyj-}- 

<U = fiiTi — 

ffi = P'tVi — pi7,i, 

ft I = [:i, yj — p!! Yi* 

Alors la siilistitulion 

, .t'i = ?iX'i"; [ii Y| 'i- Yi ^ 2( 

= xj Xj -t- [3y 4- Y ’ ^ 2) 

X] = I Xt -r- p'l V t -1- Y,l \ 2 ) 

(lonno dos relations do la forme 

^ I 'T I -4 f/o A' a 4- tt'\X \ = X ,i j 

h\,L'i 4- b‘iiVjt 4- b;\X',\ = ?4 (^A ^ I Yj 4'' cAX.i )y 

f'l Xi 4“ Ci Xi -h C,| .t'a = /«2 ( Cl Yj 4- Ca Yo 4- C;i X'l ), 

oil di (}L cLj, Cl cL Ca sonL des nombres entiers premiers ontre eux ol on d,\ el Cj 
peuvent loujours dire supposes plus pelits que eu valciir absolue. 

Soienl maintenant cJi cl da deux nombres entiers, tcls quo 

t/i 5) — r/a Oo = I ; 

la substitution 

Y,=-(A-Xi-l-S,Xa 
Ya= r/iXi-HfiaXa 

doiinc des relations de la forme 

di Yi 4- rfn Yj = Xa. 

t'l Y[ 4- ra Yo = p ( X , 4 J \« ), 

ol'i bon pent Loujours supposer quo /csL plus petit quo ^ en valour absolue. 

La transformation 


S'! 

P. 

Yi 


0 0 1 


Ps 

72 

X 

— lit 0] 0 



7n 


fl\ 5. (j 


(') It aiiffll de foi'iner line miUricc de diitcrmiiiaiU i, dfint la promicro tigno cal lonnie dc 
r/,, « 3 , rtj (cc (lui cat line propri6l6 liicn connne de rArillimittifiuc HnAiii'cj lii malricc inverae 
cst alors 

P( Yi 
Pa Yj • 

Pa Ya 


(A. C.) 
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3'J!4 

est 6videmmftnl entiere ot de d^tcrinmant i , el : 


(aicWi ■+■ X' -I- (6i J/’i -+- hiXx H- /c~ 1- (Ci a.’i O 2 X 2 -+- ^’j)" /■ 

= /tO.*X?, I- j“ Xal-i' ^X) “H,/ \ j H- ■— Xi ^ • 



Cette forme quadratique esL rt^duile poiirvu quo 


ou 




/J 



Done, Louies les fois que I sera plus grand qu’uue cerLaiiie quaiitild A, F.E 
ue d^pendra plus do 1. 

Do m^me, loutes les fois quo I sera plus petit qu’uno oerlaino quanlitd B 
positive, F.E ne d^pendra plus de 1. 

Enfin E lie change pas quand on change X on — X, de sorte qu’il suflil dc 
fa ire varier ). de ziiro a -!- • 

1 variant de z6i’o fi. B, on a une seule r^duite. 

A variant do B a A, on a un nombre (ini de rdduites. 

X variant do A a -h = 0 , on R nne seule r6dnito. 


On n’a done dans chaque classe qidun nombre lini de rdduilos, do la mdme 
faQoii que dans chaque classe dcs formes quadratiquos binaircs indiifinios; mais, 
gri^ce a une parliculariui digno do remarque, les deux cas sont tres diirdrents. 

Les rdduilcs d’une forme quadratique binaire indcifmie peuvent s’l^crire sur 
line mdme ligne i\ la suite I’une de I’aiiLre; inais cutle ligne ost indiifinio dans 
les deux sens, de sorte que chaque rdduite s’y reproduit pdriodiqucmeiiL uno 
infinite de fois. 

Les rfiduites d’lmo forme do la qiiatri6mc famille, au contrairo, form out unu 
s^rie limil&e dans les deux sens^ de sorlc qu’on finit par arriver & deux rdduites 
extremes, qui sont colles qui correspondenl fi 

X > A (',1 X < U. 

Par consequent, les formes de la quatribme famille ne peuvent etve 
reproduites par une transformation semb table arithmetique, c’ est- dire 
par line transformation a coefficients eiuicrs et de determinant i, ce qn’il 6lail 
aisi de prevoir. 
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V'oyons maiuli'nunl cotuinenL les consid6ra lions qiil priced enl perinellenl 
do trailer les ques lions rela lives a I’iqiiivaleace des formes de la qualriime 
fa mi He. 

Si I’on se propose seulemcnt de savoir si deux formes donnies sont iquiva- 
lentes, c’esl-a-dire dirivent rune do Taulre par itne Iransformalion eiiliire de 
diterminanl i , la considiration des rid iiiles princi pales esl suffisanlc, el mime, 
a la rigueiir, on pent s’en passer; car, uiie forme ne pouvanl diriver d’une 
autre par uno iransformalion de dilcrtuinanl i quo d’une seiile manierc, la 
question pent so trailer par des procidis pu remen t algibriqiies. 

Mais nil problemo plus giniral peut se poser : 

Deux formes 6tant donndes^ determiner si I'une d^elles est ecjiuvalenle d 
r autre, multipli&e par une constanle convenable. 

La considirnlion des riduiles secondaires devient alors nicessaii’e. 

En efiel, pour qu’une pareille iqiii valence ait lieu, il faul el il siiffit que le 
systime des riduiles de I’une des formes soil, a im facLeur constant pres, iden- 
lique au sysiome des riduites de I’autre forme. 

T1 osl clair quo, pour cons La tor celte idenliti, il suffit de comparer deux 
riduiles do mime rang dans chacune des siries et, par exempic, de comparer 
los riduiles exlrimes qu’il esl aisi de former. 

De li, la rigle suivanie : 

Pour saroir si F est Equivalent d F, d un facteur constant pres ^ on forme 
la rEduite de F ei celle de F' qui correspondent d \ infini et Von examine si 
ces deux formes ne different que par unfneteur constant, 

XIII. — Formes de la cinqmime famille. 

Soil la canoniqiie (') 

6<yXjX2X3-hXi| = ri, 

qui esl ropi’oductible par la subslilution 

X 0 0 

o I 0 

I 


(') Premi6i'e Parlin tin Mcinoiro, p. /|t, formule (g). (A. C.) 
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Signalons d’ahord line diH'dreuce Inipui'lante onlri! le cus acLiicl el le casjii'd- 
cedenL. La canoniquc n’esl repi'oducllble quo par des auh.sl lluiiuns deddlcrmi- 
muil i. Done Pinlroduclioii que nous avons failo jiour la qualrieine I'amillo, 
des rddultes socondaircs n’a j)lus lei dc raison d’dLro. 

On volt iminddlalcinenl , coiurnc pour la Iroisidmo fa mill e, quo los rddiillos 
soni on nombre infini, ([ii’ellos se dlvisonl on trois sorlos uL que celles de la 
premier a el de la deaxieme sortc soiit en nomhve Jhu, 

Eiivisageons mainlonanl les rddultos de la troisihme sorle Q\ lour dislrlbul ion 
en genres. 

Soil 

'j\ «/•] 

')’ — a pi t 

0 7- 71 

line Lra ns formation rdduitc qiii Iransformo la canoniquc en line rdduilo do la 
troisiemo sorte, i coerilcienls enliers. 

Pour que T soil rddiiile, il laiiL encore ici : 

1" quo 

1 7 ^ T:i 

soil rdduilo ; 

2" que 

I - ql O'! 1 > 1 ^ 1 ! -' .1 1 |5 

3" quo soil assez polil. 


La forme 


pout s’dcriro 


f(iaX,X>X-,-HX;l),T 


[( 'ihXj X;i). 3”] -h ( ■{o!2*'ra •+■ ( 9 c/Xa\ 1 ). 3'* | -i- 


En posnnt : 

'Y> ^ P- 

7 a/«i Yn\/«i 

siibsliliUion donl le ddterminanl e.sL i, nous dcrirons la forme : 

Kn-Fm- El, 



uvec 
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F,= (' 3 ^;,“-- -r |. 

\ «i ^\j 

1' I = {'{2‘t-'2~'- 7 l|'' 

T', a_)’ant poiu’ d^terminaiil i, la foi’ine ^ doll tUro une forme redulle quadra- 

liquo J)iuairo indifinie, doiit les coofficlcnls sent entiers. Done ces coefflclenls 
sonl linul(5s, el si Ton considere niainlonnuL la subsliluLiou T', elle-indme, on 
|)eul Loujours poser 


Oil 


— b,ir, = I, 


hi /'i 


ol Igs rapports et J ne peuvent prendre qii’im uorabre fmi de valeurs. 

Gommo ~ el soiit limiliis, les coofllcienls do Fq soul L^galement iirnil^s. 

La forme binaire b’s -!- F| doit avoir ses coeflicients euliers. Or iis s’dcriveiil 

— ‘W“(- — lb ~i" ' / — -^>1 — lb> 

S'! ''I \/«, 

A,', B/ ot C; sont des qiianlit^s donn^es ; A,- ot sonl enliors, puisque ce sonl 
des coefficienls do la forme quanl aiix G/, ils se ri^duisenl respoclive- 
ment {\ 

Or jo dis que Cn et Ca doivenl dire cornmensurabies onlre oux; en effet, 

A(II ) = XjX 1— ?-K-n = — 8«-X;i, 

d’oO il suit que la forme 

I A ( I ( ) -- 2 «2 1 1 ] . T = - 8 « « ( 7 , -{- 7 3 A’ t )' 

doil avoir ses coefficienls euliers. Par consequent — = (racines d’une 6qua- 

tion du troisidme ordre, ajant toutes ses racines dgalos et lous ses coefficienls 
euliers) esl commensurable, Done Co ot Ca sonl cornmensurabies enlre cux. Or 


(2«X2X.i),T'j = — = A + Cxfi, 

0 X I 


on a 
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Oil A, B, (j sonl eiilici’s ; cl colic i'oi'iiic pout s’l^crirc 



Done 




2 I! 

T 


= iin nnmhrc cniiunensural)l«. 


Or ie Jiscriininanl do cellc forme bliinirc (juadraliqne csL 6ga] d’une pari 
i\ d’autre pari a 


On a done 


[• \ UJ} .. =; un imiiihic cniiiiiiiinsuralilr. 

\hi cj 


CoNsi'iQuENCK. — .Si 4 ( ‘ ) n'dst pas puissanca quatri^ma parfaita^ il no 

pout y avoir do redaite do la troisibmo sovto. 

Gonsidih’ons maintouniit la canonique (^) 

II = ‘l'yX?X,-i-3aXSX.ri- X] , 
on verrail do la mfimo manicro : 

Quo los rtkluiles do la prmnicrc ol do la douxifimo sorie sonLen uoinbre 

(ini ; 

a" Quo l*on no pout avoir do reduilo do la IroisitiinG sorLc, roollomcnL t'‘qiH- 
valonlo k II, car ici los ppinLs doubles do la courho II - -- o sonl imaginaires, 

En consequence : 

Si les points douhlos do fl = o sont imaginairos on si 41^ n'osl pas puis- 
sance quatribnic pavfaite, on nia (pie des redidlns do la premibre el do la 
deuccibme sorie; on nUi done qidun nomhre Jini da reduites; cos rdduites 
se rdpartissenl en un nomhre fini da classes^ el il n'y en a qidun nonibro 
flni dans chaque classe; les rdduites d'une mdme classe peuvont se disposer 
en une o.hatne dc telle /agon que chacune d’ olios soil oontigud h cellc (pii la 
prdchde el h celle qiii la suid et^ en suivant cetle chaine^ on verrail les 
dijfdrenles rdduiles se reproduire pdriodiquemenL 


(‘) S -- /|a* cbLj'bica cateiulu, riavarlmU tic la forme. (A. V.,) 
(’) Pfcmi6re Piirlie dii Jlrmoiro, p, /|i, formulo (lo), (A. ('.) 



ETUDE ARITHMETIQUE DES FORMES CUBIQUES TERNAIRCS. Sag 

Si les points doubles de II — o sont reels et si 4S est puissance t|uatn6mG 
parfaile, nous diviserons les classes derlvdes do II eii deux caKigories : 

La jireiniere cat^gorie comprendra les formes qui d<5rlvent de II par une 
subsliliition 

■Jx O'i 'J\ 

O O rj 

•j| i>> ;j; > 

Vi Y- 

oil c/,, c/,, c^j, do inline quo (3|, p.j, Ps oL quo yii Y-Ji Yj commensurables 
enlre eiix. 

La deuxi^me categoric comprendra les formes qui no salisfout pas a. cetle 
condition ; 

Les classes de la premiere sont eii jiombre infini et tout ce qite nous avons 
diL de la quatrieine famille s' applique a ces classes. Par consequents dajis 
chaque classes les rdduites se disposent en une chatne limiUe prhentant 
deux veduites extremes. La seule differences est (fiCil n'y a aucune distinc- 
tion a faire entre les riduites principales at les rdduites secondaires. 

Les classes de la deuxidme categoric sont en nombre Jini^ et tout ce que 
nous avons dlt des cas oil /(S n'est pas puissance quatrihme parfaite 
s' applique it ces classes. Par consequent ^ dans chaque classe, les rdduites 
se disposent en une chaine inddfhiie. oii on les volt .se reproduire pdrio- 
diqueinent. 


\IV. -- Formes de la sixieme famille. 

Soil la canoniqiie (') 

11 = axsXH-axfXs. 

i“ Nous avons encore ici des riSduiLes principales et des rdduites secoii- 
dairesj car la canoniquoH est susceptible d'dtre reproduite, soil par des substi- 
tutions de ddterminant i, soil par des substitutions de ddterrninaut difiTdreut 
de r . 

2 “ L’exprcssiou des substitutions qui reproduisont H contient plusiours 
parametres arbitraires; par consdqucnt, il peut y avoir dans chaque classe 




(') Promitre Parlie thi Mdmoirc, p. forrmilc (ii). (A. C.) 
II, P. - V. 
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ETUOr ARITlIMfiTlQUE DI'.S FORMES CURIQUES TURNAIUES. 


pliihuiiii’s rt'uluiUss, cl C(!S vcdultes formcuL non line vhafna^ mai-j iiii 

rrsaau^ do lello soi’to (jue cluiquo rc^diiilo (‘Sl ooiUi^uii a toutes collos cpii 
Favoisiiicnl dans Ic roscnu. 

3“ On vorraiL uis(imcnL quo I’on no |)oiiL avoir (jii’iiii iioinhi'e fini do rdduilos 
|)i’iuci[)ales do la proniiorc el do la douxlonio sorU; ('), landis quo I’oii j^onl 
avoir un notnhro iiidnl do r^diillcs secoudniros (.lo la jn'oniioreoL do la doiixicino 
sorlo. 

4 '' Eludions maiuLonanl les rt^duilos do la Iroisidnu) surto; ce .sonl cellos cpio 
Ton j)eiU dcdulro d(j T 1 par uiie subsULulion do la fornio 

O 7 1 

o p, [i, j 
Ti Y.i 

on vorrnll aisemoiiL quo | 3 a ol ( 3 ,) doiveut filro conimensurablcs eiilro ou\ : 

&a l>[\ dlanl deux nombres onlicrs, premiers eiiLro eux, 

Gonsidiirons oomme elant du nidme. ^enre (^) deux subsLiluLions rdduilos 



(> 

Xcfj 

X fC 1 



0 

Xi 

ffl 

1 



0 


X //;, 

Cl 

T, - 

0 

Xi 

Ih 

). 



I 

A- 

I 

„ - C'.I 

A'* 

I 

. „ '’.1 
A' 



r 

I 

Xf 

r. 

1 

Xi 

'".t 


qui no dllloroiiL quo par les valours do X ot Xi; ainsi quo deux rdduilos ddri- 
vdes do 11 par des suhsliLulions du mdmo goure. On voit alors : 

Quo lo iioml)re des genres osL infini. 

Eu oboL, siipposons quo so lent qualro nombres on tiers, tels 

quo la IransformnLiou 

\lUl ^ «o c/,1 

'i,bn X />,! h^\ //;t 

soil rdduile, 

Cela pent se faire dhme infuiitd cle manibras. 

(‘) Ddfliiilion lies sortes ci-dossus, p. .-jrj, {A, (1.) 

(“) La difinilion du genre esl lii niiinie quo dans le ens de la qunlru'‘in[' famillc ( p. 3i|)). Deux 
substitu Lions de m(5ine genre sc dddiiisenl rune do TauLi'C par le produil, A gauclio par uitc 
muLnee diagonalc fi lermes posilifs, de ditertniimnl 6gnl h i, ilouL les deux premiers lermes 
soul 6gaux. (A, G. ) 
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Lu iorjne If .T s’dcrit nlors 

3<.’i .r I ( h>.r 2 I- i f'l )--i- c^.i i )( 3/ ’< OiH'] /-( hyi'.-h 

Si Cx (isL nil notiiln’O onliui% lu forme 

3f| f'l ( ht.i’t-' , )' = 3 A /’i ./‘j (> IJ .I’l 3C H’l .j'-j 

Ofcl Q coefficienLs cnlioi'i. 
fjft forme 

3( fij.y'j-i f’ I ( /j}.r< if-i.C'i )■ 3 )-’{ ) 

tloiL fHro II coefricienls onlicrs; c’ost-a-dire quo 

I 

f'l fi 

C-- (1 - 1 - fJ B -t- (i-i(h)t 

f'l C| 

f'l 

tloivonl 6Lre onlicrs. Or, si I’on considero -■ cl comme les coorcLonn6es 

’ Cl f'l 

ti’un poiiiL dans I’espaco, cola vent dire quo co poinlosl siir I’lm des somniels 
cl'nn assemblage t\ In J3r«vais ('). 

Pour quo la siibsliLulLon T soil r6duile, il ffluL oL 11 suffil quo V’’ soil suffi- 
suinmenl grand el quo el solonl plus pelUs quo j on valeiir alisolue. Or il 

y fi loiijoiirs nil uombro infini do soimnols J’un assemblage li la Bravais qiii 
satis font A celle ooudlllon. Done il y a lonjonrs^ dans cliaquo genre, quels quo 
solonl «a, a, I, /ja, Zi;j, imc iiifinilii do rid li lies, el il csl clair qu’on a uno iiinniliJ 
do genres. 

Dans I<* cas cjui nous occupc, je no vois auciino raison pour quo dans cliaquo 
olassc los rd'dtules soient on nombro ftiii. 

Done la miilbodo gdmirale pour reconnailro I’dqui valence do deux formes 
dovloiil ilUisoire, Mais ici uno mdlhode sp6cialo peul permeltre d’arriver plus 
rapidomcnl an rdsuUal, 


(’) Foir la vojnavque cl^jh. faitc ci-dcsss«s, p, 3 id, (A. C. ) 
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En edbl, .so ion L deux fonnos F oL K, do Ir six 16 mo iaiiulle; jo suppose quo 
Ton so propose de roconnaiLre si K osl (Equivalent a y F|, « (Elanl un(‘ constanlo. 

Soil 

I' = II. T, 

F,=: n.T,, 


lyF, z= E.E ou E est uni la ire el a coefficienls enliers. 
Si I’on prend Ics lie-ssicns, on Iroiive 


A( iq)=:=(-(i\'O.T,, 

= = K).K; 

on en lire 

7 \/Anvi= '(/aTFi.K, 

Soil 

G cL Gi sont des formes qundratiquos, car co soul, A un facteur constant pr6.s, 
rXaXsH-Xn.T et (Xa X,,-H XG-Tl 


On a alors 




II faul done clierclior si Gi est {'‘quivalonl G A uu facteur conslnnl 
pr6s olj dans le cas ou Ton constate cello dquivalenco, roconnnilro si la 
mfime substitution qui change «G ou Oi cliango \/A(K) on a^A(Fi). Quant A 
la valour quo doit avoir «, on la dtEduil aisdmont des dijtormlnanls do G 
ot do Gj . 

Nous n’avons rion a ajoutor au sujot des formes de la soptiiEmo fomillo, qui 
out (it(E (ELudi(Eos par M. TTorinite ( * ), 


(') LMliidc des formes de In sfipti6me famille, qili sont des formes dt^composnbles, est <5qiiiva* 
Icnlc ii colic des uaffd.? (on diviscitrs do i) dos corps dii Iroisif^mc degri, Lour 4Lude p(jiU 
conduirc h unc mtStliode sysLiimaticnic de rdcliielioi) do iiinlrices cnrrdcs d'ordro 3, diifinics au 
produit pr6s (i gauclic par unc mnLrico dingonnlc, ct rclntivcmcnt h lino oifuivntonco arillim6liquc, 
{i droilc fA. CiiATRMjr, Sur re/'/«ms enseinblos da tdbloauw,. , . (Ann. jtr. Norm,, Jpii). 

(A. G.). 
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W. - Resume. 

Prcniidrc cl ihnu'ihme Jamtllcs, 

Uii iiinnliu' lliii il« nil noinbrc liiii do olasso''. 

Uno soiihi I’dduilo on (»(inoral dnns ohuf(iie classo. 

Tvuisibmo familh'. 

(iliiKiuo classo III’ cinitiout on gi'miral (jii’une si'ulo I’oduito. 

I<os classes so jiai'ta^onl cu Irois soitos 

('.olios dft la ()i'(!iiii(!)'i‘ li do la (lcn\iein(! ( Idles dc la iroisiciiio sot lo sc i epartissciit 
soi'tc stotl on iioinhi'o liiii. on un nonibro (im dc gotiros 

(llui((iic gciiro coiilicii) nil iioiiibfo niliiii 

do olllSsOs. 


(hialribnic fuDnUc. 


Ili’tlinluH j)i inripulns hc iUmsiuiI 
on Iroh sorli’s. 

Cii’llos do la 1)00' (Idles do la li'oi- 
inioi’L’ el do la sidiic sorlo s(- I'dpao- 
iloiixioiuc sotio soul lissoni on uii iioiiiboo 
on iioniboo (ini. inlini di’ goni'os. 

(lliai|no goiioc com- 
jinnid nil iioiiibio 
iiilini di! I'dduitos. 

(’.liai|iie olnsso no oonlioiil on gdino'iil 
•in’uno soldo rcdnilo )ioinoi[)alo. 


ili'duilcs si'i'onilaircs ho cliiisaiil 
on Irois soi'tos 

(lellos do la |)io- Cdles do bi lodi- 
inioi'o ol di! la sienic sorlo sniil dga- 
diutvicino sorlo soni loinenl en nonibvo 
on nonibro iiilini. infiiii. 

II ) a nil nonibro Inlini do cl. issos, t'.lniqno 
classo ooiiliciil nn nonibi'e fini do reduiles 
socondaires. (jcs naluitos second airos sc 
disposeiit on niio rlininc liinitdo, clnicinio 
d’dlos (Hiint contigiio Ji odic qui la precodo 
cl a colie tiui la snil, sanfla (Ici’iiicrc rialuito 
qni n’csl conligud iju'tl colic iini la prccdle, 
cl hi picrnid’O, <iiii ii’ost oonligiic qu’a cdle 
i|ni hi suit. 


Ctnquibnic /(tniille, 

II n'\ a qnc dcs redulLcs princi|)ales 


IhiiiMilin CArt. — hos poiiils (Imiblcs sonl iinaginalrcs. 
Dkuxikmk CAS. hes poDiis doubles sonl rt’cls;! 
4S ii’csi pas iniishanno [)arfiiilc, 

Classes 
dc la 

deuxiciiift , 
categoric. 


T«oi 8 I)!MHcas.~ Les poinia 
doubles siml rdols, 
cl S osL indbsaiioc 4 '' 
parraile. 


Les dassos 
so 

pai'lngcnl 

cn’deiiv 

eatogorios. 


•b' 

Classes 
do la 
[ire mi ere 
ciUcgorie 


I Jn noiiibi e lint dc olassos. 

Clinque classo conlienl nn iioniliro 
lini de rcdiiiLcs {(ui formcnl line 
dial no iiuldlinic on dies sc reprn* 
duisenl pcrlodiqueineiiL, ainsi qn’d 
ari’i\c dans le cas des formes ijiia- 
dvaiiqucs. 

Un n ombre Ihti de geuros sc repar* 
lissaiU cn nn iiombrc infini dc classes. 
C.baque classe conlienl un nombi’c 
lini de rdduites formant line cliai no 
limilcc, ainsi c[n’il arrive pnnr la 
qunlrieine famillc. 
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l/rUDE ari’ihmi'tique des formes cubiques ternajres. 


Sivicfuc JamiUc, 

J.es I'cdiiiuis h{! cu : 


jiriiicipalos mj {livhmU 
('ll Uois HOric',. 

(Icilcs (li‘ 111 |)I' 15 - rii'lli’s di' 111 Itol- 
iiiici’c {*L do ill ‘domo sot’ll' i’f']>Rr- 
doiixi^iiio soi'lo boiil I issciU (ill nil iioiuht'o 
on noiiihro lini. iiilini do i^oiiiros, oi 

rhaijiio goiii’o on ooii- 
lionl niinomiiroinlini. 


ni'iliiili's snoonduii'cs mi dlvisinU 
I'll It'OiH MII'lc’S. 

( lo Ill's do 111 |n’o- ( loll os do In I I'oi- 

iiiii'i'i' ('1 do la sii’snio snolo sii I'l'par- 
di!H\icmo sorlo hoiil lissom on un iioniliro 
on noinhi’o iiilini. iiilini do gonros, I'L 
olnuiuo goiii'o on ooii- 
( ioni un noinbro iiinuu 


Ilya lino inliiiild do classes. (lliin|no clnsso comjn'ond iiiio inllnlld do I'l’dnilos |)i’iuoi- 
)nd(:s di&jiosdob on uno cliainc iiiddlinio, ooniiiu' dans lo ons dos fonnos (nnidi’nli(|uos 
binaii'os (stmf la ropnidncLion iidi’iodiipio ), ot niio inliniM' do ii'duiios hoodiidiili’os dis- 
]ins(ies on un nisoan, ooimno dans lo oiis doa fonnos i[undi'ati((uos tonmii'os huldliiiios. 


Los indinos priiictpos peiivent s’upp|iquor a louLos los I'orinos, ol on pnrli- 
ciilioi’ iiux fonnos cubiqiios qualoniaii'Os ; mnis la vai’iiilii oxlrdmc des oas quo 
jc semis obligdi do considiiror si je votilais a border I’rtliide oompliHe do soiu- 
blables formes m'ompficbe (I’ou faire I’applicalion. Faisons Unilefois uno 
rnniarquo importante. Quelle osL In cause prmcipaiis dos diirdreucos ({iin nous 
avoiis observ^os dans los proprltUiis dos divorses fainillos do formes ? C’osl ({uo 
Ics lines sonl ol Ics auLrcsno sonl [las reproductibles par corlaiiies Iransfijrma- 
lions. On voil done quel rdlo imporlaiil, jmio, dans Pdludo des propru'iliis 
ai’Ilhinitiqnos des formes, cello cons id cira lion pitronuml algiibriquo do lour 
ropi’odiicLll)iIiL6 par dos subslilnlions liiniairos. O’osL ))Ourquoi j’ai voulu dans 
la premiere Par lie de co travail, Mu flier comply lemon I los groupos do Iransfor- 
inaLtons susceplibles do I’Gprnilniro lino forme cubir[Me ([ualornairo donni'io, 
la rMolulion de ce problome doit on oilel servir de poinl do doparl an gi^omolro 
quivoudrail Mudiercos formes an poinl de vtio arilhmiiliquo. 



NOTE 

{ I* A R tit: 11 ) 


JJiui') cette dcLixieine l*aiTic dii Meinolre fjui esL I'un de ses premiers iravaux 
(i88o-iS8'«), ir. Poincare applique des methodes arilliineliques gcnerales de 
Cl). Jlerniile, C. Jordan, E. Selling, A. Korkiiie eL G. Zololai'cli’, clc. au probleine 
precis dc I’equi valence arilhmelique des formes cubic[iies ternaires, plus specia- 
lemenlj a coeflicieiUs entiers. 

La Nole des C> R. Acad. Sc, (qui n’esl qubtu extra it d’un travail plus important, 
non public), donne un resume des resultals, dejii oblcnus cu 1880, qui se revel ent 
ires divers, suivant la nature algebrique des formes (ou la nature geometrique des 
courbes represeiilees en Geometrie projective), lla seniblenl avoir etc compiclesj 
dans le iMenioire, par la notion de classification en genres, 

Comme il a etc dit, pour le point de vue algebrique, dans la Note cotisaci'ce a la 
l>remiere Partie clu Memoire (ci-dessus, p. il sombic quo ces probleines 
arithmdliques pourraient etre envisages avantageusemenl, d’un point de vue 
matriciel. ( Voir notamment les notes cles pages aqfi, ^99, 317.) 

II y aurait peut-etre aussi avantage a remplacer, dans la construction d’une 
reduite, I’emploi dbine forme quadratiqne clefinie, preconise par Ch. ilermite, i:»ar 
celui d’une forme gencrale, qui pourrait ctre la slrakldislanz dc II. Minkowski, 
ou plus specialement la spanne (‘). L’exemple ties formes decomposables 
(septiome fomille, non etudieo par II. I’oincurb) semble, a cet egard, assez. 
convaiiicanle. 

Eiifin I’etude dc quelques cxeinplcs imnieriques, [)ermctlrnit trillusLrer ct, 
peut-etre me me de precise r, cer laities particularitcs curie uses, noLnmnicnt la suite 
inlinie el cependanl limitee des deu\ cdles, dans lo cas des rrcUiiles seconduires de 
la qualrieme famille. 

Comme pour FaLude algebrique, on pent conclure, avec If. Poincare quo cette 
etude aritlim Clique et, en particulier rapplication do la melhode des variables 
continues esL un sujet qui n’est pas epuise. (A. G, ) 


(’) 11 est inlcrcbsaiiL tie iiolrr respoiv (|ni! 11. Poincare avidt placi; ihins la O^omdtrie des 
riombvQh do Minkowski {fJaeonir des MalkemalujucSi ci-dossus, p. . 0 ). 




nOUZUOME PARTlIi. — REDUCTION SlMUETANftli D'UN SYSTEM!'! DE EORMES 

{A'otice, p. lo). 


suit LA 

R15UUCTI0N SIMULTAN15E D’UNE EOlUIE QUADHATIQUE 


D’UNE FORME LINEAIRE 


Comptes rcndus ile t'Academie des Sciences, l. 'Jl, p. {ri iiuvetiilire r88i>), 

(Evtrait d’mi Mdmoiro par i’Autcnr. ) 


Daas an AI( 5 moiro proc(';(Ienl (C. /?. Acad. Sc.., si^anco du 7 juia i8tSo)('), 
j'ai (iUHll6 Ics qiieslion.s rclalivcs a la rAdiiclioii cl u IVquivalcnoo dos formos 
cubiques Icrnaires. Parnii ccs formes, colics do la cinqultinio (*l d(5 la sixiomc 
faniille soul ddcoinposables en un facleur liiiAaii-o oL an faclour qundi*aliquo. 
J’avais done (iL6 conduil A Aliulior la r^dnclion dbin sjslrmc compost d’lmo 
forme lindaire et d’uno forme quadraliquo. 

D’nprds los consoils do M. Ilermitc, j’ai poursuivi los rdsullals obltmas el 
j’ai cberch6 a approfondlr I’otude des condiiions d’< 5 quivalcuco on des 
sabslitatlons somblablos do pareils sjsl6mos. 

J’ai lalssd do oole los sysldmos qui corrospondcnl aax formes cubiquos de 
la sixidme fnmille. J’ai fail voir seulomenl quo, a la condition de modifier un 
pen la ddfinilion des sysleincs rdduits, il n’j avail, qunnd les invariants 
algdbriques reslonl constants, qu’un nombro fini de sysldmos rdduils a 


(') Ci-clessiis : par tic algibriqiie, p, a», par tie arillimiiliquc, p, jqi. (A. C.) 
II. P. - V. 
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HEDUCriON SIMULTANEE D’UN SYSTLME DE FORMES. 


coefficients cnliers. En ce qui concomo les systcmes qni corrcspomleul mix 
formes cnblqucs do la cnu{iiieme famllle, j'ai eu a examiner irois eas. 

Dans le premier cas, on ramene la reduction a celle d’uno forme d(5finie (*). 

Dans le deiixieine cas, on obtienl un iiombro fiiii dc sjslcmes riduils, parmi 
Icsquels il eii esl deux que j’appelle exlviitnes et doiU les coeflicionls so 
calcnleiil Ires ais6nienl. II n’y a pas de subsliliilion semblable (-). 

Dans le Iroisiemo cas ( '), le problemo se ramene a la reduction d’line forme 
quailrnliquc limiairc ind6(inic. C’esL oe cas (jui esl le j)lus inldressanl, paree 
quo e’esL le soul on il j ail des siibslilntions semblables. Y-a-l-il des Lraiisfor- 
inalious liinaircs a coofficiculs enlicrs ijui reproduiscnl iin sysicme composd 
d’une forme lim^airc el d’une forme qnadraliqnc? G’esI la nn probleme qui a 
6l(^. d6ja Iraild par M. IlermiLe, dans son ceb’bre Abbnoire siir les formes 
quadraliques LOrnaires {Jounidl de Crelle, L. 47) ('), M. ITormilea fail voir 
qn’on poiivail le raincner a la soluliou en noinbres enlicrs de I’l^jualion 

/2 

on G esl une qiianlild donnee. 

G’esl aussi a une eqiialion dc cette forme (jiie j’ai 6le condiiil, par une voie 
loule difiiircnto. Mais die no ni’aurail pas snffi pour Irouver Louies les substi- 
tiilions sciidilables, ce qui <ilail mon but, el j’ai du avoir recours u d’anlrcs 
considf^ralions. 

A el B (ilanl des aoml)res complexes cxislanls, C un nombre coinplexe idfad, 
jo conviens d’dcrire 

A S3 ir { mod (I)* 

lorsque A — B o.sL divisible par G, cl jc fais voir que cos congruences complexes 
jouisscnl idenliqucmenl des mcmes propri(H(''.s que les congruences ordinaires, 
el en parliculier de cellos qui soul une consi^quoncc du tbdoreme dc Fermat. 
Jc ramene ens idle le probleme de.s subslilulions semblables a la rdsolulion d’une 
congruence complexc dc la forme 

A'«£si (modC), 


(') Dans le Mcinoire ci-dcssous, ce pretnicr cas a ele subtlivise en Lrois cas, d’aiMeins pen 
iliffcrerils (p. 3^7). (A, 

(-) Cc tleu\i6tne cas csL Ic quatncinc du Mcmoirc (p. 3i^<j ii 35(j). (A. (1.) 

(’) Tc troisiiiue cas est le ciiiciuieine du Meinoirc (p. .35j a 3j3). {A. f'..) 

{*) C^uvros, l. 1, p. 1 91. (A. ('.) 
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;i3() 

qtii so Lriiilc do [a iiKiiiib facoii (jiio les congruences ordlnairos de la nicme 
forme ( ' ). 

J’ui donn(i quoi([iies exemples nuni6riques, elj'ai fail voir, par cxomple, par 
dos calciils Ires rapldes, quo la plus simple des substUiuions lineaircs a cuefd- 
cionls cnliors (jul ix'produisent lo sysLeme 


l,|.f -I- j H :r, j 2— 

esi la suivanle : 

,/■ z=: ,ri H- ■) ()i8 3()() )'i ■+- ()')! '>80^1, 

) = /^() n<)9 ‘xuj'i -I- r i'> »)[() 

z— itH 8n) 1 1 "f” 4f> a<)i) 'HH G| , 


J’ai fait, eii passant, une reinarquc (jue jo ciads nouvelle. Supposons (pie ii 
suit iin eiitior impair, tpie a el b soiont deux (uxliers lels (pie 

((- -- 0 " W = I , 


et soienL plus petlts quo tons les an Ires untiej's satisfaisanl u eelKi eomliLimi. 
(|ue c et d soiont this mi tiers iuqiairs tels quo 


et soiont plus petits fpio tons les aulres eiitiers satisfaisanl a cistte condition; 
j’al fait voir (ju’on a (-) 

d \fCiy ^ 


{ ') (’.oUc soluU'oii (III problijim* iildiar ic grouiii’ lies I'lassijs (ilrs (’lUici't. d’lin corjis (iiiiulraiiipic) 
I)i‘('iiuir(*b a vet: tin ideal j il sfiiiddi! qu’cllc scut, plub Hitripli' et, i)lii4 geiiiJraJe (iiie oelle ijiu a ctd 
eiisuil-O d<ivelo])]ii5i! dans lo Moirioire, (pii coinporLo uiiu di^Unelion, i{iM scnilili* pou mile, eii 
divers oas piirlioiiliers ( Voir la Nolo .siir colLo Ibsi'lie). (A. (',) 

(^) Lii propriele avail ele signalee jiiir liiseasloiii, aitibi (jiie I’mdupie ei-di'ssous II. Poiiieaic 
(p. 37^). (A. C,) 





l.'l' 

D’UlNE FORME LINfiAIRE 


lounuil da f’h'ru/e ro/j'tecliiiujue, 36' (laiuci’, i66ip, ]> 70 - 14 ’. 


Dans un Moiuolre prdctklenl (*), j’ai (5liidi(^‘ les qiiosLions relallves a la 
reduction el a I’dq nival once des I'orines ciibiques icrnairos. J’ai appliquti, pour 
cela, a ces formes la m(illiode qiii avail condiiiL ]\J. IIorniiLe a des rdsiillals si 
inldressauts, en ce qui concerne les formes quadraliques cl les formes ddcom- 
posables eii factcnrs lin^aires; 11 t^lanl imc forme nlgdbriqucmoal (iquivalenlo 
f\ K cl la plus simple parmi ces formes; T elaiil uae subslilnliou Ilii(5aire lollc 
quo la forme (juadraliqno d(ilinic 

( .r - - 1 ) - I 3 - I . t 

soil rt^duile ; j’appelle forme riduile la forme 11/1’. On recounail aisdmenl 
que, eu gdn^ral, Louie forme esL ariliimdtiquomeiil dqulvalenle a une ou 
a plusieurs r^diiiles, el que deux formes donndcs soul (iqiiivaleules, lorsque 
lo systeme des reduiles do la premiere est idcnlique au sysl^me des rdduiles 
do la secoudc. 

Une parciilc mdlhode est applicable a la forme la plus gcndrale, quels que 
soienL son ordre el le no mb re do ses variables. En oe qui concerne les formes 


{') Journal do I'iicolr. Polyleckmque, LI® (I.ihicv, ci-dossus, p. '’91. (A. C.) 
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ciibiqiies Icmairos, j’al pris pour formes II : 


II = I- y'^-\- =•') -f- 

II = -v- [iO ‘' 4 - z') 

oil 

II = .{ y .»• j - - 1 - 3 a .1:3- [ij •' — J 


ipintid Ic disc rill) 111)1 111 ii'cst pus mil. 

qiiaiicl le discrimiiuiiu cst mil cl quo do j)lus S^o, 
T^o eL qiic la forme est I iidecoin posable. 


) qimnd S = T = o saiii quo la forino soil Indi!- 
J composablo. 


II = Ga.Kj 3 -i- s'* 
nil 

1 1 j-ii J (/ j?" ^ “ 1 “ 3 ^ 

II = 3a*-^' 


[ cjuaiid S§o, T^o ol quc In forme sc decontposo cii 
iin fnctcur <|uadi‘nliqiie el uii fncteiir Jiiicniro. 

I qunnd S = T = 0 ct quc In forme sc decompose 
j on un fncLcur qiiadraliquc rl lui faoLcur lincairc. 


Quand une forme cuhic|ue lernaire u’csl pas di^coinposablc cn faelcurs ct 
que S et T ne sonl pas mils u la fois, celle forme ue peuL d^rivor de II qiie par 
un noinbre fini do Iransfonnalions limsaires; pour conslaler I’dcjuivnlencc de 
deux pareillcs formes, il suffit par coiisiquent de calculer Ics coefficicnls d’lm 
nombro fini do subslitutions, eL de consLnler si ces coefficients sonl ontiers. 
La consideration des rddiiiles u’est done pas ni'^ccssaire et I’on so irouve en 
prdsence, non plus dbino (pieslion d’Aritlim^liquc, inals d’une question 
d’Algfibre. 

Gonstalor si deux formes F el F', qui sonl iud^coraposables ct on S otT 
sont mils a la fois, sont arilhni6tiqucmenl dquivalenles, e’est encore une 
question d’Algebre; constater si I’on peul Lrouver un coefficient constant ix, 
IcI que F ct aW soionl (iquivalentes, c’osL au contrairc une question d’Arilhmd- 
tiquo, cl j’ai fail voir, dans lo Mdmoire dontje parle, comment onpouvaitla 
risoudi'o eu comparanl Ics deux rdduitos extremes do F ot de F^ Mon intention 
n’est pas do rovonir on ce moment sur co point. 

Si maintenant on passe h I’^quivalence dos formes ddcomposablos on un 
factour quodratiqiiG et un factcur lindaire, on sc trouve eu presence d’une 
vi^ritnble question d’Aritliindlique, sur laquelle jo veux insisler un pen. J’ai 
fait voir qu’on rencontrait dans co cas dos ciiaiues indiifinies de rdduitos sc 
reprodnisant pdriodiquoment, ainsi qu’il arrive pour les formes quadraliques 
binaires indefinies ( ' ). 


(•) Mdmoh’C citd (Cifiij/uidma /amide de /ortnes, p, 335). (A. C.) 
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Ueiiiarqiions d’nhord quo Ic probUinu do rdquivalonce de deux pareilios 
Cormes so rnmene a celui do 1’ equivalence de deux sysli'inos comprenanl 
cliacuii uiie forme quadra tique et line forme lin^airc. Solon i, en elTet, 

/r /i-fi 

les deux formes : nous supposons quoy' ct /I sonL linoalres, 9 eL 9 { quadratiipics. 
Pour que cos deux formes soient dqulvalonlos, il fauL el 11 sul’fil qiie Ics deux 
syslemes 

01 

~Ju l-'Vii 

ou X et p soul des constanles clioisles, de lelle sorte (pie 
(liscriniiuanl tic X'j = dibCilininaiU do p^i 

soiciil arithmc^liquemcnt dquivalenls. 

fj'iiLudc des formes lernaires de cello sorLo esL done (^qiiivalenle a cello d’un 
pared sjsLi^mc. C’esL cc qni m’a d6termln6 a enlreprondro co travail. 

Invariants du systome. 

Je dls quo lo systcine d’une forme quadratlqnc lernaire cp(a7, yq z) et dbiiie 
forme llniaire /(a?, z) a deux invariants ind(5peudants, En ell’et, on pout 
loujours d(^ terminer un nombro a de faijon que 

on g et h sont liu(iaircs ( ‘ ). Soient mainlenanl 

«i) ct /i(‘pi>d i> -i) 

un nouveau sysleme analogue : on pourra poser 
11 est clair que, si 

a = </,, 

on aura 

¥ = 90 / = /ij 


(') Ceci suppose toiilefois fjne la droilc / = O) n'est pas tangent e (l la coniqiic ip ~ o, ou que 
la forme cubique 9/ est de la cinquifcme fnniille et non de la 8i\i6tne. f'.et autre ens est signnle 
oi-dessoiis, p. 3(5S. (A. C.) 
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poiirvii quo l*ou ait oiiLro a:, - 3 ; .fi, ) i, ::i Ics rcla Lions lin6aii‘os 

y — ,/i ) .'1' “ A' > > /i =3 /< I j 

c’esl-a-dlre que, si 0 csL Ic (IcLoFniiiiaiiL (les coGfOcIenls dus trois fonclioiis 
liuiaire.s /’, !i] dt Its dtilorminanl dcs cocrncIciUs do 

y I j .A’ I ) I > 

It' sysloino y’l, 91 dt'rivcra dn sysloinc cp, par unc subslilutlon do dt^ler- 
minanl "• 

o 

Doug, pour quo los dcnv sysLbnies soleiil al{’6briqnomeut. rtquivalonls. il 
faut cl il suflil que 

17 = «|, 

0 = oi; 

il y a done deux iiivarlniiLs iiiddpendanl.s ( ' ). 

Pour CCS deux iuvariauLs, on pcuL prendre (-) : 

1" Soil le discriminant dc tp oL I'iiivarinnl S de la forme cubique f<^\ 

2" Soil le discriminant de (p ol colul do (p-f-my'-, m (ilant un enlicr 
qnclconque. 


Reduction du systeme. 

Volci la riigle quo, dans le Mtimoirc cIl6, j’avais adoptee pour la rtiduclion 
dbin pareil syslcmts. 

On pent Lou jour poser 

i'/l, 

<x (itanl line conslante, g oL h dos foucllons linriaircs. 

Je considiirnis alors la forme quadraliijue dtjfinio 


(‘) II scmlilc prcfurahlc dc rcinplacci* Ic raisonncmciU par : hi iiiic sulisliUilion lincairc X 
Lrnnsformc ip cL / on el /,, cilc transformc " cl /i on g', cL h^. Kilo laisscra par suite iiiva- 
riauL Ic dcHormiiinnt S dca irois fonnes /, h. On pourra d’lmtrc part transformer 9, / cn 

I .1;; 

cc qui prouve I’cxistcnce dc deux invariants in depend ants. (A. 

(*) Dans la niiluction envisngdc dans la note pr6c6dente, cos invariants scraicuL : 

cf.6^, (7*; 

«.5» {«-|-w).65j 


I® 

a® 


(A. 0.) 
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Oil OS I (in para metre arhitrairo, el la subs! lUi lion IliK'aIro 'r qui roclnlt ci'Ue 

forme ( ' ). Lo systeme 

/ T, . 'r 

olail nlors le sjslenie rcdiut (Equivalent a 

./> r- 

II esL clair que, >, (Elanl arbilrairo, il pent y avoir dans cha([iio classe plusiuurs 
syslemes rdduils. Mais je monlrais quo, si les coefncicnls do f ct do o soul 
(snliers. cos sysl6mos soul toujoiirs en noinbro fini. 

Je crols qu’il y a avaulage a modifier iin pen ccltc regie. 


Si, g et h soni reels, on a 


A'/( 


eii posant 


(H par consequent 








ou X esL arbilraire. 

Supposoiis quo « soil positlf; on consid(Ert»ra la forme (juadraliquc (Mfinio 


^J' 




el la substitution T qui la nkluil, 

Le systeme 

./.T 

sera lo systeme rciduit de 9, J , 

Si, an conlraire, « esl ndgalif, on envisagora la forme quadraliquo d(E,(ini(* 



et la substitution T qui la reduit. 

9.T, /,T sera cncorii lo systeme rdduit do 9, /. 


(') Ceci vevient, cii fait, a ricluirn la matrico (carreo, d'ordre 3) dos oocflioionls dca troih 
formes/, 5 -, h (uoi/-, dans lo Mdmoirc ciLti, la ante do la page OfjG), (A, C.) 
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Supposoiis innmioiiant qiie g olA soiont iiiniginaircs conjugii6s. 

On pen I, d’uno infiniK^ do nmniores, docoinpohor gh on une .sonime do 
deux carrcs : 

on pnvisiigei’ft la (oriiio 

oJ-~. si c? _ (), 

- O' /• -i /i--; /’ si a <), 

jiiiisi quo la sul)sliLiiLion 1’ (jui la r(^duil (‘). 

(p/r, y'/r sera le sjsleme r6diiil de tp,/. 

Void quels avnnlagcs priscnle cc mode nouveau dc rddiiclioii : 

On sail quo, si Ton envisage une forme (juadralique inddiiiic loruairc, cello 
forme peul sVjcrirc 

X 2 . Y--! — OtI X2 V2 _ 

oil X, 'll soul linfsaires, cl quo los formes (kjuivalenles 
( X2 -I Y--!~ T <.u (\2-Y2-/2).T 

soul diles niduilos si la forme ([uadraliqtie dcifinic 

Y2~: 7.2) T 

osi elle-nudnc x*6diilie. 

Gela pos6, ii osl clair quo, d’apres lo nojiveau mode de r(iducllon, ip.T sera 
une riduile de (p (|uaud sera un systoine rdluil du sysLeniG cp, /cl, 

par cons^qiionl, la nouvollo regie do n'diiclioii osl plus nvanlagcuse, an poinl 
do vuo des appliealions dcj la lli('*orie qiii nous occupe pour los (jnoslions Ics 
plus gdat^ralcs rclalives aux formes quadrallques indrtlinies (-). 


(>J Ccci I'pvirnt a ridiiirc Irs malncrb des cocflicu'iits <les Irois formos linemi’ca, f|iii soul, 
siiivnnt le cas ; 

^a./ OH — a./, /r, /, {gh~k--\~U) (A. (1,) 

(■') La noiivcllr decoinposition met cii elTel la forme finadvalicjne sous la forme canonique 
d’linc Somme dc cari'6s (miilliplii's ivenLuellcmcnl par — i). Or In mAUiodc dc rcduclion 
pr&coius6e par Gh. llcrmilc coiisisle ii uliliscr prdcis^mciU uiic idle forme pour riidulre unc 
matrioc, ou un aystfcme de formes lin6airc.s. 

Il est ii remai'quer cepcndanl qnc dans Ics reclicrchcs dc la neuviime Panic : Sur les formes 
quadraligiics indifinies et la Gioniilrie non ciielhUeime (ci-dessus, p. u ()7 fl ‘iSO) H* Poincare 
a uLilisd, dc pv6f(irencc, comme forme canonique — xz {voir on parliciilier la Note p. ago). 

(A C.) 

hh 


If. P — Y. 
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Soient 

V = A .fc- H- A'/ - I- A"c2 2 10 - -1- -* 15'./ - -1- 2 15"./:;; ; 
J ~ lx -!- ni ] n z 

CL oi la (brme adjointe de 9. 

Soient «, 6, c des quanlit^s d('*riiiios par los (Equations 

6, c) = !>/, 
i\ (r/, ft, f) - u/», 

(«, ft, /-‘) = 2/i, 

dies sonl com incus u rabies. 

Gda pose, on sail quo la forme 

ft9', -1-6*9!,)^— y(«, ft, c) )> -) 


a pour discriminant zdro ct, par consdqucnl, ost d(5composablc on deux 
facteurs lin^aires ('). 

Do plus, 

i (rt ft »; c 9I ) (a; 5 '„ + ;'9i, 4 - s 9'. ) =/ 

On a done 

f = 07- +6'-//, 
ou 


<?(«, ft, c) 


Si I’on pose 

ay — bx = Sj, cx ~ az = /j, ft j — cy = .t't, 

on a 6vidomment 

( I ) axi -i- ft/i + csi = o, 

et, d’aulre part, on trouve, par un calcul facile, 

9= )*“?("> ^ 9(^’> y> z)“ Ji» -t)- 

On a done 

■ “ ?(«, A, 9(a, 6, “'>■ 

Quant a 9i(a7i, /i, ^i), on pent le ramenor a une forme binairo d I’aide de 


(') L’iinn aid lion de cetic forme I’CprdscnLc le faiscciui dcs tangentes menccs du point do 
cooi’doiinecs (iriliniaires), /*, ft, c (pftlc de la droile /s=o), a la conique 9 = 0, On voit, a 
nouveau, la ndccssilc de siipposer la droitc non langcnlc il la conique. (A. C.) 
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I’iclenliL^ ( I ), qui cluniiu 


ct rieii n’oaL phis facile onsuilo que do com poser Vi on doiiv fac Lours linoaircs, 
on hien encore do lo ddeomposor on uno soinmo do deux carrds ou on uno 
diirdrencc do deux carrd.s. 


Premier cas, - ^ . - >> o, oL so ddeoinpose ou mio sonuuo do doux 

carrds positifs. 

I.n fonuo 9 est nlors qiiadraLicpic ddfinlc oL u’a, par consequent, on {^endrni, 
qiihine rdjliiilo. 

IjO sysleiue/, 9 no pent alors so rdduiro quo d’lino seiile inauierc, a savoir 
par la subslilution qui rdduit 9. 


Deuxibme cas, o, el 91 so decompose on uno somme do doux 

carrds positifs. 

ha siibstiLiillon, qui rdduit lo s^^sLeiuo /, 9, osL cello qui rcduil la foriiio 

qui OS I quadralique dddnio positive. 

he systdino/, 9 n'a done, ou f,^dudral, qu’im syslcmc rdduit. 


Troisiemc can (^). 91 so ddconiposo on uno soniuic do deux carrds ndgatifs. 
Supjiosons, pour fixor los iddes, 


> 0. 


L’dgalitd 
ost cquiva lento u 


?(«, c) 

9 = £/9i 

9 ■=: af - — 0 K - — a 


on k cl I sont deux fonctions liiidairos ; par definition, la substitution qui 
I’ddnit lo syslcmo/, 9 ost cello qui rddiiil la forme quadratiquo positive 

a f- H- vP. 

Ici encore le systdino/, 9 n’n, on gdndral, qu’iiu systemo rdduit, 


(‘) II semhlc qnc ces troia pri'micr'? cas ponvcnt sc ramoiicr fi iiii seal (au pmduit pri's 
par — I dcH (Iciix formes 9 et /) : celiii ou la droilc / =a coupe ia conique cn clea points 
imnginaircs. (A. C.) 
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(^uatricnie cas, 91 so cUconijjosc on uiic clKrt^ronco do dciix curros, c’osL- 
a-dire on iia prodinl de deux fonclLons lindaii'es recllos doul los cocificionlh 
soul cumniensurables cnlre onx. 

Dans le iMotnoIre cite, j’at fail voir f[iie, dans cc cas : 

I*' L’lnvarianl l\ S csl ime puissance qualrieiiie ])ai'ralle ; 

a" Les systeiTicB v^diiils forment uno chaine Ilniil('!(5 a ses deux oxtreiiilles, oL, 
pour s ’assuror de I’ Equivalence do deux sjsLEmes, 11 suffil de cons later 
I’idcnlilE des sysLenies rEduits exLrEines. 

Cos rEsullats, demoiiLrEs pour I’nncleu inode do rEductlon, siibslslenL encore 
pour le nouveau mode. 

Cinquicnie cas, oi esL dEooniposable on line diirEroncc do deux cnrrEs on 
on un pi’oduit de deux t'ouc lions linEaires rEqlles don I les coefficienls soul 
incoinmcnsurables enlre eux. 

.f’ai fail voir qiie Finvarlanl 4S n’est pas puissance qualriemc parfaile, el quo 
les system es rEduils formenl une chaine indErmio ou ils se roproduiscnl 
pEriodlqueinent, aliisl qu’il arrive pour les rEduites des formes quadraliques 
bliiaircs indElinies. 

Ces rEsullals su])sisLeul encore avoc Ic mode nouveau do rEduclion. 

Ils pormetlenL do deniilr des transformations semblables du systemoy’, 9 on 
lui-meme. 

Sixiema cas, 91 esl un carre par fall. 

Dans CO cas, 

c) = 0 , 

d’ou 

On ne peui done jilns poser 

mais on pout toujours ])oser, el cela d’une infinilE de mnnlEros (^), 

^ el A Etant des fonclions linEaires de x^ z. 


(') Par evemple, la forme caiionu[iie (ftldmoire cild, p. 3?p) pent dtro rcrilc 

3X,['(3X5)(ix,j-hX'i| 


(A. C.) 
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Dans ctj cas, la formo yx^, qui ost cubiquG lernairc*, osL de la stxlcme 
famille {voir lo Mdmoire et scs invarlaiUs S cl T sont mils. 

Nous d irons qiic Ic sjsicinc/, cp esL rc5duit par la subs lIlii lion qul rediiil 

A- J ' 

Si /.T, cp.T csl Ic sjsLcino n^duil do J\ cp; cp.T est I’unc dcs nkluiles do 
<p d6linie a la faron ordinaire; or cp n’a qu’uu noinbrc linl de iV'diiiles; done le 
syslcine /, cp u’a qu’un nombre lini do system es rediiits. 

Ccs sysleines forineiU, non pas imo eliatne, mais un r(isenu analogue a 
ccliii que Ton roncoiUre dans rdliide des radiates d’unc forme quadratiqiie 
Lornaire inddfinic, mais inoins eoinpliqui. 

Je n’ai rien a ajouler sur !es Lrois premiers cas, on le proldeme osl ramemi, 
comrne oil I’a vii, a la reduction d’une forme quadratiqiie Lornaire diifinie; inais 
je crois qii’il j a lieu de faire des trois derniers cas (’) uno elude plus 
approfoudie. 


]6tude speciale du quatrieme cas. 


Je suppose que Ton ait mis la forme p (par to proc^dii inditpif* plus haul) 
sous la forme 

a etauL une conslautc positive et et h deux fonctions lini^aires doiit les 
cooflicients soul com mens u rabies uutre oux. La reduction du sysLeme 

/.T, e.T, 

est (iquivalenle a celle de la forme 

Nous dirons, avec MM. Korkino et Zololarelf ( 2 ), quo la forme est reduile 
lorsqu'cllo est mise sous la forme 

(]> = £,p-h i;, C)2-, (Ja(j 


(•} Lo si.viemc cas n’a pas etc itiicIiA a nouveau dans Ic priiCuL Jtemoiro. 11 a d’ailleurs dtii 
ilil, dans la Note de 1880 (p. 337), qu’il avait 6tc « laissd de c6ld ». (A, G.) 

(■) Math, Ann.^ Bd G, 1873, Ge mode de reduction a dtlju etc preconise ct utilisd dans le 
Mdmoirc sur les formes ciibiqiies (ci-dcssiis p, 997), avec des notations Idgdrement diirerciilcb 
(Sji, Cjj au lien de e,, remplncds d'ailleurs eux-mdmes ei-dessnus par e,, c',, e,). (A. C.) 
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tni Si, ill et sonl plus petits quo - on valeui’ absoluo, on pt ust It! iiiiniimitn 
absolu de la fonno o( pa le minimum ubsolu do la lonne 

II est clair qiie, si Ton I'aiL varier I depuis jusqu'a i’infiui, on Irouvera 
pour los coefncicnls do T dilT^renles valours qui dunnoronl diir<!i rents sysLcmos 
r^duils du syslcme /, 9. Mals nous nous Ijornorons consid(ircr los syslemos 
r(iduits, qu’on obtient pour X Lres grand et pour X Iriis pelil. 


Sup])osons done X Lros grand. SoieuL 

/= (lx Jtij' +«3) (/, />I, n »'lnnl luil ioi^ lU’rmii'is (uil rc t'ii\ ), 

g = n\Z) (/j, /?o, /ii " >» )> 

h — niiX -\~ n^z) {h^ nii^ ai » » j; 

oL posuns 

^ lni\ — mil “ 

null — 

nil — ^"1 = ) 


D (ilant entier el L, iM, N 6lant entiers proiiiiers enlre cux. 
Je dis quo Ic minimum absolu de la forme 






h'^ 


osL obtenii, lorsquo X est assez grand, pour 


Posons 


.r = L, ) = M, z == N. 


o(/aL -i- /^aiM -|- /n1\ ) A, 


Cl prenons X assez grand pour que 


I A- 
X' ? 


ol 



I A- 

.V 


Los valeurs ^L, ^M, iN (/ entier), sout cellos qui anuulent los rormos f cL g 
el I’on a (' ) 

n(/L, /N) = ^(/,L + ;j,lN)a= ^ A^. 

Pour toutes auLres valeurs de a?, j', los formes y el - g prennent des 


(') On a 16gt!i'ement condense la rdftaction do II, Fuincarc. (A. G.) 
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vale Ill's cnlicrus dont nno an nioins n’asL pas nullc, do sorLo fpie (pour Ics 
vole Ill’s df* 1 consid(^r6cs) 

()(.r, 1, c)> pA-.c'l_ (JCL, i\l, iN), (« out u'l'). 

EHecluons la siilisllLution linen iro T| 

r = L J.. 

y = MS -1- Mi r, -I- Mo^, 

N ? i\, f) -i- *^3 

OH L), M|, Ni, Lg, Mg, Ng soul des cnLici’s tels (pic Ic d(5terni inant de 'Pi soil 
dgal t\ I. La forme devioiiL 

(J.'i’i = ~ H- a [{/ I-I I- /« M I '1- /i Ni ) a i-(/ Lj-I- /;t M2-1- /f Nj)^]- 

[f 1'l I” ^^^1 M I H- /( I N 1 ) /] -i- ( / ( La -I- I Mn -1 /i I Na ) |-, 

Les dciix derniers enrres no couLienncul plus rpie yj cL ^ cl forinenl line 
rorniu binaii’C 0 ((o, ^). ILkliiisons ectlc (brine binairc el pour ccla clicrchons 
son minim uni absolu,. 

Soienl 

ALi-i mi MiH- / ii Ni — Q, 

/] Iv2“l' oil Ma-i' /ii Na ~ I’, 

Ics noinbres P el Q soiiL premiers enlre oux; eii ellel, puisque 

/i L -1 f/ii M '1 /i] N = o, 

CL que lo ddlerminanL do la subsLilulion Ti est bgal a 1 , le plus grand comnmu 
diviseur do P cl do Q doit divisor /i, Wj, ji\ qui sont premiers enlre eux. 


Je dis qiic lo minim tiin de la forme binairc 

( /Li -r mMi -I - /iNi ) e -i- (n.a-l- //iMa-l- /iNo) p 


esL obloun lorsquo 1 esL sulTisammonL grand, pour 


On a 


«0 = P, ^ = 

(ifLi-h mMi-i- nNi)P -4- (/La 4- ;nMa^- /(Na) Q =±D, 


car im calciil Iriis simple monlro quo coLle expression csl 6gnle an dblcrminant 



L 

IM 

N 


n/Hi — /««i 

//ii — nil 

mil — IfUi 

]) 

U 

Ml 

N, 

= 

Pi 

Ml 

Ni 


Ln 

Mo 

Na 


Lo 

Mo 

No 
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Oil a ce dtiloniiiniml changtJ do sigiic, de sofIg (|ii(! 

Q) = C^l)2, ()), (-/ {‘llUfl'). 

Prenons X asse/ grand pour quo 

/.a Y- 

IL-L 

} 

Pour dcs vaieui’S enliGros de n. non [)roporL[onn olios a Q, 1’ express inn 
(Qo — P^' prend uuo valour enti6ro positive, do sorLe fpie (pour les valours 
de A considdr6es) 

bone ciD- cst Ic ininimiun absolu do 0). 


liirocluoiis la sul)SUlulIun liadairc Tm 


ou P, OL Qi sonL Lois quo 


? = <;i5 

a = P fii^- Pj 


PQi- Pi(^) = [ , 


la I'orine 0| /Pt .Ty esl egalo a 

-l- "Cl 'll "i“ "^1 )■ t- r|| -1- "nt| )= I 

ou^i— esL lo miniiiiuin absolu do la i'ortne Lornaire, pendanL (jue 

pa^c/D- esl le minimum absolu de la forme binnire fonneo par les deux 
derniers carrds. 

bllecluons la subsULiuion lim'aire T., ; 

?i = ^2 H- Si rjn -f- Oi 
Y)i= Ai-+- i::;;, 

ou d,, 0,, dy sonL des nombros onliors d(ilorniln(is, do lelle fn(;on quo 


- < So H- Ty-' ) — ^ < S'l H- Tl Sy 4- t'i < ^ 

La forme quadralique ddlinio O.T, .Ty.T;,, qu’on peuL dcriro 
S- /A, „ \2 Ysva 

PI 2 ■+- 5i-r|3-f- s'j ^2 j -t- «( 1) fjoH- £, ^o)2-f_ -LX 


• - I 

- OlH-Ti C, 


g, 


s'.l ^ P b- Lri -n 

? 0 'J, 
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oj>l r^duiie et lo sysleine rtJduil cherchiS cst 

y.T,.T2.T,„ /.T,.T,.T,. 

On peut simplifier co calcul, on ddterminanl comme suit Ics cocfficieiUs Ej, 

s'., e.. 

La s libs titu lion .Tj.Ta est dquivalenlc a (^) 

/) ,K -t- />< I I -f- /J I 3 ■= ^.>1 

/a; H- «n -H // 3 = I) rj-H- ii ?o, 

I iX -t“ w/o ) -}- It t z ~ "s: L “(*■ »i ’/i* •+• si t >. 

Pour quo les coefficients de cette subslilulion soicnt enlicrs, il fuul et il 
siiffii que Ton ail 

/ — s > l\ m ~ c» Hi I s-- n — s . n\ o ( mod ])) 

el 



Los Lrois premieres congruences peuvent toiijonrs (ilre r^soluos. 

[jCs Lrois no mb res mj, iii dlant premiors entre eux, on pent loujours 

Ironvor Lrois noiiibres ).i, pi, y, tols que 

/l ?.| -H ni\ Pi 4- «i V, = I. 

Los lrois congruences donnent alors 

S.I ~ /XiH- Mipi -h /i7| (modD). 

On Lrouve ais6menl nn noinbrc eo snlisfaisnnt 6 cetle condition, ainsi qii’nux 
in6galil6s (-) 

I) I) 

... ^ ^ 

Go nombre satisfera aux Lrois congruences 

I — ^ m — Sa ni\ ss u — s.. « , « i> ( mod D ) ; 


(') Oeci rusidle de la comparaison de I’cxprcssion de 0 avec I'expression obtenne ci-dessus 
do O.Tj.Tj.Tj. Comme les formes liii6aircs /, §■, h sonl inddpendanles, la substitution ainsi 
obtenue est ddtcrmin^c. (A. C.) 

(’) En rcalitd, unc dc ces in6galit(5s pent devenir unc dgalitfij pour colte raison, il acrail 
pettt-fitro prdfdrnble d’utiliser ics resiea positifs, c'est-il-dirc de ddlerrainer ej par 




et de mdme pour s, ct a',. (A. t'.) 
II. P. - Y. 
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car : 

I — 22^1 ^ -t- «vi) A (mod D ) 

ou 

I — ■ s2 A ^ ^ ■ — A A 1 1 1 I ) I ( A — A/i I ) V I ( /i/t At 1 ) 


ou 


/ — £j /) s / — / -h |t 1 13N — vi DM o ( mod D ). 


Soil done 

/ — 5,/, = /g [), /U — 22/»1 = /»)D, /t — sn/?l = /tg I). 


Los nomhres L, /tg sonl premiers ontro oux car lour plus grand conimim 
divLeur doll diviser L, M, N, qui sont premiers enlre eux. 

Les trois deriilcrcs congruences deviennonl 

(r) /s— Si A” A= /»2— £ioi3— S| mi^ /to— £i/t,i— s'l ^inod-^ • 


On pent toiijours trouver trois nombres Xg, p.,i, y,, satis fa isant. aux conditions 


d’oii 


Xi A -H l-'a/tt I •+-’/n /ti = o, 
Xg /g -f- [J.g //i I +V,( /ig = I , 


X ) / -4- p g /?l -I- V ) /t = J3 , 


Les trois congruences ( i ) donnont alors 

(2 ) ( X,| /o -I- jJg //to "I~ V') /tj ) 6 I , 

(3> (Xi/o-t- Pi/tij4- Vi/tg)— £t(Xi A-H V|/J;,) ES e', ^mod . 

La congruence ( 2 ) donne Sj., ol la congruence (3)e', ; on pent clioisir cos 
deux nombres do fagon qiie lour valeur nbsolue soit plus petite qiie la 

moitid de ^ (* ) • 

O'*' 


(•) Lc caloul de II. Poincare, qui deLcrmine les coefriciciUs I), 5, A, s,, e',, Sj, peut otre 16g6rc- 
ment simpiiiiu. II ne fait quo traduirc I’liqui valence aritlimetiquo, fi droilc, des miUriceb du 
Lroiai6nie ordre : 


A = 


A 





0 

0 t 

/n, 

«i 




1) Cj 

l 

A 

m 

n 

ct 

A,,^ 

0 

A 

/ttg 

>h 



1 

C, 


A= A^x i!, li maLi'ice unimodiilaii’e ct les iiiegiilites ci-dossiis pour Ej, e,, e',. 

8 est le p. g. c, d, des coefficients do /t; f) est Ic p> g. e, d. dcs in incurs rlcs deux, premieres 
lignes de A j D csl, Ic diitermiiiaiU de A. 

Pour suivre cnsiutc de prfis 1 'analyse etc II. Poincare, il sufliL do rcinarquor quo la Lransfor- 
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Cola poi)0, le sj^lcmc reidiuL s’{^oril 

x( r,,4~ 

I > -Qj + :j 

Les calc Ills do riiduclloii dii sys Ionic se [lartageul done eu Lrois parlies : 

i" CiilcLiI do a, Y, c; /, 7i \ h, ;/i|, «i; /a, A, D, on I’on sc borne a 

dos operations puremont alf^ebricpios el a dos rcclierclics do pins grands 
coininniis divisenrs; 

a" Calcul do Xj, p), V|, /, ,, p,,, y,,, on Ton a a resun d re dos congruences 
linealrcs Ires simples; 

inalioii 



tait cori'cspontlrc Ics vdlcui's eiiLicirs lies varialjles. 

On iieut iloniier a ^ la valtaiv C, i, c’esL-Ji-cIire tnmvei' lies valeurs etiliiii'es ),,, |j,, v, de 
j’, j'f idles qiie 

/, >,i H~ ni, lif 

(on le siivail d priori^ piiisiinc tn^, /i, sont iii'ciiners cnLre eiix). 11 eii resnllc 

/a, I y// |j , “1“ n'q = D q,-+- c,j, 

q, ' 1 / el Cj sont tiinsi fliUennines par la division (t’nn enlier jiar 1), Lenant eompte do rim'-gahle 
a sail sfa ire (restc alisolu mininmin, on rcstc posit if) 

On pout alors donner li q ct ? Ics Viilenrs q-i'-i cl ?t“o, c’csL-a-dirc trouver dos valours 
enli6rcs a,, [Aj, v, do y, a, idles qiie 

/>/, IJj+ — o, 

I ni |j n V , — D. 

11 on rdsullc 

I, et s, sont lunsi detcrnnndb par unc division par -• 

Enfln, pour ddtermincr e', , il sufllt dc donner a V), ? les valeurs 

— o “ f(| ^ ~ SI *7* St) 

done iui\. .r, j't z Ics valours 

A,= A,-~i/,A„ p," |j,,- i/.p,, v,'-v, — ry.v, 

il cn resulLe 

o <sa j ® I • 
d’oii la ddtcrniiniiLion do S, ct e'|. (A. C„) 
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(Jalcul de •(, , ou I’oti n’u qu’a clierclier lot. regies dc Irois divisions 

de noiwbres enliers ('). 

Dans tout ce qui pri^cede, nous avons supposii Cjue o- 6lail posllif (5t quc I, 
niy n dlaienl premiers enlre eux. 

Si a dtait ndgalif, on cliaiigerail le signe de 

Si m, n avalenl iin plus grand commun diviseur 1), on poscrail 
d’ou 

el de loiiLcs fueons on serail ramomi au cas quo nous avons ('!ludi(^. 

Uemarque. - Les consid^ralions qui pr^cedeiil nionlrciiL siinisaminonl 
qu’iin pared sysleme n’esi reproduil. par aucune subslilulioii liadaire. 

Exemple. — Soil a ri^duire le sjsleme 


Ici Ton a 


t + - — 4 
J ~ c I,)' — ~ • 

/ = I , //i = {, 11 = 


d — \ y 6 = G, C — I 


On trouvo aisemenl (- j 


*1 ^ — /- = -I* ( X — ( 8 A’ — G )' -JO z ) . 


(') Oh pcul lout nussi hicn remar([iicr (|uc la malnco A, ii’osl auLre qu’uiie malrice tic loniic 
rt^tluilc lie Hcriiiitc signnluc ct-tlcssus, (Note dc la piirtio G, p, iBi). I'llic pent elrc oblctuic 
pi'ati(|iieincnt cn inullipltanl A, .'i droitc, succcs.sivciTi(Mil par tics iiuitriccs iinimodHlaii'CS 
i’6«lisanl Ics operations : ’ 

i“ transposition tic dcu\ eoloimcb; 

a” soustractioii uiix dlemcnls d'linc colonnc dcs elements d’uiic autre rulonnc, niiiltiplids par 
un factcur enlicr convenabic, 

Les facteurs sont pris dc fn^on a rcnliser Ics operations do p. g. c. d,, puis u iinuuler tons Ics 
termes, sauf le p. g. c. d,; succcssivcmenl sur les lermes dc la prcrnifcrc ligiic, pms sin ccu\ de 
la deuxifime {Voir A, Les groupes abiliens JiniSy p. i8) : Voir aiissi ei~dcssous, 

rexemple nuinirique, p, 358, note (=), (A. 0.) 

(') L’lipplicalion li cet example da culrul dc II. Poincare, simpliGe oomnic il a ^Ic dit ei>dc.ssu.s, 
(note dc la page 35^), pent 6tre faitc en prenant pour formes /, g, h . 

/= X -)- — 2 2, I .) — 2 

5 - x — 35, y9 ~ /• ' o — 3 t 

h “ 2{\x — 3 j' -!- 10 5 ), /| — 3 to 
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d’ou 



I 

a = - j 

^ 'i 


>) 

‘ ” \) ’ 

/, = \ 

, ///1 = 0, 

'ii 


, w,= — 

3, n. 

) 

M = 0 , 

N = -1 



La transformation Ti.T^.T., s’6crit alors 


H- -h /?i S — 

tx niy \ iiz =z J Tfia -t- £2 

hx \- nii) -f- c = — £i e', ^ 2 ; 

£.. cst ddtGrmini par los trois congruences 

/ — ^ ^ (j 

m — £2/yi,=: '{ o (mOcI.L- 

n — t«ni = — 'j* 4 - 2 S 2 s ;=3 0 

‘ fi n’est pas besoiu ici de cherchor los uombros A',, p.,, vi, pour voir que ces 
congriiencGs se rdduisent A 


on 


Eoris r (mod 3), 


on !i Y -r I, S '- j; on calciilc 
D-r- 

Galcul de Ej : 


D -r- p, p, d. (— d, {), — 3) “3; I) — dclci'minaiU — 5(j ; 4 — jS. 

0 r) 


X,— av, “I, X|~3, [J., - 0 , V| = i; 

X[ -f- 3 p, — a V, I — 3 /i, -h 63 , </ “■ 0 , Cj = I . 


Gnicul de e, : 


Galcul de c', : 


X 3 -- «. I. 


A, — 3 V 3--0 

avj= 3 

h \i — lovj-^ — 3 = iH£j-h fi„ o, E, ^ — 3. 


Xj_ Xj =• 3, p j 0 , Vj „ V, ~ I { 

'i XjH- 3 Pj' 

La mntvico vidnite cst ninsi 


rovj aa 

- *8^3+ e',, 


0 U I 

A„ = 

0 3 1 


18 -3 


Le sy8l6me i'6duit esl 

9(P = (3 y,, H-?;,)S-ha(i8^,-3o,-f-/5i;2).?j, <? = -h ^ ; /=: 3^,-(-?a. (A. C.) 
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QiianL a /,, /y?t, on Lrouve immediaLcmenL 

/, = (j, //(.,= r, H', ~ (t, 


(Foil les trois conj^ruences 


qiii doniionL 


t| (I 

— i— £',:.= () (mntliS), 

10 -I- '> e'l S= O 


‘I = I) 


— 3. 


L(j syslomo reduil cherchti cst alors 


c’est'^“diro ( ' ) 


:/( I) 7)2 -+• 





n 





— (37)2H-^))--i- ”C2( — I8^2 — 3 7)2“)- 'juo) 
3 ns + ?-i, 


ou, revenant aux variables x, y, c’esl-t^-diro clumgcaul g«i 'Oi tin 
in en 5 (=>), 

— 4 ■2'’- “i- J 
3.)' -f- S. 


On trouveralt do m(5me lo system o reduil exLr6nio qui correspond aux 
>alciirs Ires pollles dii paramotro arbitraire X(^) oL Fon arrive an r(SsulLal 
suivauL : 

Pour que deux syslemos se composanL chacnn d’lmc foncliou lindairc el 
dbino forme quadra lique, ayaut mdmes invarianls el ren Irani lous deux dans le 
quatridmo cas, soient arilhmdtiquement dquivalenls, il faul el il snffu quo los 


(') II semble priifurable de priindre un cocfficietit posilif pour la matrice R ost aloi‘s seule- 
meiu imimodulairc (de dHerniiiianl — i ou -hi). (A. 0.) 

(*) Les operalions do reduction, par I'algorillunc du p. g. c. d. doiiucnt success! vcmont les 
matrices ^qui\utcntcs i A : 


0 

1 


— 2 0 1 


0 

0 I 

r 3-2 

4—3 10 

) 

— j 3 I 

10 -3 4 

i 

0 

i8 

3 I 
-3 4 


transposition des premiere et troi8i6ino colonnes; addition a la premifire colonncde In troisifcme, 
iniiltipH<5c par j, la matrice sc trouve alors viSdiiite (avec les restes minima en valour absolue). 

(A. G.). 

(^) L’applicalion de )a mdtiiode anx petites valcurs dc pent so fa ire cn transposant et A, 
nil cn reduisnnt la matrice, nprfis transposition des promi6ve et troisiimc lignes. (A, G.) 
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deux sysliMuos riiduils e\tr(jin(3s do I’lin (trouv^s comme il a litd dil plus haul, 
I’uii pour les valours ires peliies do A, I’nuLre pour les valours ires grandcs do 
ce parain^tre), so ion I idculiqiios aux deux sjsleines r(idiiits oxlr^mes do 
I’aulre ( ' ). 


]Stiicle sp^ciale du cinquieme cas. 


Supposoiis quo 

f lx m ) H- cl 9 = /24- 

oi\ g cL }i soul dos fonc lions lindalres dout les coefficiouls soul reels, mais non 
commonsiirablos eiiLre oux. 

Pour riiduire lo s^'slcnie J\ on chorclie la transformation qui r(^(Uiil la 
forme d(Sfinie 

, 0 f--\r — H ^ //- = 0 ; 

■ y 1* X* 

ot pour cola il fauL d’abord rJiorchcr Ic minimum absolii do colte forme. 

Jo dis quo, quels quo soienl A, g, h oL J\ on pout toujours clioisir a assoz 
petit pour quo ce minimum absolu soil obtenu pour dos valours Aj, p,, v, 
enliores, premieres onlre dies de a;, y, tellos que 

g = h^ 

Ges valours sont obtenuos en divisant les iiombves ralionnels {‘^) a ^ by c par 
leur p, g, c. d. La valour de 0 pour ces valeurs esl 

a A” ; fA = /Xi -H /upiH- n'lx). 

En offet supposons que le plus grand cornmun diviseur des coefficionls 
de gh soil E. Lo prod nil gh no pent dovenir nul pour dos valeurs enli^ros de g 
cl do h que si g ot h s'annulenl d la fois, et si eola n’a pas lieu, il esl an mo ins 
dgnl a E. 

Donnons done A a?, ^ dos valeurs entiAres difl'Arentes do A,, p, el y, ; si 

el h nc s’nnnulont pns A la fois, on a 


(’) Il esL acccssaire d’nlillser lea dcuv sysL 6 mos rfiduita, car ils ne aoiit difinis qu'i une 
transposition pres (suivnnt I’ordre adopLd pour les factoiu's g et k. (A. C.) 

(5) Ces nombres soul les coordonn^es (liomoKfines ou Lrilin^nires) du pdlc dc la droile /= o, 
relativement Ala conique 9 = 0 [p 3/|C, note (’)]. (A, G.) 
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Si g et h s’aimiilent A la ibis, on a 

= K = c = vi/, 

ou t esf entier et 

0 = ? ^ O' 

n’ayant lieu que pour t—\. 

Si a. esL assez pel it pour que 

« A^ < K, 

le miniiiium de 0 est done a 

Cela pos6, prenons un sysl6ine /, <j) quolconquo; il pout se prdsenLer 
deux cas : 

Premier cas ; a A^ < E. — Dans co cas le minimum de 0 se Lrouve iinmbdia- 
toinent, ainsi qu’on vionL de le voir. 

Deuxihme cas : a A-^E. — Dans ce cas on remarque quo I’on pout rom- 
placer le syst6me donn6 /, (p par le systfime 

od p. est un noinbre quelconque. 

En effcL : 

Pour que deux sysUmos/, cp ol/i, cpj solenL dquivalcnls, il faut el il suffil 
que los deux sysLdmes ^ 

/, el (piH-H/i 

soienl Equivalents. 

2’’ Les transformations HnEaires que roproduisont lo .systeme /. 9 sent les 
niEmes quo cellos qui roproduisent le sysLEnio /ctep-j-p/^; de .sorlc que, au 
double point de vue de I’Equivalenco des systemes et des tromsformations 
semblables, 11 est indilTerent d'envisagor lo systEme /, 9 ou blon le .systeme / 

et 9 + p /“• 

On pent done choisir p de telle sorte que 

(« - 4 - p)A2 < E, 

et I'on est raraend au premier cas, 
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Revenons done an premier cas : 

Le minimum absolu de 0 (Hant ainsi obtenu, oiFectuons la subslilulion 
lin^aire Tj : 

.V — Xj ^ “t- /.J H- X,J 
)' = |Ji? -f- [JiT) -t- 
c = V) ^ -H Vj H- v 


ou Xa, p.a, v.j; X.,, /j.i, VjjSonL des onliers lels rjue le d6lerminanl de T| soil 6gal 
u I. Lei formes quadratiques deviennent 


-HA.-rn-A.CpM- 

j .'I’l = y( A? H- A>f) -+- At^ |2-h f j^//).T| , 


ou ( ' ) 


A‘j = / H- /n (X 2 -t* u Vn, Aa = I )sn H- Hi fx^ -+• 


Los formes 




lii ^'h.T, 


ne coulionnonL que y) oL ^ el sonL par consequent binaircs. 
Pour achever la reduction, il faul : 


i" Chercbor uiie transformation Ta de la forme 


telle quo la forme 


^ = ?1 •+• Xo YJl -f- X’o ^1, 

Y} = X 1 nil •+• Cli 

S =: /i'q I -2- A'u ^ 1 1 



.Tl.T, 


soit rediiile, co qui determine /c', , /fa, /fj, ot telle que (-) 

“ <![[ Ao X'l -+- A^ X'« H— AX'o ~ ) 

?. n 

^ < Aa X-', A., /d. -- A/f ~ ; 

'A "" ' 

cc qui determine /fo, /f'o par une division par A. 


( ’) Celle pi'caiioi'c parlic dii calcul ii'csl pas diflerontc du calcul du qitalriimn cas (pour 7. 
tria grand); ci dcasns (p. 3oo h 35a). (A. G.) 

(*) Suivnnt la-vemarquc d6j^ failc(p. 353), I'mic de ces incgalitds pout devonir une igalitiS. 

(A. C.) 


II. P. - V. 
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3Ga 

2 ° Appliquer cclte I ran s formation Ta an systeine 

./T„ 

Les qualre coefficients 

/i /; I 

forment une substitiUion lln^airo binalre t entre yj , cLrji, ; ellc doit eti’C 
telle que la forme binairo ddfinie 

T„, 

soil rf'duite, cc qui esl f'quivaioiiL a la rt^diicliun de la forme binaire ind(''~ 
finie (' ) 

Galcul do (^Vi)-T. 

Le calcul de a, de Jh, pi, vi; Ao, pa, Val A,,, p;i> Vai /mm /‘’q tte pr(^hOiiLanl pas 
do difficuU<5, je passe irnmediateniont au calcul des coefficients de la foi'ine 
binaire riiduite (^A) .T. 

Soient 

3 = A 072-1- A'/'-f- A"s2-(- ijj/- -I- •} Wxz -H '> 

el 

Si = t'nrine adjoinlc do s, 

s 1 = A 1 .^2 H— A , j) 2 -)- A [ ^2 3 ]} I )''x 5 + y 1 1 1 .O’ c -f- y, 1 < j U'Y ^ 

on 

A,= K'iV~ H2, A'j = A A" - n'2, A'f == AA'~ 

i!,= B'n"-- Ali, ir, == f5"n-A']i', n'/= uir — A"n". 


(') La siibstiLutioii T, vernplace ilnalcment Ics formes liii6aii'es /, g, h en a*, j', s par trois 
formes en T|, s, dont les coefficients conslitueiiL unc mn trice 

A A, A, 

0 ‘ 

»i “ 

ou n cst une ma trice du deu\i6me ordre, definie au prodiiit pres, ii gauclic, par mic inntrice 
diagonale de determinant i ^de tevrncs 5. et La substitution '\\ eat alors de la forme 


T,= 


/‘o A 'a 


La substitution If), qui doit riSduivo B, depend do la valour de X (ce qui carartAriac ia r6ductioii 
continuelle); il en cst de illume de /.^ el /iq. (A. G.) 
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Les valeurs de a, A, r (^d(i(iiiio!> p. 346) sont, eu iippulanl II le disci'iiiilimnl 
do y, 

a U = yVi / -H H" fit ■+. 15', //, 

/> II = IJ" / ■+■ A', m -i- IJi //, 
r 1 1 = U’) / -i- It ) /)} -I- A ii , 


de sorle quo, si oi est le plus grand cominun diviseur de all, //II, cll, 

/ .= lli - [ill. . - 

Cl, les valeurs dc A.,, p ,, v, s’en dddiii.sont aisiimenl. 

La forme 

(/.v^ /ny-'r nz)^— h, r) 

se d(icoin])ose eu deux faeleurs lineaires eL elle esL (igalc i\ 

' b, c). 

Or, d’aulre [larl, cello forme s'dcril 

A]{bz — (\y)' 4- A ', ( r.c — (iz )- -t- A '( ( ny — bx )'^ 

, 4 '> It ( fiy — h.r "j ( c,/; — s ) 4- lj, li'( fts — 0} )( ay — bx ) 

4- 'I I}"(c4' — az)(bz --- cy), 

ainsl qu’on I’a vu plus haul, ou bieii 

!f>, f ( 63 — ry ), ( cx — az)i ( ay — bx) \ ; 


d’oh I’oii lire 


_ , -j I [ ( /; j — cy j, ( cx — az ), ( ay — bx) [ 

' “ ?(«, «) 

— ^ — vi.l )> (vi -C" ?4g), (ai/— Pi-r)] ^ 

“ Ph Vl) 


Uno premiAro remarquo imporlanle, e’est que 
posons done 


.. ..X 9 ,(/, m, . 

A)) pl) Ml— gi > 


^O-l, Pi' '^l) 

Gonsiildrons la Irnnsformation 

>.1 ),2 X'i 

Ti^ |J| p2 Pi 
V j Vo V;) 

ot appelous Li, les mineurs qul eorrespondenl i\ pi,, v,, de telle 

sorle quo 


X, L, 4 - pi Ml 4 - viNi ~ I, 
Xo Ij| 4“ p 2 id I 4~ v» Ni = 0 , 
X I Li p;) Al 1 4 - V I N 1 = 0 . 
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Appolons de inline La, iMo, Naj lJt^ iMtj N,, les iniiieiirs, tels quo 

Al Lw- IJy iMa-i- Vj l\j! — O, ).l jJl iM,| + Vl l\ | — (>, 

XiL< H- (ii M > + V. iN'o — I , ?.« L I jj j M 1 -f- V2 N • — tt, 

J. I L. -+- j; I i\f2 ■+ v-i = o, X i L I 't- (J I i\r I H- V I N-i — I 

On n ivideinnient 

[J J V '^1 ~ ^■‘1 *0 

V,./- - x, 5 = Ms?. 

/.) } — IJ I . 1 ' = Nj; '/J — Ns C , 

d’oCi 

riV/.T, = V9,|(LsO-I^.!0, .MsO, (N.,r)-N20|=^ i'-O'-! h- - t- HC’. 

avoc ( * ) 

P = YyU*-!. •'•ji 
II = I'Js) Ns), 

' •»0 = I'fs' N2)^~ M,f',,(Ls, Ms, N. ) -i- N Ms, N-)! 

Calcul du diecriminant Q-~ RP. 

On a 

~(Q3-RP)=i(I.,?;.,+ M,9',^-N3y,,0- ''l=» N..,)9.(U. Mo, No). 

Remarquons que I'on a identiquemeiil 

Ibi’me adjointe do 91= 0 H. 

Done, d’aprfis une reinarque ddj^i failc, 

-HP) = R?KN^M2 - NoM,), {L.,N2- 1.2 N.,). ( M.Lo- MoLd)] 

Y' 

ou 

A(Q*— = n»(>‘i. Hi, V| f = ^ <p,(/, m, «), 

;■ <^1 

ou enfin 

()2_ HP |.r, 

ou (/, m, n) = G. 

Galculons main tenant io plus grand conimun divisour de P, Q, R. Si E esi 
le plus grand cominun divisour des irois norabros cn tiers 

v(b3, Ms, N 3 ) -4- Ms 9 ', , (L;i, Mi, Ns) + Ns <?',,( Ls, Ms, Ns)], 

Ms, N.s), ?i(L2, Mo, No), 

Ces calcuh sont cles tvansformalions conmic', el mOmc iisHidles des formes qiiadratiqurs 
(ou dc la tlieoi'ie des conjqucs). (A. C.) 
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yE CiL le pliih grand comiuun diviseur dn P, Q, U, dc sorto quo Ic ddLerminaiit 
de la forme primilive t]; do laquolio csl deriv6e s’^cril 

- 11 _ lin; 

K-i* 

(ie ildterminaiit doil dire iin noinbre oiiLior. 

line fois les cooniclouU da g-li .’\\ cumins, Ics pruced6.s ordinaires de rdduc- 
tion dos formo.s liimuros douiioiil Inmiddialeiiienl les cocfriclenls do la substi- 
tnlion 7, CO qiii jiormoL d’achever conipleteineiiL la re due lion dii sy si cine. 

Transformations semblables . 

li’un des pr(d)l6mos les plus intdressauls quu perniel de rdsondreia rcduclion 
(Ics formos on dos sy.sLdmes do formes osL la reclierclio de.s subslilu lions 
semblables. 

Soil /', (p un syslcme do forines quelconques, algdbriquGinonl equivalent a 
un sjsUbne canoniqiie quelconque F, <l>, de telle sorte que 

/r= i = (I).-:. 

nanscerlains cas, lo.s seals qui soiouLiuLdressants an point de vne ariLliimilique, 
on pout Lrouver unc infinlLiS do substitutions t qni pormettent de passer du 
sysldmo b', an sysldmo/, 9; supposon.s done qu’ou ait i la fois 

/ ” 1 ^t:i( s == d’.'Ci, 

/•= F.'t.j, p = tll.Tj. 

Soiont T| ot 'la deux subslitulions a eoefficienli entiors, telles quo les 
formes quadra tiquos diifinios 

( ' h 3' ^ . Ti , I I , 

soiont rdduiles ; les sysliimes 

./•'i'll 9-'i'ii 

./'•’I'u ?•'!'! 

.sont par ddfinition des systiimes rdduits du s^'stdme/, 9. 

Si CCS deux .sy.stdme.s sont identiques, de Idle sorte que 

/.T 1 =/.T2, <p.Ti •= a.Ti, 


il cst clair que 
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eL 

Ti.T-J 

esl une subsliliuion semlilable du .systame/, 9 . 

Si done, dans la rcducLion buccehsive dbin system e, on roncoiiLrc deux 
systemes r^dulls idenliques, on peut en d(5duirc une substiuilion scinblnblo. 


Je dis que, rdcipi’oquement, on oljlient aiusi ionics les subslilii lions 
scmblobles, En cfTel; soil S nne parellle substitution; on a, par hypotlniso, 


SoienL 

el 


/.S=/> ¥..S = o. 


forme 3 -).'Ti,T|= reduilr, 


de telle sorto que /.Tj, 9.T1 soil un syst6me rdduit tie/, 9. 
On a dvidemment 


la forme 


/= F.-i.S, 9 ™ 'rnT(..S; 

( . S , S""' . Ti 


ost rdduile, el, par consequent, lo sysLdme 


/.S->.T„ 9.S-1.T, 


esL reduit. De plus, il esL clair qu’il est identique a /.Ti, (p.Ti, e’est-a-diro 
que la substitution S pout s'oblenir par le proeddd exposd plus hauL ('). 


Appliquons done ce proeddd au cas qui nous occupe. Soiont 

/.T;|, 9.T,i, 

deux systemes rdduits de /, 9. T*e premier do ces sysLdines rdduits sMcrit. on 
conservant les anciennos notations, 

-f- ( An /i] H- A,i /in -i- A/io ) v]i -I- { A) /I'j -1- A 1 /l ; -['■ A/i n j ? i 
ct 

[ A^i “I" ( An / 1 + A,( /n 'r A/'(j -i- ( Aj A I A I / 1 -t- A / q ) (^ 1 1 * ~i~ 1 . 


(') Un raisonnement aniilogue, hcaucoup plus succinct, cl UmilA scmblc-r-il, fi la condition 
ncccssRire, iivait 616 fait dans Ic iMemoire siir les formes cubiques (p, ai)7). Voir anssi la Note 
ci-dessoiis. (A. U.) , 
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.T 6Lant une clet> riduiles tie (^/t).Tj ; le second s’ecrirail d'une fagoii 

analogue 

A -h ( Ao - 4 - A 1 4 '1 -h A 4 " ) -02 f Ai AT -}- A,, AT -h AA T ) ? ■ 


cl 


I Ab -i- ( A . A 4 - A;, A '' -h AA S ) -f), ( Ao A A , A T 4- A A T ) ^ . \‘^ -h ( ^--A ) . 3' , . , 


[gh) >T ] .TT\ dlauL une autre rddiiito de {gh).Ti, telle quo la siibslitiuion tti 
s’ derive 

■(] = A'; fi2 4- A'i'^,, 


Pour que ces deux sysLeiues r^duils soient idoiiliques, 11 fauL et il sufiil que 


' 'ft. T = . 

A>. A I 4 ~ A,t a 2 - 1 - AAu = Ao A'J -I A , A^i- A A " , 
A2A', AiiA'sH- AA;, = AsA’T-h A,, AT-;- AA',;’; 


les deux dornifires coudilion.s 6lant 6quivalenLes u 


A2 A’, -I- As Ao ~ A2 A , •+■ A;) A t 
AaA;-l- AsA'.esAsAT-!- AsA'T 


(mod A). 


Glierclions d’libord les substLlullons r, qul reproduisent (^^/i).TiT. 
(^^/i)/r|T esL lino forme binaire inddfinio; supposons qu’eile soil 6 galG a un 
coeflicienl constant niultlpU 6 par iine forme primitive 


ti; = yy-f), /’Cf. 


II est clair (‘) que la forme 4 ') el consdquont la forme («A).T]r, est. 
roproduilc par la snb&tiluLlon 

-f|, = (/ — f'tiU, 

?i=7Ui ri2-h(/-l-//n)C2, 

on t Gl u soLit dos ontiers satis fa isant it 


li — ( ys — f’p '^ui^ I , 

si la forme iji est proprement primitive, ct on a A ct 2 U sent dos en tiers (■^) 


(‘) I’ar CO votmble, II. Poiiioiini no rld.signc pas 1111 raisonncmciiL ovitlciil, mais liieii dcs pm- 
pri6l6s u cotiniios » des substitutions a a to in ovp lies d'uiiQ foi'rne quadiMliqiic liinairc inddfinip 
(on oncoi’c do I’l^ipiation dc Pcll-Fcrin.U), tics siibstitutioiis pen vent iHrc nbteiuies par le cldve- 
loppGtnenl an fraaiion continue do \hp — 771, on pur la I'iilactlon caniintialle de la forme 
qiiadratiqnc iiulefinie 4* (u'l oxcmplc nurnfirique dc relic red notion est noLaminent donn6 
ci-dossons, p. 388), (A.G.) 

(=') 11 vaiulrnit pcnl-iliLi'c mieux dire qiic I ot u soiit Ics moitids d’uno solution pnirc dc 

— — 7 J 7 ')m’= 4 * (iV, C.) 
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satisfaisanl a , , 

'\i-— \ 

si la forme est iniproprement primitive. 

Si I’on applif|ue celte substitutiop a 

r A . ky -f- Aj A. )vi, ( A‘. A". /.; )?1 . 

il vienl 

f { A • ki -V' At /i 2 ■ ( Ai /.’i -H A-i /. 2 )pu I '»J-> 

[rAj/.'i A-.A',K/ “ V'')' Aj4s)/>f/]1^2. 

L’aulomorpliisme de f esl 6cjuivalcnl aux conditions 

( AiA, -H Aa/is (A‘j/.'i AsA's )y>« A* /. , H-A.iAj j^modA) 

1A2A’,-' AtA-j )(/ -- yw » — f A2A1 Aj A'2)/}M A" A'l AjA. 


oil, en posant 


A.Ai-:- A-.A2= 1-, A 2 A; AtA-2 = «!•, 


i’/ -I- ?<(y;ir “ qv) ss v 


(mod A ). 


Soil p le plus grand commiiii diviseur de p, iv cl A; soil or celiii do 0 ol do O’. 
Ces deux congruences peuvont 6lce rcmplac^cs par los snivantos (•) : 


i' (f r 

-( / ~ qii) A pu £=3 

O' ^ ^ ^ 

ru H (/-I- — 

<3 Cf 



Miilliplions la premiere par ritf la sccondc par t — (jii el ajoutous; inultiplions 
de m^me la premiere par AH-i/m, la secondo par ~~ pu^ et ajoiitons. Kii 
remarquant que 


on a 


d’ou 


[ru^- ‘^'(/-ryiO 


iV 

cr 


- (A-I-^rw) ~ ^pu 


V 

tr 


rv — 71 V' 

■j, u — 

a 


2« 


ff 


f> 



(') Ces congruences peuvent fitre exprimees, en notation inntricicllr, par 



m 

I 1 - rpi ’ 


ou (I csl le p. g. c. d. di* v, tv et p Ic p. g. e. d, de c, »>, A (divisour dc c), (A. C.) 
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Soil 0 lo |)lus grRiul com 111 un diviscui’ tie 


;■() — y,i,i fyl' ~ A 

a ^ cr ^ 0 


Ges deux congruences se rddnisciiL a (^) 




3(ii) 


I* rc inter ctis. — La forme pj;- ^-(looy ry~ esl propremeiiL primitive 
el csL impair; u cl t dolveni cUrc entlcrs. idaus co cas, los congruences se 
riiduisenl a 



on 


t ^ I ^inotl — ^ ■ 


(') Ce culaiil eL lii tliaoussion sulvuntc pen veil I lUrfi lifjei'eincnt prceisea el eoiuleii'si;'!. L.i 
cunditioii inatricielle elaiil lioi’itc ; 


X 11 I — S II - ~ i) ^ mod ^ ^ 1 { note precii 


preccdcnle ), 


oil en (leduit dea consequenees, en la nuilLipliaiit par 

t -I- (ja 1 a 


i±S-||, 


— pit t — tju 


(la foriiic do S ' i ('.‘lUltaiit de I’l^qiiation de Pcll-I''ei‘fnat, vcrillee par I eL a) 
On olUicnl niiisi 


X II S S ' — 2 II 0, 


- - llxl|S-S MI--.-0 


“ X ( •! « — a ) -= o, 


~p 


X ^ 0 


(imuli); 

(modi), 


ec qui eat eipiivalcnt 6 


•it — 2 ^mod^^i iH o ^iiiod^^! 


oil 0, ili^si^ne, eotnnie il cal dil, Ic p. g. c. d. de 

A <n> — piV Vl> — qw 

— ( ) 

pa ff 

Ges conditions ndoessaires »e soul pas toujours siiffisanlca. i'’n lea eorivnnt 

A . A , 



3^0 reduction simultanee d'un SYSTLME DE I’ORMES. 

Deu'xicme cas, — I.a forme px'^ + 2<(X) -1- O'" proproinenl priinilive; 
e&l pair. 


Duds cc ens, u el I dolvcnt ^tre enliers, cL I’on doit avoir 

4 »)’ 


d’oii 


el 


u ^ o 


rv — q\v qv — p\v 

If ^ u i — 

7 7 


/S 3 I 


SL. {) ^IDOd I™ ^ 


De plus, 

el, d’aiilre part, 


CL 




iP? „ ~ V"' 

A ctO 


A 7() 


doiveiil ^Ire de mdnie paritd. 

Or ^ et — ue peuvent dire pairs tons doiix; de in6mo .f--— — ^ el no 

peuvent ^tro pairs lous deux. 


et Ics portnnt dans les conditions initiales, on obLient 


,, v ,qv — pw 

t' - -i- U J- / “ 0 

7 aO 

„ J\* , VV — (7(V 

t' f- u' j-i— - 0 

7 oO 


II eu resulte les conditions nicessaires el aunisniUCB : 


( mod “ ). 


1 { I" cfts). — - impair : 
P 



(,nod^) 

; It " 0 

A . r 
■ - pair, “ et 
P 

qv — pn> 
7 O 

(V 

oil 

0 

(mod A). 

It 0 



(V , rv — <i\v , . 

et — de mcine panic : 


3 (3' el 5* cas). pair, ~ el 




respectivement : 


7O 
A\ 


el ~ et 


(V rv ~~ rjw 


— do pari Ilia dilMrcntcs 

/ . A \ 
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Cola pos(i, il pout se prdsentcr deux cas : 




ol, d’autre part, 



/’(' — qiv 
<r 0 



— }nv 
^0 
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soul du mi^ino parild, cL alors los congroiicos sc rdduiseul a 


T 

i 

11 ! 

0 

> 

/ — 1 s K 0 1 

[ moil - ) ; 

\ ‘>91 


^ P/ ’ 

a" On bicn los nombres 

ir / 

— et - 

•(' — (pv 

— t 


Cf 

<t 0 


ou les nombres 

cjv-pxv 


«r 

aO 


no sont pas de mdnio par ltd, et alors les 

congruences se 

rdduiscnt 

7 — 1 ^ l£ 0 = 0 

(mod-). 



Troisibme cas. — La forme 2 csLiniproprement primitive. 

Diias cc cas, aw el 2 ^ sonl entiers, el Foil Lrouve immddialomoQl 

?iiOES')(7 — i) = n ^inod ~ j > 

0^1 (mod?), q-—rp^i (mod?). 

Mais cola iFost pas sufOsant, il faul encore quo los parlt^s do 21/ ct de 9 .t 
salisfassent a ccrlaines conditions. 

D’abord •2.11 cl 2 1 doivenUtre do mfime paril 6 ; car 

/\C-— rp) u^= 4=0 (mod 2j; 

d’od 

47 ^s 4 <t 2 ; ct 

Deux cas a considdrer : 

i« Si - cst pair, 211 el 2 1 doivent dire pairs, a cause dcs congruences 
P ^ 

awO s 2(i — i) s 0 

Gl COS congruences se rdduisent a 

0 Si 7 — I s o 
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EtivisagcoQs inaiiilenant Ifts congruoncos 


Puiiqno 




H?) 


yj E 2 ^ 0 ( mod a), <7 =3 I ( mod a }, 


(> piv — (jv 11 ' (jn> — / (’ 


( mod a ). 


Posons done 


/ ~ I = — T, // 0 — 

ap ap 


ces congruences se riduironL a 

'j') ^ ~ (t “h u) ^ 0 (mod ‘>) 

• \> d’ • 

ou, pinsque - et — sonL premiers entre ciix, 

T :s u (mod a) 


/ — I 5 = 0 


(m„d^) 


Si - osl impair, 2 / eL aw peuvenl cLre pairs ou impairs, el pur cons(iquonL, 
P 


i el u peuvenl 6lre enlicrs ou fraclioniiaires. 

IjGs congruences 

? n 0 ^ a(/ — i) s 0 ^mod y j 
(Equivalent nux suivantes : 


a (/ — i) -- -h a (( 0 0 

c 7 O 

/ i \ u' ys 70 ’ — ri’ 

a(/ — i) — h a (iO i — ~ — =5 0 
' O' OlJ 




lesquelles (Equivalent aux congruences (?), pourvu quo les noinbres 




, , . (P . Oiv ~ n> 


soient enliers, ce qui exige que 


' ' a oil 

o oO 


(mod a), 



RtDUCTION SIMULTANEE D'uN SYSTEME DE FORMLS. 


37) 


ou 


on 


^ I y ( / — i) 4- 2 k 0] s [2(^ — i) H- y uOJ 0 ( iikkI y ), 


'j( l — 1} £= ‘j,un (mod *>), 


R(isiunoiis-noug. TjC problem e des Irans form a lions semblablcs sfj laincnc an 
calciil dc uombres t QVu sallsfaisant k cortaines conditions. Cinq cas peuvoiiLso 
pr(5soiilGr, puisijiie Ic denxieme oi le Lroisitimc cas so subdWisciit. Soil 

q‘i — rp = o, 

Premier cas, — L cl u sonl enliers : 



Deuxihne cas, — ^ cl w sont on tiers : 

0 = r , / — 1 n 0 Hs o { mod — ^ 1 

\ ->?/ 

/ — I «0 ^ 1110(1 ^ j < 

Troisieme cas. ~ t q\.u soul enliors : 

t^~~Qu-~i^ / — 1 nO I) 

Quatrieme cas, — i el it sonl enliers : 

(' — o u- = I , / ~ I ~5 n 0 - o 

/ — 1 53 «0 ^iiiotl * 

Vinquihne cas. — ot 21/ sonl enliors el do m 6 ino pariid : 

4 ^--- = 'j. *>(/ — i) S 3 y jiQ E 3 o ^inod^^i 

Nous allons mtiiulouant disculer ces conditions (^). 
Considdi’ons los nombvcs complexes do la fornio 

a-\-b \f^. 



(>) Co n’cst pos, li proiu'cinent parler, une discussion dc ce qm pricfcdc, inais uiie nmrc 
expression des condi lions, oblcmio cn iiLilisnnt Ic corps quadra Liquc ddfini par i/fl. (A, C.) 
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(Jn sail quo los noinbi’es cnticrs do coLlc foi’mo, qiii siUisfontii la condilioa 

a'J- 62fi = 1 , 

sonL Ics puissances d’un cerlalu noinbrc onlicr cornplc5.f! 

«j -h bi /ii. 

Dans Ic oas pai’llculiGr oii osL impair ('), il pout arrlver aussi qu’un 
uombre comploxo fraclionnairo 

r H 


oil c ol d so lit ciitioi’s, inais impairs, salisfasso a la conclflinn 

c- — = /\. 

Dans cc cas, Lous les nombres complexes oiiliers do la forme a H- 6 \Ai, on 
fracLiounalres do la forme gont les puissances il’un memo nombre 

fracLionnairc 

Wi -t- //] \Jii 


Nous roLrouvons, on passant, uno remarque d(5ja falLo nuLrofois par 
Eisenslein (^). Je dis qu’on supposanL que ce nombre cxisLc, il osL la 

raciuo cubique do En ofl'et, a\-\~b\\Jtl osl uno puissance do 

ft , dy \Li ^ peiuc de cos ])nissanccs qui soil un onlicr complexc. 

Or, puisqiio est fraclionnairo cl ([uo 

cj — dj — 4i iJ Es I (mod a)j 


on a 


De plus, 


t'l c/t ^ I ( mod 


c'l-'-iii v^V ^'1 + dfil ridt 1 — 




v/n; 


(’) U (supposd sans faclear cai'r6) doit mime ilrc multiple tie 4 plus 1 , pour quo ~ {c d \Ul) 

so it un entier complexe, e’est-i-dire soil zero d’un polynomc norm 6, h cocfncieuls ciiLiers, qni 
cst (dors 

a;’ — c:s-hi, c ' — /| — f/*n, (A, C.) 

(2)11 seinblc' qne 'dans le travail sonmis i\ I’Acadimic (ci-ticssiia, p, 33j), II. Poincari nc hc 
soil pas apevgn que cette pvopvidli avnit etd signalce par Elsenstein {Journal de Orelle^ 1 S 44 , 
p. 88, « Aufgaben » n" 10). 
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Ol’ 


Cl ^ 1 ( tiMxl y ') , 


done la douxiemc puissance osL fracllonnairc. 

Au conlvaire, 

ri r/, !1 Cl <'/; i> j f r f/] -I- r/.' 12 




/n. 




cello vnleur so stinplifie a cause dc 

rf = ,i din, 

CO qui doniio 

* 2 ‘1 ^ ' 

Or, il osl clalr {jue 

I -1- r/{ 12 3 -t' fl\ 0=0 ( inotl ? ); 

done la Lroisieme puissance esL enticre el ollc est rigale fi a\-\~b\ y/£2. 

Celle retnarque [jcrmcLlra loiijours do reconnaitre si Ic nombro - 
exlslo. 

Ilia rdsumi^, ies nomhres f el a sonl lels C[uo le ndmbre comploxc (') 

/ H \fU 




soil uue puissance suivnnl los cas do 

«i-i i>i \/£> OLi dc 


c, -1- ilx 


Nous allons voir comment la ihdoric dos congruences complexes pcrmel dc 
Irouver Louies colics do cos puissances qui romplissent los aulros conditions 
aux({uollos sonl assujcllis les nombres t. cl u. 


{*) II, Poincart^ rappoltc ici la g6a6i‘aliori (lc3 unites (ou tU viseurs do I’linilc) cl a corps quaclra- 
tique olios sont consLiluics par Ies puissances cnti6rcs, positives el udgalives, de I’une 

d’enLve dies (groupe cyclique). 

Les unil6s, de normc positive (egale i\ -hi), que IL Poincarii utilise scales (substitulions 
niodulaii'cs), sonl, snivant Ic cas, les puissances de cellc umt6 on de son caird. (A, C.) 
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Des congruences complexes. 


Nous dii’ons quo deux nombres complexes soul congrus 

[lar rapporl au double modulo + \JQ. el y + 5 cl nous dcrii’ons ( ‘ ) 

<( h ’s=c-\-d \fU [ mod ( y -1- [i 7 H- S ) I 

quand on aura 

a = c i y -r- 7 n , 

h = d~\~ [i/n -I- S/i, 

m et n dlanl dos enliers. 

Si I’on repi'dsenle Ic aombre complexc a-\-b\/il par un point donl Ics 
coordonndes sont a ot 6 et si I’on diviso le plan on paraUdlognimmes ajaut 
pour sommels 

am H- 7n, {im on, 


a des nombres congrus, correspondent des points corrcspondanls do co 
rdseau paralldlogrammatiqno. 

Repriisentons ce rdsean par la notation 


do manicro a poiivoir (icriro 

+ 6 \/0 s 'c d \/ O 


mod 


y 7 
[1 (, 


) 


CG rdsoau pout 6lrc roniplac6 par un rdscau Equivalent, ql, parini les rdscaux 
Equivalents, il y on a tonjours un, plus simple quo los aiilres, qiii esL do 
la forme 

I fill 

[uofr inon MEmoiro Sur un mode nouveau de representation des formes 
quadrat iq lies d6finies ou ind&finies (XLVIP Gahior Aw Journal de VEcolc. 
Polytechnique)'\ ( 2 ). 


(‘) It semljlc que a, p, 7 , 8 sont implicitemeiit supposes entiers. Lo modulo uinsi ddrmi est 
soiis-moclulc (le I’anncau des entiers ^ 

(ic, enlioi’s), 

ce qui n’est pas toujours I’cnsomblc des enlievs du corps (nolnmment dans Ic cas ou (J a un 
facteur carrd, ou s'il estcongru ti r, mod l\), (A, C.) 

(‘) Ci-dessu 8 , p. 117 i 180 . 
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Par rapporl, i\ im rdscaii quelconquo, Ics nombros cnlicrs coinploxes sr 
r6parLi.ssoiiL on un iionibro (ini do clah.ses. 

Doux cuiigi’iicncos complox( 3 S pen vent loujours fitre addllioniK^es si olios out 
li<3u par rapport an nuliiio rdscau. 

Si lino oou{> I’ll our 0 coinpicxo a lieu par rapport a deux riiscaux dill'i^rents, 
olio a lion par rapport lour plus petit couimun multiple. 

'rdlos snnl l(‘s res semblances des coiigruoncos complexes ct des congruences 
orilinairos; voici line dilVbronco iiuporlanie : uiie congruence complexo no 
pout pas tonjoiirs iHro multi pli6o par un nomln’O oulier complexe. II fan I, 
pour cola, quo leriisoau qiii sort de module suit un nombro complexe idi^al. 

Do memo, [)our quo I’on puisso divisor line congruence complexo par im 
no mb re on tier coinjilexo, il faut el il .suflit quo le modulo soit un nombro 
complexo iddal et soit promier avec le iiombre ontior comploxc par loquol 
on VO lit divisor la congruonce, 

Pour Inutes cos propositions, jo renvoio an Mdinoiro citd plus haul. 

Done, on I’l'jsumi^, si le modulo ost uu nombro complexo idtial, lo calciil des 
congriionco.s complexes ost lo nulmo quo cclni dos congruences ordinaires. 

Uappelous onfin los conditions pour qu’iin riiseau 

O' Y 

p o 

soit iin nouiliro complexe iddal; co sont 

Uno proposition importanto : 

Puisqiio lo oalcul dos coiigruoncos complexes a}” an I pour modulo un nombro 
complexo idbal ost lo mfimo quo celui dos congruences ordinaires, Ics rdsidus 
dos puissances d’nn noinbi’o cnlier complexo (par rapport a un nombro 
comploxe id6al promier avee lui), so re p rod ui sent p6riodiqucmonl (*). 


(') I 5 n I’dalili, il s'ngiL ici d’lin itltSal daiii I’iinncaii des ciUieva 

a; -I- 7'/^ (a', 7 " PiUicrs), 

(|u[ n’ost pas n^cossaircmoiil I’cnsoinlilc de toes lea entiera da corps n(\/fl) {voii' ta Note, 
p. 376). (A, C. ) 
n. P. - V. 
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Galcul de t et de u . 


Nous pouvoas malnlcnant calculcr ^ el u] nous savons quo ( ' ) 

l-'r-ll [ui-h Oil I H- H \Jli = (ot f/i 

m Giant uii onllcr qui va 6 Ire cliilcrmliu^ par uno coiigruonco oouiploxc. 
Exaniinoiis siicccssivemcnl les cinq cas qui peuvont so prdsonlcr el quo nous 
avoES ennm(ir(5s plus haul : 

Premier et troisieme cas, — On a 

/ — I » 0 i o ^moil . 

On pouL done dcrlro la congriionce cenuplexe 

/ .> 

f i- U i/lJ =3 I I 1110(1 ^ 

\ A 

\ P« " 

f.c modulo do coLlo congruenco est uii nombre complexc idiial; car 0 dlvisc U. 

Si a\-\~b\\l^ esl lo plus potil nombre enlier cornploxo donl la norine soil 
I’unild, on aura 

i ((/, : hi 

d’ou la coiigriicnco 

((/i-i /u )"'-•= I. 

Si I'on fail varicr ni par valours onliriros, on vorra los rdsidus do 

(«i -h so reproduiro pdnodiqucmonl; si k csl lo plus poill nombre, 

lei quo 

la coiidilion ndeessaire elsuffisanto pour quo 

(^^1 ••f- i] \/D.y''' ^ \ 


esl 


m ^ 0 (mod k ). 

Do plus, on vorra it, com mo pour los congrueucos ordinniros, quo k esl 


(>) rc aalcul nssei^ long .sembl^pouvotr tUve .implifici cn ulili.aril miiUiodunicmcnl. I’anuciui 
(ic tons les cn tiers du corps U(y/o) ei les idiauv de cc corps {mir la NoLo, p. 3g3). (A. C.) 
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:i79 

im (livisoiir du uoinbro dos n^ulns premiers fivoc lo nombre id6nl 

A 

(» 

P 

A 

pi " 

l)e irubne, on sail ([iie, a idaiiL j)remlGr avoc h, si k esl le plus pelil nomlire, 
Uil (pio 

I (iiKxl/j), 

/, e.sL un (livi.seiir du nombro ties res id ns (pris pur rapporl a b) eL qiil sonl 
promior.s aveo h. Nous avons ici tm rdsuUal analogue qul se d6monlroraiL 
idcnliquemont do la im'me fa eon. 


Dcuxicnui cl. tiuaniiimc cas, — On a 


n 

( imid ) , 

t __ 

I It 0 

( mod 


\ ■>?/ 



\ P/ 


CO {jui dquivauL i\ In cougruonco complcxo 



Lo ino(lul(5 os uil lui nombre complcxo uMal? 

Le.s CO udi lions 6 ai)nc(!:e.s plus haul se ildniscnL ici a 

0- U ( mod L> 0 ) 


on 


(mod a). 


Dans lo tpiaLridmc ca.s, la forme 2 q Xf ^ ry^- esl improprcmcnl 

primilivo : son discviminanl e.sl done impair; done 0 cl sonl lous deux 
impairs, c’csl-A-diro quo la condilion esl remplie. 

iWsumons los bypolluisos rolalivos an douxifime cas . 

La forme 2qxy-\-}'y'^ osL propremonl primitive ; 

Pj osl pair; ^ ol sonl do m 6 mo paril 6 ; ^ cl sonl de 

mdmo parild. 
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Oa peiil fa ire sur les paritds de </, r Ics liypoth6ses suiviiuto.s 


( l') 

/, =3 <7 /' 1 


( mod ■(). 

(•>) 

/, s r - I 

q ==''<) 

( mo(l ) i, 

(3j 

I 

/• 32 O 

(mod a,), 

(•U 

<f r^\ 


(mod •>), 

( 5 ) 

p~i q- 

-- 1 -3 O 

( mod '> ) 

(0) 

r = 1 q-^ 

-p-o 

(innd •> ). 

Dans Ics hypo the 

ses 2, 3, 4) on a 




a IS I 

(mod a), 


d’oii 

o 

(mod a) 

• 

Dans 1’ hypo these 

I, on pout supposer 



ir ^ r _ 

o (mod 


mais alors 





qr—pir 

(iiiod '} ), 


cr <j0 

CeLLo hypo these doit done fitre rojcldo, aiusi quo 


et, par consequent, - et no sera ion I pas do indme pariie. 


On doit done supposer 


(P V 

— :=5 I, “ ~ 0 ( 111(1(1 n). 

d Q 


(t> (• ^ , 

— £3 - I (mod ‘J )) 

j or 


d’oii 


rv — «y»’ _ (fv — ym> 


o (mod a); 


d’ou, puisque -■ * " ~i (mod a), 

0e3o (mod a). 


Dans l’hypolh6so 5, on a 


= 2 (mod,) 


et 


IV — qi%> 


0 (mod a). 
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Oil no poiiL done supposcr 



(p 

~^i, 

V 

1 

(mod 2 ) 

Soil 





a 

IV 

— s= 0 
<7 

(mod ?). 

Dn aura 





</p — piv 

a 

^P J)iV 

oO 

s I ( mod 


d'ofl 


0 = 0 (mod a). 

Soil mainlonnnt 

p «• , , 

~ S3 — Hs I (mod 5 ). 

On aura 


rv~~fjw qi,—pw 

o, i i — =5 I ( mod ?). 


Cello hypolhSso doll done dire rejetde. 

O’aillcurs, il esl clair quel'hjpollidse va se Irailor comme Pliypolhese o. 


D’ou il rdsulie que deux cas pcuvenl se prdsenler : 
Pvemibre hypolhhse : 

0 ss H (mod a). 

Seconde hypo these : 

il 

Oso, (mod?). 


Dans la promiere hypothdse, le module de la congruence complexe 6tanl 
uu uombro iddal, .toul se passera comme dans lo premier el le iroisidme cas. 
Dans la scconde hypollidse, il s’agil de rdsoudre une congruence complexo 


( <fi bi l -h u \fu mod 


A ^ 

2p p 

ft 

*) &0 


donl le module n’est pas un nombre iddal. 

Soil 

/'-h I- 

I 

Quelle osl la condition pour que 

(/ -Mt \/fi )(/'-!- h' y/fi ) = I 



REDUCTION SIMULTANLE D’UN SVSTFME DE FORMi’S, 


On aura 


u I) =3 0 = 0 


! — \ =^ U (J, /' — [ f/'O 


I mod ^ ) , 

\ ’'P/ 

/'() ^inod 


SoienL 


i^iir que 


y, n = y/,. 


u’=y'/' ‘i^ciO. 


{t h It v'iO (^'-1- ' = f) 


il laul cl 11 sufliL que 


/’ U Q -r- »'/0 ~ {) 


•' H(f = 


A = tl' 1- iiu'il — l' u 0 — lu'^ — I o 


A = ('(/'— i) + (/ — i) H- y-),)/ toO — >. iX') 


A £s vOa'/ aOX -H a - — O'0(^' /. -i- /. /') 

A 5 -aOJ.([ — ssa^0XX'((i) — (I) 

de sorto quo la condlllou cliorclu^o 

A s= 0 ^nujtl 


(^inod 


so r(5dull a 


Or, par li3q)olliesG, 


(//./«'( to — 0; () (iun(I'>). 


0 =5s I ( inml •> ). 


11 faut done el il suffiL quo Tun des trois uombros c/^ X, >/ soil pair. Or, si 1 cst 


pair, on aura 


i u \/U = I ( mod 


Ell riisumii, si deux noinbros complexes son! congrus A i par rapport 
au module 

I f A ^ A I 


.A 

I’ pO ^ 
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0 1 ( mod ? ), 


tic lollc lacon (jue Ic module uc soil pas uii iiombre id6al , pour quo lour 

prodiiil soil 6galemcnl congru u i, 11 faul ei il siiffil qne — soil pair ou quo 
I’lin ties deux noinbrcs donnas soil congru ili i, par rapporl au module 


Cola posd, nous pourrons, dans I’liypolliesc qui nous occupe, distinguer 
deux cas : 

I*' CHS csl pair. 

•» pO ' 

Alors Ic produil de deux noinbrcs congrus a i esl loujours congru a i . 

Si done A* csL le plus pclli des nombres m qui salisfassonl a la congruence 




Lous les aulros sonl des inulllples de A', c’csl-u-diro que ionise passe coinnie 
si le module dlait un nombre complexe idial. 

Nous devons loulefois faire uno dislinclion imporianlc. Dans le cas ou 
le modulo elail iin nombre complexe iddal, les nombres 

(ai 4- il \/q)”' cl (ui H- i| 

• blaicnl congrus entre cux quel quo soil m. 

Ici cela n’a plus lieu eii gfinoral, A moius quo 


/ 

^ A 

I mod 

‘>p p 

\ 

A 

\ 

ypO ° 


(ai-h ii = i 


A ' 
o — 

P 


mais on a loujours 

( rti + i I \/U)'» hi s/ a f mod 


A 

p 
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do soi'le quo la pdriotle c^l, en gdudral, non pas A, mais 2 A'. De plus, A cst un 
diviseni' dti nombrc des rdsidus pris par rapport au nomliro iddal 

A 

0 — 

p 

A 


el premieis par rapport a ce nombro id^al. 


2 “ cas 

.Soil 


(i 5 ) 


A 

— - est impair. 

'jpO 



line solution quelconquc de la congruence. Cello solution nous fournil unc 
substitution semblable du sjst^ine /, 9. Le carrd de ccLlo substitution ost 
dgaloment uiie substitution semblnblc, de sorlc qu'on dolt avoir 



Or, d’aprfis ce qu’on a vu plus haul, cela ne pent avoir lieu quo si I’oii a 


(■>()) 





A 

9 

a 



On pent done remplacer la congruence ( 25 ) par la congruence (26) dout 
le module est un nombre ideal et on est ainsi ramend aux cas d(Sja 
examines. 


CuKjuteme cas. — at et 211 sont entiers oL de m^me pari id : 

4 /-— = 4< 2(t — i)s2u0 ^inod < 

Ici le iiombre t-\~ u pent ue plus dire entier complexes mals les nombres de 
la forme a-^b\/^^ tels que 2aet2b soient entiers cl de mdnio pari td,jouissent 
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do propridtds qai les rapprochonl dcs uombres entiers. Nous Ics appellorons, 
poui’ ceLlc raison, uombres inlegres (‘^). 

La sommo ou le prod ml de deux iiombros iul6gres est uii nombro integre. 
Cela posd, on devra avoir 



GQllG congruence pouvant fiLrc resol iie, soil en noinbres eii tiers, soil on 
no ni bres inldgi’cs . 

Je dis qn’une congruence prise en nouibros inl6gres par rapporl au modulo 

A 

i>P 

(I 


o 

A 

•*pl) 


pouL fitro muUiplI(5e pur un nombre integre quelconque (®). II siifiiL, on cflcL, 
do fa ire voir qu^on peul la multiplier par 

i 


el 


Soil, on cfFcL, 


a -h b sa o, 


On a 


A , ^ A 

2 p ‘ 2 pd 

a el (3 6lnnl entiers pendant quo « ~ et j3 A sont do memo parild. 

P P“ 


En in ulli pliant par \/^i, il viont 


»/Usso. 

' ypO 2 p ’ 


Je dis que cette congruence esl v^rifide; on efiet, 



(>) Ges nombrea integros nc sont quo dcs uombres entiers algfiln-iqucs, au sens do Dedekind, 
c’cst-k-dii'e dcs zdt-os d’un polynome noimc, ii coefneients entiers (ordinaircs). On n sigmilo 
qu’il y aufait avantage il Icsuttliscr «i6lbodiqnement. (A. C.) 

<’) ft’est la d6finilion d’un iddul, velativcment ft I’anncau de lous les entiers du corns, (A. C.) 
If. I*. — V. /,,j 
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[)ulsquG el j sont oiitiers; ck? mdiue 


( ‘'tI;) 


puiscjiie O' cl 0 sonl cntiors, 

En imilliplant par — ‘ > U vicnl 

Pourque cello congruence soil v6rifi6e, 11 fuul cl 11 siiffil quo 


or, puisquc 

11 fa III ot 11 suffil que 


[i ^ - p s= p H- «0 == () ( mod ) : 


0 I ( mod )y 


P a =3 o ( mod i> ) 


Or, pulsque dans le cinquiemo cas, ^ esL impair, el que I’on doll supposer 

(modi>), 

cello condition sera Loujours reniplie. 

G’esl dire quo toule congruence en iiombros iiildgres, prise par rapporl 
nu module 

A 


•>p 


.pO 


pent (Ure muUipUde par un iiombro inlegro quolconquo, c’csl-i-diro qu’ellc 
jouil des indmcs propri6l(is quo les congrucncos complexes on nombros GnUor>, 
prises par rapporl a un nombro ul6al. 

Gela pos6, la congruence qu’il s’agil do r^soudro pour avoir I ol u s’dcrii 

A 


/ -f’ li \/ a — " 


Cl- 


f/i \Ui 


mod 


:»p 


?p0 


La discussion de cello congruence esL absolumcnl la mdme que celle que nous 
avons faile dans le premier el dans le Iroisifimo cas. 
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Si k ost lo plus petit iiombrequi, subsutu6a m, saiisfasse a cclie congruouce, 
los uuU'es sci’ont ses multiples. 

Do pins, ou aurn, (picl quo soil 

Uiio fois itt coniin, on a sans poiue t ct a, el la connaissance do t et do u 
j)tn’nieL d’^enre imm^diaterneat les substitutions semblables du systeiue /, o. 

Remarque. ■ — Au comnienccnient de ce travail, j’avais d^Cini dc la fa^oa 
.suivaate les system os red u its fornitSs d’une forme lineaire et d’uue forme 
c[iiadruLiqao : 

« Oa dit f[ue Ic systdnie /, 9 est r^duit, si I’on peat ticrire 

±9 = c^/'" 

g et h dtaat lineaires el « positif, et si I’on peut clioisir X do telle sorle que la 
fornio dfifinie 



soil rdduilc », 

On u vu que, si cc est suffisamnient petit, cette definition revienl a la 
suivaale : 

On dil que Ic systemc/, f est rdduit quand gh est une forme binaire r{5duite 
on y et on z et qunud les coefficients do et de js dans/sont plus petils en 
valour ubsoliie quo la inoitie du coefficient de X. 

De plus, on a vu qu’une transformation lr6s simple perm el de rend re a aussi 
poll I quo I’on veut. II est done plus logique et plus simple de s’en Icnir, quel 
quo soil a, A cette seconde definition; e’est ce que nous ferous toujours. 

Mois ce n’est pas tout. Dans cette seconde ddfinilion, j'ai du que gh doit 
dire une forme binaire rdduite et j’ai entendu par U une forme telle que 



soil rddinte. 

Mais il y a une infinUd do mani6res do ddfinii- les formes lin^a.ros rMuilcs 
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ind^liaies, el a chacuno d’elles va cotTOspoiidre uiie fnoou nouvcllo do deliuir 
les sysLejrtGS riduits ids que /, (p. 

Celle diifinilion uouvcUe convieul aiissi bioii que cellos qiii pr(^c(idoiU 
k robjcl qiie nous nous proposons, c’esl-a-dlre a la recherdio dcs coiulilions 
d'riqiii valence des sjslemes oL do leui’s subs lllu lions somblables. On pen I 
done choisir dans chaque cas parliculler cello qui condull mix calculs les phis 
rap ides. 

Parexemple, on peuL appclcr /o/vne reduite lonle fonno binairo inddfinlc 
donl les coefficients oxlrfiines sonl do signes conlraires. On poul alors, par un 
calcul tres simple, d^duire d'uno forme r6duilc line fornio rcitluilc (bjiiivalenlc 
el conligne, dc sorle qu’on arrive Ires rapid cm on I a ecrire loule.s les I’c^iluilcs 
d’une forme doun(5c ( ‘ ). 


G’esl do cello dorniiire dilinilion quo nous ferons usage dans I’cxempio 
numd'iquo qui va siiivre. 


Exemple num&rique, — Soil 

J=x -h -I- s, 

Cp ~ iT* '(-/j y- — “h 2 lEf -1- 2.rc -1“ 


On a 

/ = = /t = 1 ; 

d'ou les Irols iqiia lions 

a -1- h 0 = 1, 

a -!- !\ h - 1 - 5 c! “ I , 
a ~ ~\h — i 3 c = I ; 

d’ou I’on lire 

= I , h 0 ~ 

el, par consequent, 

3i — t, 


Al— 1 , Hi = fit '/!=:{), 

On n, d‘aulre pari, 

).a= 0 , H2= r, V2™ 0 , 

0, Ha — 0, Vs= r, 

9 (rt, ii, c)=:i; 

d'ou 

~gh = (p— h^2| 


Le probleino cst done ramond a la rdducUon successive do la forme 


{') La consid 6 t'aiioii cle ces r^diiilcs permet d’ailleurs do rctrouver la conslrucllon du I'voaiie 
(cy clique) des imitds (ou des diviscui's de Tunilii) dii corps (voir la nolo de la page 3O7). G’eal 
ce qui est fait dans I'exemple numcrique suivant. (A, G.) 
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ollu-m6me uiie retUiile, et Ton Irouve iinmodiatomem quc 
li\ si^i'ic dos r6diulos de cetlc forme s’dci'il comme il suit • 


. 1 / 2 —2 5 "', ^ 2—^.15 — 2 52 , — 2 J 5 — ■-) 52 , l^-hC- 

— — 3 j 2 - 252 , 

tiUob sci rcproduUenl eiisulle pcriodiquemenl. Duns cc lulileau, cliaque n'Miniie 
so ddduil. do la prdcddenlc pai' I\inc de<) sul)slituiioiis 


1 *> 

ou 

I I 

I I 


n 1 


lilies so ddduisonl do 3/^ — 2Z- par Ics suhstitulions 



Soil 

/o a; I 

/‘i I 

L’uiic do cos snbstllulions. 

La siibslilulion. covrcspomlanlc 

I /I'o A'o 
0 A'l />’i ) 

0 f.\ 


qui iMnil lo syslemo /, <p, devra satisfaire a la condition 

— " <[ A 1 4- A-, 4’.; iA'o <C 

i -i 


ou 

d’ou 


- <; A'l 4- A; 4- A:o < ~ » 
Au = — (A'l 4- A'l). 


Do ni6me, 


A'o = — ( A'l 4- A'i ), 


do sorlo quo U sulle des subslilutions qui rfiduiseut/, 9 ost 




l(j(j RtDUCTlON SIMULTANEE D’UN SYSTEME DE FORMES. 

d’oM, pout' Ics .syslcincs ri^duits dc/, 'y, Ic UTblcnu suivatil : 


r, ./-—J 
.r, < i ~ ) 2 () . 




.1, ./’2— 1 

4.1 - -t 


•f> 

:t'“ — 



/ , ^ £ 



.r- — 



it*, 

. 3 j 2 H- •> 3.> 





1 

__ J _ 1 


I 

-- 1 1 

' - U 

■ 

0 

1 0 

, T,= ^ 

o 


4 


0 

0 1 


0 

() 

5 


1 -.nz H-.oss, 
I - — /i ) « -I •> 


Oe plu-s, si 


les subs ti til lions semblnblos du systcme /, cp suronl les puissanco.s do 

T,T-i 


1 — 10 — 8 

o 'i ' 4 

o fi C> 


On ail rail pii arrivor au m6me I’l^siillat diroclement. Tci : 

Li = ft, 

el reqiialion 


/2 - Q _ I 


admet, pour sn solution la plus simple, 

t = !)^ u = i>, 

ce qui conduit, pour la subs litu lion soinblablo la plus simple do ffh, ill 

5 4 

r, 5 ’ 

d’un aulro cdtd, les congruences auxquollcs sent assujeltis les nombros < ol ?/- 
ayant pour module -j qui est ici 1’ uni 16, sonl toujours satis fa lies. Done les 
nombres 

f = 5 , = 9 

sont bien ceux qui correspondent d la subsliliilion semblable la plus .simple 
du sysleme/, y; c’osl dire quo cette sulis litu Lion est do la forino 

I A*(j /I'o 

0 5 4 ) 

0 6 5 

et, comnie elle dolt reproduire 

+- 3 , 




elle a pour coefficients 


4 -o = — 10 , X-; 



REDUCTION SIMULTANEE D’UN SYSTEMC Dt FORMES. 3()I 

DeLLxibine cxemple, — Soli u U’ouver les subsllLulions sGnij)Ial)lQ,s du 
sysLeino 

i,\x ‘> c, 

) '■i — (i:;2. 

On a 

n = 6, 


ot les substitiilions seinblables dolvent dtre do la forme 


I />(! /tu 
(» / 

(» // / 


on 


{t U \fQi) = { '> •+- 2 , 

i ~ 5, y osL la solution la plus simple de 

t- — f)Zi- = I . 

On esl done conduit aux congrucuces suivanlcs : 


( y u ss 


fift -I- 2t ss o. 


(mod i4 )i 


lei 


/•(’ — ({\V 

a 


(. =z 1 , ir — *1, or = I, ? = 

t;, = u = :>. 




pO 


= 7^1 (mody). 


Do plus, la forme cst propremenl primitive, de sorlc fpi’on esl dans le 
premier cas otlcs congruences sc reduiseiiL 

i ~\ ( mod 1 4 ), 

« =3 0 ( mod 7 ). 


On pent d’ailleurs retrouver ces congruences direclemenl. 
Keprenons 


/ -h 2 = I 

R It -4- 2t ^2 


(mod 1 4)- 


MuUiplions la proraidre par — 6«, la seoonde par t el ajoutons; il vienl 

= 6« (mod i4). 

MuUiplions do m«mo la premitre par (, k seoonde par - u; il vienl 

/2_6it3si! — 2it (modl4). 



3[Y> RtnUCTION SIMULTANEE D’UN SYSTEM E DE FORMES. 

A causa do la relation 

()//-= I, 


ces congruGiiccs so rddiiiseiiL a 


•j ( — () ?/ 

/ — > a ^ I 


(mod i,f), 


qiit, jointes aux proinicros, domicnt 

K> K =3 4 i4 ) 


if == o (mod 7), 

•> ff 3= o ( mod 14 )) 
Z E£= I ( m()d 14 ). 


La rocherclic do l ot do ic so ram6iio done i\ la solution do la congrucnco 
compicxe (i) 





)• 


Or, on Irouve quo, par rapport ice module qiil osL un noinbro comploxo 
iddal, 


(^-1 

2 \/n)'=- 

7 •!“ () \/ni 

(r.“i- 


<) “1 2 (/(), 

(3-!- 

■> 

. I j 

(3-1 

2 v/6)".3 

3 — <>, (/(’), 

(3 + 

2 ,/6)"3a 

— 7 — () \/(i, 

(3-!- 

•> 

- 9 — 2 (/n, 

(3-h 

2 v/6)*33 

i; 


par cons(^quent, on a, in eL p claiiL dos ontiers quolconqiies, 

( '» -t- ■>. "* '■ ® ^ H ■ a ) »' . 

La valeiir dc \/^ nous esl done donndc par 

( 34-2 /G)”— 46090201“!- i88h)9'>o \/(3. 


(') II semble qu'il siifllt dc rdsoudre la congruciico (m'l I’incontiue esl I’oxposant m) 

(5 “{- 2 (/6)"'« I (mod i4) 

{voir la Note); la solution est d’aillcurs //is= mult 8, 



REDUCTION SIMULTANEE D’UN SYSTEME Dt FORMES. 3f)3 

La subsUtulioii scmblahic la plus simple dii systcme est done do la forme 

I /m) /.'.I 

o oijy :>(»i 1 1 '» ()i9 ;V»o > 

0 i S 8 1 () ;)■»() /f ( » o()y *>() [ 

et, comme olio doit roprodiiire 

1. 1 t‘H- J' 

on aura 

I = I i/.i) I- 83 7 JCJ (>4 1 , 

•i=i 4 /,; :-ao 5 oi 7 923 ., 

d’ou 

/i„ = 5 <j 8 1 J(>o, 

/ly =: 14 C5i ?8o. 

Done, los siibslilulions scmblablcs du sjslcme 

1 j :v -r- ) -1-2 3, J’- — () 2- 

soul los puissances do 

I 5f)8i3fn) i4 85it*8o 
o 4*' 099201 112919520 • 

0 18819 ^ 099 20 1 


NOTE 

(PARTIE 12). 


Celle partle des recherches conlinue la prdeddente sur les formes cubiques. 
Comme pour celle-la, TI. Poincare seinble avoir redige un premier Memoirc 
communique a I’Acaclemie des Sciences (novembre 1880), mais donl un extrail 
sculemenl (fait par lui~mcme) a poru aux Comptes vetidus (p. 887 & SSp). C’esl sans 
douie line nouvelle redaction de cc travail, complelde, en lous cas, sur certains 
poinls, qui conslilue le Memoire public, seulemenl en i886, dans le Journal 
de Vllcolc Polytechnique (p. 340 a 898 ). 

En principe, il s’agit de la rdduction d’un sysleme de deux formes (a coefficients 
enliers), I’une (p(a;, /, c) quadralique; Pautre f{x, y,) lindaire. Mais le proldeme 
n'esL pas diOTerent de celui de la reduction de la forme cubique ddcomposable 
ct son etude conslilue une prdcision el une illustralion de la reduction des formes 
II. P, — V. 5o 



REDUCTION SIMULTANEE D’UN SYSTLME DE FORMES, 


3>)4 

ternnires de la cinquicme famille (ci-dossiis, j). , 3 '^ 5 ). J'/lIc Cisl culLo fois 
siibcliviseo en oiuq cas : les ti’ois premiors, ciLt's pt'csqtie })oui' incmoiro (p. 34 ^ 
III 3/19) sonl coux ou la forme quadralique cp esL decomposable eii 

^1, 

y CODS tan to el cpi decomposable eii un prod 11 it de formes linen ires imaf^iiiaii < 3 s 
conjiiguees, C'esl dire encore que la conique 9=^0 n’esL])as coiipce on des points 
I’cels pai la droite/:=o. Ccs Irois ens n’en constiluonl qii’mi soul dans la Note des 
Camples rendus (p. 338 ). 

Dans le quatrieme el Ic cinqiiieme cas (2 el 3 de la Note, p. 338 ), la foi'tno 9 esl 
decomposable cn 

¥ - i 

cl h sonl des formes linealres a cocfncicnLs reels^ ddlinies au produil pi'cs rcspcc- 
livemciU par dcs fac lours X el p 

Ua sixieme cas, couslilue par une droitc langcnle a nne conique, n’esL ngalemciU 
cite qtie pour memoire (p. 348 - 3 / 19 ). 

L’etude de ccs deux cas revient a dludier la reduclion d’une mali'icc A (dont 
Ics term OS sonl Ics cocflicienls de /, g, h). L’une des Hgiies esl a term os com me n- 
snrables (entlers a un coefficient de proportionalile pres), Les deux auLres lignes 
sonl definics a des coefficienls de proportionalile inverses pr6s; lours mineurs 
{ proporlionncis aux coordonnees du poinl sonl commensurables. 

La reduclion esl faile, bien cnlendu, rclalivement a 11 produil ii droilc par une 
matrice modulairc (equivalence arilhmelique a droitc). 

Dans le quatrieme cas ^ les formes ^ et h sonl a coefficienls oommoiisural>los. 
La mali’ice A (on les formes sonl dans I’ordre h) esl alors do la forme 

y 0 0 /i mi /ii 

0 1 0 X I m n (/,, . , . , /ia ojiLiors). 

D O f> L Uln Hi 

La malriee di agon ale, de gauche, n’est elle-mdme definie qu’au produil pres, d’un 
c6ld quelconque, par une matrice diagonale 

X 0 0 
0 I 0 
I 

O 0 r- 
A 

On pent alors prendro pour la matrice ii termos ontiers uno malriee rdduito do 
la forme d* Her mile {OEuares, t. I, p. 166, loo, oiL, ci-dessus, p. 127) 

0 0 I 

0 D E2 (62 reduil, modD; ej, rdduUs, modA). 

A 6| 



REDUCTION SIMULTANEC D’UN SYSTEMH DL FORMFS. 


3 f )5 

l(. I^ojncare montre qii’on abonlit, a la meme forme, on lecluisanl A suivaiU 
le procede do Korkine et ZoIolarefT, pour Ics grandes (ou les petiles vulcnrs) 
de 1 . 


Dans Ic cinquieme casy on suppose les coeflicienls de h (ecrils celLe fois cn 
deuxiome oL Iroisleinc lignes) Incotnmonsiirablcs ; ils sonL toulefois proporlionnels 
a des nonil)rcs quadraLif[ues conjugues (le produit eLanl a coefficients enliers). 
TJne pi’cmiere reduction peuL mellre la ma trice sous la fortne 



A 

(’ (p 


« 


0 


, ii = 


«) 

n 



a, c/J et j 3 , p' couples d’enliers quadratiques conjugues; A, c, ju enliers. LamalriceB 
n’est loutefois definie qu’au produii pres, a gauclie, par line malricc diagonale de 
determinant i. 

II. Poincare utilise d’abord les resullats connus de la reduction d’uno forme 
quadralique liinaire, ou, ce qui est equivalent, d’un tableau B, defini comme il 
vient d’etre dit et il reclicrclie les substitutions automorphes du tableau A, qni 
sont de la forme 


I /lO /'o 

, n X = 

'Z 0 11 

0 

f 

e 


0 

0 




I. 


Dans une premiere etude (p. 3 G 5 a 876), il explicite les lermes de 'r\y cn fonclion 
des coefficients enliers de la forme quadralique gh (de discriminant posilif el 
des solutions ty u), do Pequation 

t - — il I (de ddterminnnl -hi). 


La determination de /.'n, /I'o conduit alors a des congruences qiie doivenl verifier I 
el u. Ce procede necessitc la distinction d’asse/. nombreux cas. 

Il reprend ensuile le meme probleme en utilisant Tarithmetique des enliers du 
corps quadralique (p. 876 a 3 S 8 ). Il semble que son expose pourrait etre 16 ge“ 
rement simplifie par un cmploi plus inelliodique des propriclea des ideaux du corps. 
La malrice yj pent 6tre misc sous la forme 



X 




Y Y 
s S' ’ 


(t), a' elant des unites conjugiides, puissances inverses do Bunite fondamcnlale 

to = tii'o* = oj'n"", w' = (Do" = (o'o"; 


Y et (5 elant des en tiers du corps quadralique oL y'j d' lours conjuguds. 

On est ainsi ramend a resoudre les congruences (qui sont dquivalentes) 


( ('Y -h (P S ) X (o)'o‘ — i) ^ 0 
( py'4- (P S') X ((d'o"— i) ^ 0 


(mod A). 



REDUCTION SIMULTANLI- D'UN SYSltME Dh FORMES. 


Si iO cl cO' s(jnl les idcaux conjugues, (|uoLiciils do A par les p. g. c. <1. de (A, ry i h’ o) 
cl (A, cy'-i ivo'), res congruences soul cquivalenles aux congruences (oquivalcnlcs 
ciUre ellcs) 

(Oj =s I ( mod a ) ), I ( mod iD'). 

Mais fj)o (ou &)„), <|ui csl unc unile, dtWinil unc classc, mod iO(ou mod tO'), picniiore 
avec le tnodule, .scs puissances conslitiienl uii groupc cyclique iini, el la solution 
des congruences esl un inulliplc d’un certain nonibre «o< C’est oc quo IF. I’oincani 
CAprime en disanl que les residus de.s puissances d'un nomhre culler compieve 
(ici une uiiile), par rapporl a un ideal premier avec lui, so piodtiiseril poriodi— 
qucnienl. T-jCs valeurs wJJ*, &)',{'« de m, (■/ dans o pcnncllenL dc delenuincr ilcs valours 
de /.'o, Zip et une siibslilulion 'I’o, les subsiiLiilions auloinorpbes cborcbeos en soul 
tonics les puissances cniicres. {A. G.) 



'I’lUilZlKMK [‘AHTIK, --- l-'ORMKS lUNAlUhlS 

( A iial\ ,sf', p. i(» 1, 


sun 


LA REPRESENTATION UES NOMBRES PAR LES FORMES 


('omptes rcndits dc I’Acdd^inie des Sciences, 1. 0*2, p. 777-770 {‘‘S mava iRSi ). 
(l<’\li'iiiL R’liii Altiiiioive par PAulcur.) 


On suit Lt'ouvGr loiiLrs los ruprAscnLalions d’nn nomlM’C enlicr N pur une 
forme qiiailt-ullquu l)lnaire j*), e’csL-A-flire ions les nonibrcs eiuiers a el h 
Lels quo 

h) = N. 

Mais, oil oe qu'i concorue les formes biuaires d’ordre qiielconque, le problenie 
correspoiiduiiL n’esL pas oucore rissole, bicii quo la solullon soil coulenuo cu 
yermo dans les lrav[inx de iMM. I'usoiisleia, Ilormile, Ku miner el Dedekiud. 
J’en doiiue, duns le Miiinoire tpic j’ai I'hoiiiienr de prdseiUer a I’Acadiimic, 
lino soil! lion compleLo, non seiilomfjnl pour los formes biuaires, mais pour 
loulos les formes ddoomposables on facleurs linduircs. 

1. Soil line dqualioii algdbrique 

x>n— 1- . . .dz Ai-r -p Ao= o, 

donl les raelnos son I ai, a^, . . . , 

J ’envisage la forme 

F(a;,, AS, . , x,n) ~ ( A'l -1- A’a«i 

x(Xi-{- cundo -i-. . .-h 

X ( A’l -h A’a -I X,n h 


3cj8 FORMES BINAIRES. 

cL je cliercho dei nombres ciUiers (3| , , (3 ,h ids ({ue 


1%.)= N, 

N dant un ejiliei’ domid 

Jo rnonlre cjue ce problems (graco aus: U’avaiix tie MM Uerniile cl Dodekind) 
so rameuc au suivanl ; Fonnar tons les nombves complexes ideaux (^) de 
norme N. I^our rdsoudro co iioiivoaii probieme, je fais voir qidil sufllt d’eLudicr 
les diverses congruences 

xn^~ — AiA’ rp Aqh:^ o (niocI|ji), 

ou p. esL un diviseur quelconque de N. 

luc idem meat, je rnonlre quelle est la manlere de former tons les iddaux 
premiers et lours puissances, de multiplier enlre eux deux id6auxj de ddom- 
poser un iddal on facieurs premiers, etc. 

2, J’envisage unc forme binaire quelconque 

Fu', j ) = -I-. . .-i- BiaJp"*"' -h 

et je me propose de trouvor deux cii tiers a el tels quo F(a, b) N. 

Soil 

-i- -1 -. . . -i- B;;r' I5|.'0 b;;i~> B o,r«'. 

S’il exisle deux entiers A el B lels que <I>(A, B) = NB''“‘, si A=:rtB,H, 
a etant un enticr, on aura 

F(a, B)= N. 

D’ailleurs, on obtiendra do la sorte loutos les reprdsaulalions do N par F. 
be probldne de la reprdsentalion des nombres par une forme binaire (|uol- 
conque esL done ramenrt ii celui de la reprdsentalion des nombres par les furinc.s 
tellos quo <!&, e’est'd-dire par les formos binaires donl lo premier coefficient esL 
FunilA 


(*) II s’agil des idcaiix dans I’aniienu des entiers de la forme 

les cc^ entiers (rationncls); a, z(5ro de l'(5qiiation cii x\y. On salt cfue dans un tel anneau, 
I’arillimdtiquc des idiSaux et notamnicnt la decomposition imiquo on produits d’id(5aux premiers, 
n’est valable que pour les iddniix rdguliers (qiii appartiennent nnssi ii Tan n can de tons les entiers du 
rorps). e’est le ens notamment pour les iddaiix premiers avee Ic discriminant del'iiquation. (A. G.) 




FORMES BINAIRES 

3. Suit 

1 ) = A,„_i / "‘-i J -! . .-X- A, W-I -u Aoj 

= {x -I- £/, ) ) (.fc ~|- y . ) ) .(X -- y„, , > 


>^99 


Trouvcr deux eii tiers a el 6 tels qiie 

«!»(«, 6) = N. 


On cousul6rera la congruence 

\ , -I- HzA,?:t:A«=o (motlNj, 

Soil ^ I’uue de ses racines. On eiivisagera Ics deux formes 

'h = N (_) , -I- y, J 2 H- . . . -f- y'/'-i , 

X 0 , i- « ,.) 2 -I- ... t m) .-Oi ) 2 -- . . a''' ' x,„), 

a — f N .Cl - I- ( y I — 0 (X2 I- iCjCfi -r... .rwy'/'"®)] 

X [ N x’l -1- ( y.. ~ ^ I (X) -h t\i ■+■ .. -i- ,v,n y 
X [ N . 1*1 ( a — 0 ( a ?2 •+ arjy -i- . , . .r,„ 


Supposoiis qu’oii ait roconnu, par la mblliode de M. Hermile, que ces deux 
formes sont (Squivalontos cl qu’oii passe do Tune a Pautre en posani 


Si Pon u 


on {uira 


a’l = “i- Ai.aja //i> 

.C'J = I “i" 2 H". . ."H A2,H|J*HI) 

•C'//| — t "I A,;|^o_J' 2 -I- . , .H- A /!/,;, I J ;/). 
As, I = Ai,l = . . . = X,„,| = O, 
‘I‘(NA,,,-$X..„ N, 


Cl Pon obticndra de la sorle loutes Ics reprdsenlaiions de N par <I>. 

Pour rdsoudrc ce problem c, xl suflil done : i” de rdsoudro une congruence; 
a® do roclierclier, par la mdihode de M. Ilei'inile, si deux formes ddcomposables 
en factcurs lindah'cs sont dquivalentes. 



sun 
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Klant donnde una forme ^ (d est~li-dive lui poly name ^ homo g<ma par rap- 
port a plusieurs variables ^ et a coefficients entiersy donncr a ccs variables 
des valeurs enlibresy telles cjite la forme devienne 6gale d an nouibre entier 
do line, 

Ce probl6mc esl conipleleinent rdsolu on cc qui concerno Igs formes qiindra- 
tiques blnaircs; mals il y a encore bean coup a dire a ce sujoL, en ce qui 
concerne les formes plus compliqudes (‘). 

PIlEMifiUE PARTIE 

FOUMliS BINAIRES. 

Reprdscnter im nombre cnlicr par une forme blnaire, c’csl un ])robl6me 
dotiL la solution esL conlenuo cxpliciLemeiiL on implicitemeuL dans les 
iravaux de : 

M. Eisonstein [Journal de Crelley l. 28) 


(') II semble qu’ll pouiTait y avoir 6galomcnt encore )\ dire aur la representation ties norubres 
par les formes quadraiiques binaires. {A, C, ) 

(2) On irouve de nombrensca notes aritliintitiques do G, Eisenslcin, dans lea Tomes 27 
el 28 (i8/j/i) et 29 (iSijS) du Journal de Crelle siir les formes culjiqucs et les lois de rd'cipro* 
ciL6 quadratiqiie, cubique et biquadratiqtic. Elies peuvent elre consid6r<ies oomme line iirimo- 
nition de la thioi’ie des idcaux des corps de oombres algdbriqucs. 

Dans les Tomes 42 ( i85o) et 47 (itS53) du mdme Journal, Cli. Ilcrinile a dcvclopp6 sa Llidorle 
do la Bcduclion vontimiellG {OfiuvrcSyi, 1, p, iG/J ii aGS), qni permet do reconnaltrc I’fiquiva- 




FORMES BINAIRFS. 
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MM. Her ini Lc [Journal de C relic ^ L. 442 et 47). 

Kuininor [Journal dc Liouritle^ 2 '^ scW'io, 1. XVI). 

D ode It in cl ( Me moire sur les noinhres enfiers cil^ebri(jiies. J^aris, 
Gaiilliier-Villai’s, id77)- 

Jo crois poui'LaiiL qu’il esL oncoro possible d’approfoudii' oL d’6claircir cello 
soil! lion. 


M^thodo g'onerale . 

Nous adoploroiis la tormiiiolugio oL Ics nolalious dc M. Dedekind, c{iie je 
vais rappelor. 

.Soil line dqualioii algdbi’itjuo ( ' ) 

( I ) -h — • . .± Ai 7 rp '^ 0=0 

i\ coeflicionls on tiers, et 

“J> «3, <^m 

ses racino.s. Un iiomhre entier complexe (*') est iiuo expression de la forme 

a'oH- .'/-oa'f -I-. . .-H a'-,n-\. • 

Nous I'appollci’oiis x pour abrc^gcr. Sa 7101'me est le produit 

(a-’o Xi ai a;2 « r -h . . . -f- x,n-i ) 

X ( ft’o a-'i fl'2 H- a'a ] “t- . . , -h X,n-[ ‘ A ■ • ( ■^'il "I i + -'T /»_i ' )• 

Un module est un systdine des iiombres complexes 

a;(0/ui-h xW im-ir, . .-h 


Icace ai’itUm6lu|iie ties forttiea iiid^fiiiius cl ijui priil tllrc* iitiliscc, pui' suite, dans la reclicrclic 
des unites dcs corps nlgdljriqiics cl des vJnshes tl'uUaux. 

J.c travail de ICunimur c.sl un evposd fniiiriits sur I’anlliincLiijue dcs corps ciicidaires, 

par I’introduction de symboles^ (tppehis ideaux, fl fait d'nllleurs parlie dc tome tine sdrio dc 
iMdmoires (hi phiparl cii langiie allcmniidc) qm voiit dc 1847 ^ 

Eiifin, le Mdinoirc dc Dcdeknid, paru cn 1877 dans lc Ihdlelin des Sciences ^fath 6 l)la^i^}ues^ 
est aussi 11 n evpusti cu fra era is, dc saMluSoric des id(lau\, cnvisagtis comme (lea modules de 
nomlu'es pai'tieuliers, donl il senihlc hica ([ue In pvciniiu’e conception avail i:l6 puldicc coiiimc 
supplement daius In qualrietno edition de In Tk^oric des nombres dc Lcjcuiic-Diriclilet (1871). (A, G.) 

(') II semble liicn iiiie lc polynoinc (i) csL iraplicitemout suppose irrMuclible, dans lc corps 
des nombres ruLioniiels. (A. C.) 

(2) II scmblc que les letU’c.s w^ rcprdscntciu des entiers rationucls. S’ll en esl liien atnsi, les 
expressions x no repriSsenLent pas tons les eii tiers du corps, dcflni par I’^tiualion, mnis scule- 
ment( du inoina, cn g4n6ral ) un anneau parliculior, ou,3iiivant In terminologie de Dedokind, un 
ordre, (A. C.) 

If. P, — V. 
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Oil //ii, //ij, . , nin peuvenL pi'cndre loules los valoiii’s oiiLidi'es, positive^ ou 
negatives. Nous le repri^scuteroiis par la notation (‘) 


1 1 

.diy 

{n 

1, 

^ ti 

* * 'Ml 

rV' 

'‘r' 

. .rV'^ 

1 r 

> 1 -ij 


m - 1 

m- 1 

« ^ m- 1 


Si la norau! de cu motiulc csL la vulear do rexprossion (a) 

coiisid6r6e coinme uu ddlorminaiiL. 

Un ideal est an module, tel que n-^m, et que le produit d’lm uombro 
complexe qiielcoiique appartenant au module, par uu uombre onLicr coinploxo 
qiielconque, appartlenne ligalemont au module (“). 

Gecl pos(^, onvisagcons une forme binaire qiielconque (t\ coofli dents on tiers) 

}■+■.., h + IbiJ "S 

et supposous qu’on c lie r die a repi’dsenlor it Faido do celte for mo le no mb re 
cntier N. 

L'dgallte 

V =. N 

pent s'ticrire, en posaul 

= A'l, 

IJ;,.-! -t- ^ -H. . . -H Bi is'r^r, » ' -h n„ iqip-d == ii;r ' N. 

Supposons que rou ait choisi I’liquation (i), de telle sorte que 

A lb<i~i) A,„_2 = B„i_o li,„j A I = Ui iqjj Af, == HqHJJP'. 

On chorchora i!i repriisenlor le nombru N par la forme 

*I> A, -H . .-h \- Aq,) 


(') Uette maU'icii ddfinit ii enliers alg6bi'ic(ue9, i parLir d’lmo buse ooastiuice par les in 
premifires puissances dc a, Gea n eiitiers dArmisaciit {» leur tour, ime base du modulo doni lea 
nombres sont nlora rcpr^senlds par 


.r'n . 



/n^ 

.rid 

. . .cI/0 

X 

... 




/ii„ 


(’) Cette definition pnralt s’appliquer seiilemenl il Vordre (on ft i’anncaii) des eu tiers eonsi- 
dftrfts. L’arlthmfttiqnc de tels idftaux pout prftscnter des anomalies pour certains d’entro cux. 
En particulier, il n’est plus loujours vrai qu’un idiSal a un inverse ( fractionnairc) et il pent se 
fairo que I’inclusion de dcu\ idftnux n’entralne pas leur divisibilitft (au sens d’un quotient 
cntier)i 

Celle definition restreinte dtait cependant siiffiaante pour le probiftrne precis traitu par 
II. Poincarft. (A. G.) 
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■loS 

On Lrouvcra par excmplcj que Ton a 

<i> = H'r’ N, 

on falsa n I 

a,' = a, ) = b. 

On examliiGra si a esl divisiblG par 13 ;„; s'il no Fast pas, on rejcUera 1 g 
s^’-st^me do solullons; s’il Fosl, onsaiira que Fon obllenl Ft^gallt <5 

F = N 

on faisaiil 

HI 

Lg probleinc est done raiuend au suivaiU : 

Repr^setiLer un nomhre entier par la forme 

<I> = (a? ) (a; -+• c'aj)')- • •(^’ ■*" “/».>' ) = iiorine(a-' -f- c'l j ) 

On resoudra le problenio plus ginbral : 

Repr^senter un nombre entier par la forme 

qui Gonlieni rn inde ter minces Xi^ A’a, . . . , Xm-i (‘). 

Supposoas qiFon Fait r^solu oL qii’on ait li'ouv 6 quo la fonno repr<JsenlG 
Ig nombro entier propusd, si Fon y fail 

a.’o ~ po> ~ pi) “ Ps, a’g = Pg, • ‘ “ P/«— I ) 

el si 

ps“ P 3 =. P,„„1 = 0, 

on saura quo <I> dovient dgal au nonibrc enlior proposb, pour los valours : 

i» = po) 7 = pi; 

sinon on rejeltera la solulion. 


(>) Ce pi’obl6mo pourrail 6trc gdndralisd sons !u /ormc : 

Reprdsenter un nombre entier par I'cxpression 

Norm e ( iZ?o -t- a^jH (Tj + , , , «(«-» ) x „ ), 

les X( dtant ties entiers (ratioiincls) et r, «</>, etant une base des entiers dii corps 
{les indices supdrieurs (i) ne ddsignnnt pins des exposants]. 

Dans CO cas, it faudralt uLiliser les iddauv, ddtlnis vclativciiient d rcasemblo des enliers du 
corps. (A, C. ) 
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Le probleme est done rarnciie an suivaiU : 

Substituer it la place de , . . . , .t'w-) des noinbres eni/ers, tels que 'K 
de\'ienne 6 gal d un ]iond)re donne, 

Supposons le probleme r^solii, soil iN le noinbrc donmi, oL 

*1' (./’(), ■f'(, . . , — I ) = iV> 

Le s3'st<iniG des nombres complexes 

( *1 ) ( . 1 ',) ~t- Ct] .t'l H- . . . .i'm — I ) ( ”1" ^ I //? 1 H~ • • • '1“ III — 1 )> 

OU 

w„, /«i, 

sent des enliers ind6lei’inlii6sj osl un ideal de uormo N qni est ideal pnneipaL 
On fonnera done Lous les idciaux de normo N. Soil 

( 4 ) .) 

I’un de ces id»iaux. On doll eiiereher si e’esL un ideal [)i’lncipalj uL dans le eas 
oii e’en est un, le ramener a la forme ( 14 ); ol si cola osl possible, on aura les 
valeurs cherclnies de a?o? , . . . , x ,„-\ . 

La norme d’lin nombre complexe conlenu dans la formnle (d) est 6gale a 
(')) NU''(««o, wi, •••, >n,n~y). 

Quant 6 

{(J) nonna(; . .-1-3 

e’est une forme de degrd m, avec les m indolermin^es 

Pl> P'2) • • • ) pJ/l* 

Par la m(ithodo de M. fIcrmilC) on pent rcconnnilre si les formes ( 5 ) et (6) 
sent (Squivalenles. Si dies no le sent pas, ( 4 ) n’esL pas un idt^al principal cl il 
n'y a pas i\ s’en occuper. Si dies le sent, on passe de I’une d I’aiitrc, on posanl 

p/ “ ?'/,!) “P ^/,l “P ^‘/,2 f^f-1 -f- lUtti -\ . 

[-.’expression (4) devienl alors 

l—ni — I 

?=0 

Les expressions ( 3 ) et (7) doivent dtre identiejnes, ce qiii donno pour les 
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valours chcrchccs do a?,,, x^^ . . 


‘)'i 


= )u"^‘in "T-.l (i"' ^‘^,0 ■*■ ,) ii’' ^0,11 -i- 

= ,) V '^'1,0 V' (I H- 


(I*’’ 


I, oH",J 1 -r,) 5, '/ill 


4 05 


Ell rdsume, pour chcrclicr si Ic nombre N peul dtro roprt^sonle par la 
fortriG E, oil clierchora si le iiombro pout dtre represenl^ par la forme W; 

a coL olTet, on formera Lous les Ics iclc^niix do noriiu! I3J““'N; si 

^ Y = +J (-)llj-i-. . [l;,i 

ost Fun d’cntro eux, on formera la forme 

nnniie\ 

el Fon oxaminera si elle ost dquivalcutc ii 

' ’FHj;' 'N 

ct quelle osL la siibslilulion qui permol do passer dc Pune a PauLro. La 
Gonuaissanco rle coUe subsLitullon donnera imimjdiatemont la soliilion du pro- 
blemo. 

Lc problcmc est done ram end aux deux questions suivanLos : 
i‘* Former Lous les ideaux do norme donnde; 

2 ° liocoiinaitrc si deux formes ddcomposablos on facteurs lindaires soul 
dquivalenles (‘^). 

La deuxieme question a dtd complrtomont rdsolue par M. Ilormito. Nous 
n’avons done nous ooeuper pour lc moment quo dc la premidre. 


Formation cles iddanx. 

Soit un module qiielconque 

a,'(i) ni\ + a;(-) xMm,i 


(’) Oe c)en\i6mc proiilijino e^L cfjiiivalciit ti rclui ilc In rccliorclic des complevcs (on 

diviscurs do l’unit6) dans I’o/x^re des ontiers ooiisiddr4. 

La mdthodc de riduction conliniicllo d'lIcrmUc {C^^avres, p, i55 ot ? 2 o) (appliquee avec line 
foi’ine qimdratique, tldlinie, ou avee tout autre mode dc nid notion d’unc m a trice ddlcrininie) 
permet troblcnir, au moins thdoriquement, cos unildg, 

Cette construction resto cependant plus lluioriquo quo pratique {Voiv ccpendniU pour le 
iroisiimc ordre ; A, Chitiukt, Aim, ih. Norm, Sup,, ipti). (A. C.) 
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Los noiiibres complexes a?*") forment ce que M, Dofleltiiid 

a[)|)elIo la base do ce module. Co module s’(5crit, dbiprcs la no ta lion 
convenue, 





. 4“' 

( 2 ) 





.r' ' L 

•' m - 1 

1 



11 est clnir fju’oii pourraiL dormer an modulo une an Ire base (*), et par cons(^~ 
qucnl I’exprimor d’lino de maniores sous la forme ( 2 ). On pen I, par 

oxomple, dans le Tableau ( 2 ), ajouter a une colonuc cpiciconquo une nuLrc 
colonne muluplic^e par im eiUier constant, ou bien encore supprimer une 
colonno entierement formr^e do ztiros. 

On arrivera ninsi, si m ■< /*, a rarnenor P expression du modulo A la 
forme simple (-) 


( 8 ) 


rti 

an 


o>, 

0 

b. 


h. 

0 

0 

Cl 


0 

0 

0 

ch 


J’ai icrit le Tableau (8) com me si m 6 tail 6gnl u 4* II m ’arrivera friqu em- 
inent, quand j’dcrirai I’exprossinn d’un module, de douncr a rn une valour 
partlculi6ro, a bn do mioux me fairo entendre. Mais il restera entendu que ce 
que je dirai sera vrni pour Louie valeur do m. 

Quelles sontles conditions pour que lo module 


( 9 ) 


a b li 
'o d r 
no/ 


soil un idfJal? II faut que le produit d’un nombro quelconque do ce module par 


(') Il semblc qu'on suppose 
A'dirc tels que 




iinplicilenient les 
0 el III, entiers 


indcpcndanls nrithm( 5 liquemenl, e'eal* 
m,=;o. (A. G. ) 


(*) Lea changenients, ninsi definia, lont Equivalents nil produit, & clroito, de la rnatrice (a) 
clea par une rnatrice imiinodulairc, J.a forme simple a d6ji!i 6tE higaalEc (p. 127 cl 3 o 4 ) 
sous Ic nom Ae forme riduile do Jlermite {CEuvres^ t. 1 , p. 166), On pent encore yrEcluire 


«„ CI3, a^ (mod«,); i,, i^fmodij)} 


c/modc,}. 


(A. G.) 
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un aombre entier complexe qnelconque (par oxpmplo ?() fasse parlie du 
module ( ' ). 

Je dis que «, 6, c, e soiit dlvisibles par /. En etTel, si 

est un iiom])ro complexe appartenant an modulo (9), on a 

.f'o ss o ( niotl /). 

Or les nombres snivants 

cty]., /> « 1 4- ? 

doivont faire partie du module, ce qui exige 

a^d^o (mod/) 

II en csl de m^me de 

(10) ftaj-t-r/c'J, oai + c e a.\ J a.] . 

Mais, dans le cas particulier, I’^quation (1) sMcril 

= Ao « j — A] ot) 'i Afi, 

de sorle que les irois nombres complexes (10) sMcrivont 

dkn~ r/Ai«i4-(4i -I- 

/Ao 4 - (c —/Aj )»,-(- (e 4- As/)*?, 

(/ As Afi “I- e, x\.() ) 4- (/Aq — /As A 1 — e Aj ) *1 4- ( c — /A 1 4- /A? 4 - g As )a? . 

S’ils font partie du module (9), on doit avoir 

A 4- As rtf s « 4- A®/^ c — /A 1 4 -/A 5 4 - c As ^ 0 ( mod/), 

d’ou 

A = = ( mod /). 

Je dis que a et 6 doivenl dtre divixsibles par d. Si le nombre complexe 

a^Q 4 - .'>4 «i 4 - A’s*? 

fait partie du modulo (9), on doit avoir 

e ^ (mod rtf). 


f) Cc3 conditions aont iquivalcntes fi 


a 

b 

V 

-1 

0 0 A, 


a 

h 

C 

0 

d 

e 

X 

I 0 — A, 


0 

d 

e 

0 

0 

f 


0 I A, 


0 

0 

/ 


a te/'ines entiers; ce qui ae gfindrnlise nis 6 incnt pouv unc matvice d’ordre n. ( Kotr ci-desaoii-*!. 
Note p. 433 ). (A. G. ) 
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Or, les uombres 

«>/!, hVy~{-fU'\ 

font parlie <lu moflulc (p); done 

a ~ n, l> — (• (mod d), 

in a is Gst iin noinbro entier; done 

A =3 o (nuicl^/). 


De mdme, pour quo le modulo (S) soil nn iddal, il faul ( ' ) 

t(i zs a, 2s rt.T S3 ==. h» ^ An -- Ai es <*3 ss ^ o ( mod d \ ), 
rtj sa or.. == =s Ai A.1 S5 o ( mod 6*3 ), 

tlx rr un == o ( mod Aa ) 


En gdndral, dans un labloau tol quo (8), lo dornicr nombro .signiftcalif do 
chaque colonnc G.st sur la diagonalo qui va do I’angle siipdriour gauche du 
tableau a I’anglc iufdriour droit. Si lo module correspond ant os I un id6al, 
tons les iiombros d’une colonne sont divisibles par le dernier noniliro signifi- 
catlf do CO tie colonne, ol le dernier nombro signifi calif do cbaqiio colonne est 
divisible par lo dernier nombro signifi calif do la colonne suivanle. 


.fo dirai qu’un idi^al est simple (-) si lo dernier chi fire signifi entif de cliaqne 
colonne, sauf la premiere, est riiui((5; par cxcmplc, I’idi^nl suivanl 

ti h n o 
o l A o 
o o I A 
o o 0 1 

est simple (•'). 


(*) II ne a'ogii li dvidcmmeiU quo de conditions ii 6 ccisi.im'es {Voir la nolo pr 6 c 6 dente, 
p. 407). (/L C.) 


(^) Un let iddal simple pent dtre cnracl 6 ris 6 par la condilion quo Ich classes <lans Icsqncllosil 
rdpai'tii lescntici's dcl’anncau considdrd, cunticnncni cliactinc un cnlicr rationncl, ddfini, modri. 

Dans le cas oil a est un nomlu'c premier (ci-dcssoiis, p. 4 i 5 ); c’ost wi id 6 al premier du 
premier degr&. 

On pent ctablir que la forme de la m a trice c.st ndeessaire en utilisanl la condition iiuliqudo 
ci-dessus en note (p. 407)! die proitvc cti outre quo b est zero du polynoinc (i), oonsiddi'c, 
mode/. 

On pent nuasi I'einarqncr qn’iin zero «, du polj'iiome (1) cat congrii, snivant I’iddal oonaiddro, 
ik un nomljre entier (raliooncl) A, do sorte que I’iddal cat le p. g. e. d, de(f/, w — A). (A. C.) 


(’) La condition ndeessaire prdcddenle n’cnlralnn p.is ceite forme, inn is soulemcnl 


«1 

«2 

«3 



d\ 

«2 

"s 

//' 

0 

I 




0 

t 

0 

0 

0 

0 

1 



0 

0 

I 

0 

0 

O' 

0 

1 


0 

0 

0 

I 
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.To dirai qu’il csl primitif lo dernier cliifTro signifi calif desK premieres 
colonnc’s est iin memo nombro a, cl si cclui des w — K dernicrcs colonnos 
osL bunil^. 

Par oxompio, Piddal snivanl 

a o <’ (I 0 

o f( b (' 0 

1 1 ) 11 (\ \ h c 

o 0 0 1 b 

O () 0 f) I 

osL primilif. 

Envisageous d’abord Ics id^aux primilifs; jo dis fpi’iiii id^al primilif qiiel- 
conf[uc 

(t O' n f I 

0 (L h 0 k 

fia) u u ] rl b 

0 0 () 1 A-i 

O 0 O () I 

pout tuujours (Hre ramon^ i la forme (ii). En ofTol, & dovaiil 6tro divisible 
par «, on pen I remplacer a par zdro cn retrauchant dc la deuxieme colonne la 
premiere, muUiplii^o par iin nonibre enlier. 

Lo norabro 

S unimodiiliiirc. Uii raisonucmenl notnpldmenlaire, permel de coaslalei' qnc 

a\~ a\^ (nioda',), 

d’ou Icfi formes (6qiiivalcnlcs i\ droitc) : 

a — 1) />’ a — /; 0 0 

0 1 0 0 ^ — i 0 

■ no 10 ^ ‘ " 0 o 1 —b 

0 0 0 0 0 o 0 I 

S', S" unimodnlnires, (A. 0.) 

(‘) Uo tcl ideal pcul dli'C oaractinse par la conduion qu'il r6pai'Ut Ics entiers dc I’aniicaii 
consid6r6, on classes, clmcunc contenant im rcprAsenlant de In forme 

..H- 

«, entiers, modcf, w zero d« polynomc (i). 

Lo quail fientif primilif, comnie cclui dc simple, utilisd par II. PoincnriJ, n’esl pas iisucl. Si a 
est premier, I’iddal cst premier, do dcgr6 k, 

Comnic pour les ideaux simple.s, on peut passer de (ta) fi (ii) eu iitilisant In condition ndees- 
sairo el suffisanlo dc In note; on en vaisonnnnt sur ics classes difinics par I'iddal. (A. G.) 

II. P, ^ V. 52 
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fnisnnt parlie de Pidc^nl (12). les nombrcs 

CKj -r- + ^ 1 ') 

fy f -t- b'j.] -\- a\ 

doivont aussi en faire partie. Le module (11) est done divisible (*) par le 
module (is); or ces deux modules ont mdme normo; done ils sonL identiquos. 

Clierciions maiiitenant la condition pour quo Ic module (i i) soil un iddal. 
Pour cela, il fauL el il suffit quo Lous ses nombres complexes miiUiplids par cf\ 
fasseuL aussi parlie du module (ii)* Mnis il suffit de vc^rificr ce rdsnllat pour 
les nombres de la base, el, parmi eux, pour les nombres 

(-7 7), cy] + « j , 

car il esl vdrifi^ pour les autros. 

Done, pour quo le module (r 1) soil un idt^nl, il faut el il siiffil quo 

(7 a { (M c « 1 -t- 7 } ~i a I 

fassont partm de ce module. 

Gomme on a identiqueinonl 

77ficf = tt{c -1“ bUy -f- O'!) ) C(«), 

le nombre aa.\ fait toujours pnriie du module. Occupons-nous done du nombre 

L'Xj' -I" /j «} H- 7 } . 

L’l^qunlion (t) sMcrivaiit ici 

o{f= — Aji Aa n f — A [ oii -4“ /Vo, 

ce nombre esl (igol a 

An— Si H- AaS'i -4" (c — ADaJ H (//~t-AD«|. 

S'il fail partie du module (i i)t il doil pouvoir se mellro sons la forme 
rtfXoH- ).i 7) -I- Xnaf -I- -h Xjal ) -+- (c H-> 6«i H- «? ) ( pn -t- [■'i «l -I- P 2 «? )» 

les X el les p dlnnt des nombres entiers. 

Si nous convenons dVerIre 

TCo-l-aria,-!-. . -I- o (mod a) 


(*) Cost (lii-c qiie le module (d) est Indus dans le module (la). En clTet, une base de (11) cst 
constitiuie par les cinq nombres 

o, (7a,, c -+• />a, 4- af , ca, 1- /jaf-f-- a-J, eaf H- Aa-J h- a}, 

qui appai'ticnnent lous (u), (A. C. ) 



qiinnfl 

nons devons avoir 


.r. 
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( mod r/), 


4ll 


n -= Tl T- O 


\o — \i yi -r AomJ 4- (c — 4- (6 -+- A^):' } 

— (c 4- ^>71 + ly f ) ( [jQ-l- [X) a, -4 [Xoiy? ) s o ( mod a) 

ou bien 

A|>' — AiS'i 4- An«^ — An«?-f- Avff} — 

— (c -i- ^«i 4- ) (jjQ4~ (Jt-i aj 4 - {jnK'f — y/) ^ 0 ( mod a), 

c’ost-a-dire quo, si Ton envisa||;e la congi'uonce 

(^3) $'■ — Ai 4- An5^ ' - A T 4 Ai^~An?i.-o (iiioda’), 

ello doit se r^duirc eu deux autres, cL I’uue d’olles cst 

(l4) -4 (. 3= n (modo). 

Done, pour quo lo modulo (u) soil un iddal, il faut et il suffiL quo Ic prenilor 
m ombre do (i4) soil un facteur du premier membre de (i3), suivant lo module a. 


Un iddal pout 6lre toujours mis sous la forme 
.rO)(mo,i 4“ 4 -. . .4- /Ji„j_i_ia',’‘“')4~. . .4- xU'){in^^p 4- . .4- )• 

l^es nombres a?!*), . . , , for men t alors sa Ira mo (^). 

Par oxemple, la trame de I’iddal (i 1 ) so compose des doux nombres 

a, c 4“ ftai4- vl, 

parce que tout norabre eniier coniplexe faisant par tie de I’Idial os I la soinmo 
d’un multiple du premier et d’un multiple dii second. 

Un iddal ost ddlermind quand 011 conunit sa trame, La Ira mo d’un id6al 
principal se compose dbin soul nombre. 

On dddiiit de ce qni pr6c6de la r6gle siiivante pour former tons les iddaux 
primitifs. 

On romplace dans le premier membre de ( 1 ) ai par ^ el I’on consid6re 
I’cxpression ainsi obtenue comine le premier membre d’une congruence suivani 
un module quelconqno a. 

Si cotto congruence n*osL pas irrdductible, on envisage bun quelconque 
des facleurs de son premier membre 

( I 5 ) ?/> 4- [3;._1 ?/>-' 4- 4^ . . . 4- P, 5 -I- 


(>) Dana le Inngngc actual de I’Arithmdlique, on dirail, de pr^fdrence, que ces nombrea aont 
des ^Mirateurs de I’ld^al, qui eat d’ailleura Icuv p. g. c, d. (A. C.) 
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Ou y reinplaco ^ par a,, eL I’oii obLioiiL alusi im iiomhre comploxo qui 
forme avoc a la Ira mo do I’id^al cluu'chrt ( ' ). 

II fa II I ajoiiter aux idiiaiix a ins I olueniis les idriaux priiicipaux qui out pour 
trarao im nombrc onlior rdol a el qui s'^crivciit 

It o o 

0 <t () 

n u ft 

Glierclious a appliqnor ccllc rej^le an ju’ohlomc suIvaiiL : 
h'ornier Lous les Ld&aux simples de no vine a, 
fj’iiMal clierclu^ doil elro do la foruio 

a — 5 n (> 0 

o 1 — ? <* *> 

( l(>) ( 11 ) 1 

Of) O I — 5 

O O O O I 

Quand a c^ost uue raciue riiollo de la congruence 
( 17 ) f'- (moeWO- 

Tout nomln’O fa is ant parti e de I’idi'al (ifi) esi de la forme 
(iH) «/»„-!- (s'! — n (’//?!-{ ?! OijH- (Xf /ni-1- Oil ). 

Si, dans ce nombre, on remplaco ai par on obtieiit mi nombre entier 
divisible par a. R6ciproquoniont, soil 

= rt'o-l- X\ai “I- .TnCf,' -i- X\v\ 

unnombre entier comploxo qui dovienl figal it un nombre entier clivisilile parrt, 
quand on y romplaoe c/y par^. On a Idontiqiiomonl 

X = a.'D H~ li'i ^ Xi ~4~ iCj 

-I- (ki — 5 ) [a-'i - 1 " a*«((yi H- -1- Xn (^\ -H s'! -I- ^ + ?'■*) - 1 - .t’tfof '/ -I- aj ^ - 1 - c^i 5 '’) 1 , 

qui deviont 6gal k I’exprcssion (18) quand on fait 

"4 = “ ( .rn H- xi 5 H- -h .'t’H V 5 0) 

m , = -!- ,r‘, ^ - 1 - .i-., -h Xi S*', 

tm = .p 2 -t- .7;,, 5 H- 
m 3 = X 3 -hX\\, 
nii = x\, 

(') Aiiibi qu'if a 616 dit ci-clessus (p. /{oa), cctlc r6glc domic les id6niix rcliUifs ^ Vorclre — ou 
ii I'anacau — des entiera cousiddr^aj cL non 6 I’enseinhlc do lous les entiers du corpsi (A, G,) 
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Le nombfc I’uiL done purtie do I’iddal (i()). Nous d^signerons souvent eol 
Id(^al par la notation abi‘(^y(io ( ‘ ) 

?)• 


Considcrons muiiilonanl I’idoal i) el siippusons d’abord quo a soil une 
puissance d’uii noinbre premier, et quo la congruence 

(li)) “h c = 0 

ait deux racines rdcllos et 

n"uut noml)re fuisant par tie do Pidtial (i i) esl de la forme 

(t{ 771} 0l \ ) -h (l -h /J!?l -h C«f ) (//Jj-t- -h /}i\'JL\ ) 

et, si Pon y rcmplace c/i par C| par exemple, on a 

f/(mo+ -h ([ -1- -l~ -H ) = <* (mod If)- 


Si done 


.r = .t'o ~\ - .Cl V I H- iCt -i- .'t's 'J I -h U \ 


apparticnl i'l Pld(ial (i i), on a 


( 91 )) 


•r,i-h.ri ?.H- H- s: o 


(mod (i). 


ll^clproquomcnt, si Pon a les congruences (ko), le noinlu’c x apparlieiiL a 
Pidi^al (i i), comme il esl ais 6 de le v 6 riner, 

Supposons que la congruence (ig) ail ses racines imaginaires (-); je dirai 
encore que, pour que cc apparlienne a l’id6al (ii), il faul el il suffit quo les 
congruences (ao) aieiii lieu. Mais quel esL alors le sens de ces congruences 
on entront des imaginaires? On remplaccra les congruences (ao) par les 
congruences (ai) 


( ' ) La noUUioti 

{a, 

c)u ti) (‘St im zero da jiolj'nome ( i ), qiii diisife'ne le p, c. d. des deux iionibrcs a et ^ — tii, 
seraiL prdtdriiblc. (A. G.) 

(■‘) G.etle distinction entre zeros reels et imayinaires sciiibic arliiellement un pen superllue, 
il appaiviit plus iililo de considerev an zero d’un polynome coeflicients rationiiels, non 

comme im nombro, mais coiiuiie un synjbole 5* dont le calenl est ddfini comme celiii de poly- 
noinea cn u coefficients letionncls, Ydrifinnl lii loi dc conyrnence (on d’eipiivelence) 

= « ( a: ) — rt' ( (T ) :s: 0 [mod/(a?)]. 

C.ette conception met cn lumitre 1 ’ importance dc I’bypothfisc failc implicitement par 
II. Poinciu'e tie l’irr<iductibilil 6 de/(a;). (A. C.) 
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Si tit 'i soilt iina^luiiires, loutc foiiclioii .sjtiKUriqiiu do ti (!L osL uii 
nombre entier reel. Les congruences (ai) onl done loiijours uii sons. Quuncl 
et sont reels, les systemes (ao) el (21) soul 6qiuvalciils. Noii.s cl irons (|u’ils 
le sont encore qnand ot soul inniginalros. Dans co sens, on peiU dire 
que, pour que co apparlienne a (n), il fanl cl 11 sufdt quo los congruences (yo) 
soient sallsfaites. 

Supposons mainlonant que a esl un nonibre qnelconquo; la congruence (tc)) 
pent avoir plus de deux racines rciellcs. Si Ton on clioisil deux tollcs ((ue 
^ 2 ., (modn), 

ce qul esl loujours possible, on tronvo encore que la condillon ndeessaire el 
suflisante pour que x fasse par lie do (t 1), csL (pie los congru(!nco.s (ao) so ion I 
salisfailes. 

PaonLfsME. Former tous les idaaiix pruniUfs, 

On prendra un nombre quclconquo a. On envisagera la congruence 
22 ) F ( Q — A A 5 , ± A I § rf- A 0 o ( mod « ). 

On choisira m racines r^olles on imaginaires 

?a, • ■ > , 

do cotle congruence, de telle sorlo quo I’on all idenliqueinenl 

(tnodrt). 

Parmi ccs racines ii y on aura d’imagiuaires ; inais ces ima- 

ginaires se rdparliroiit en cycles, do lello fagon que lout poly no mo on tier 
symcilrique de toutes les racines d’lm mfime cycle soil un nombre onlier rcicl. 
Si done Pun des cycles esl formii, par oxemplc, des racines 

?1) ?2| • • •) llV) 

le produit 
sera r6el. 

Cela pos6, on choisira an hasard p racines de la congriionco (22), par 
exemple 

$S, . . §/;, 

mars de telle sorte que, si uno racino iinaginaire fait panic du sysL^nie (28), il 
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cu soil clu iu6mo du touies les raclrios clu cycle. On form era les cungriienccs 


I yi; 


I .i f, 5,, -1 .t , . i. ^ C. 


( mud (t). 


.Si cos cougrneucos soni snllsfaitcs, le n ombre 


s= -h .j't at -4- .vjftf -j , . - j 

upparlLOndru u im corLain idi^al prliiiilif qne je d^signerai par la nolalion 
abrdgc^o 

5i, 

On obliendi'ii de lu sorte Lous les idfiaux primilifs 


L^id(^nl 

(!!■>) 


Id6au3£ premiers. 


If O 1» () 

O (I It IJ 

<1 (I </ 1) 

(» I) t) ll 


est-ii uu id6ul premier? 1‘oiir cela il I’aul d’abord que a soil premier; car, s'il 
dlail divisible pnr \ni nombre enlier b, I’iddal (25) serail divisible par l*id^al 

^ O <1 I) ' 

<1 1/ tl () 

tt I) h i) 

<1 I) tt h 


II ftuu eii oiiLi'C qiie la congruence 
(?6) — Ai I 4- Aq s o ( moil a) 

soil irridiioliblo; oar, si i’on avail idenliquemenl, par exeniple, 

™ As -+- Aa — Ai§ --f- A(}^ b ^ -H c) ( 5*H“ h' c') ( mod a ), 

I’iddal (aS) serail divisible par I'id^al 

a o c 0 
a a b c 
>> u I 
O l> O I 


0) Qiioiifiiu Icii hj’poUiCscs at Ic raiaonncmeni ne soi«iit pas ti'6s nets, tl semble bicn que 
n. Poinftnrd lUilise {ou in clique k possibilild d’utiliser) le corps noi-mat engendi'6 par to us les 
*4ro8 clu polyuome consiclirA (A. G,) 
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Ces conditions sont suffisanLcs. Pour quo ( 20 ) soil premier, il faut eL il suf'lit 
quo a soil premier ot que la coii<^riience (afi) soil irrrtductiblo. 

A part les iddaux premiers aiiisi Iruuvds, jo dis quo lout id 6a I premier esL 
primilif, Je dis quo l’id6al 

ttbo dba (ib’t hu nut 

0 ah Jba ka na 

(27) o o (tb (n pit 

o o (j a qa 

o ») o u a 

ue pent 6tre premier (’). 

I® Il est divisible par 

It t! 0 o n 

0 It o <i 0 

0 ti It {) (j . 

(t o (i a o 

o 0 0 0 a 

Pour qu’il soil premier, il faiil done <l’al)ord 

« = (. 

Siipposons coLte condition romplict 
2" Il est divisible par Pid6al 

b 0 (i k <i) 

0 b 0 /c h 

(ay) 0 0 b I K < 

0 0 0 1 I 

n u i) u i 

En eflot, les nombres 

devant faire partie de I’iddal (27), cet iddal diviso 

be hd 0 A 0 

<j b bd k h 

(28) 0 e /;/{/. 

u o \ I 

0 O 0 {} \ 

(Je ileus complo de la condiuou — i .) 

(') Sou'i-entuiulu « s*il n’ost pas priinilii «, (jeue fornio v6i’inc los condiliona n^ccsaaii'cs 
imiiqudcs ci-tlessus (p. ^08 et note). Le vaisoniiemeiil qiu sail, commo coliii cle la page /|o8, 
aeinliio sommairc ct peal iJlre Insulflaant. Il esl plus simple ot plus pro bant d’mlliser ,IC8 
classos suivaiit I’ldeal. (A, G. ) 
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A Fa is (0,7) el ('-18) out memo iiorme; ilouc ils soul idenllques. Or il csL clai’r 
qiie (?9) divise (28). 

Done (27) ii’esL pas premier. 

(ionsid(iroiis dune im id6al priniltif quolconqiic 

a c) f () 

0 (I h 
(I I) I ft 
U 0 (I I 

Que faiiL-il pour qn’il soil premier? 

11 fauL d’abord (jlh3 a soil premier; car, si a elait divisililc pary;, (80) serai l 
divisible par 

J! 0 t’ <) 

0 p h ( 

0 ( ) I i> 

u I) 0 r 

11 fauL ensuiUi rpie la congruence 

t' /i' ^ 1 (' o ( nuul a ) 

soil irrdducLible ; car, si I’on avail, par oxempic, 

£2 _l_ />t + 5 i)(? -h ^2) ( itukI a), 

(do) sorail divisible par 

f/ 0 II 

o I 5l 0 

O (I 1 ^1 

I) ri (I I 

Ces conditions sonl suffisantes. 

Paol^L^^^rK. — b'ormer tous Ics icUaux pvenuc.rs. 

On egalera a a an nombre premier/; quolconquo; on dricoinposcra le premier 
mombre dc la congruence (2a) en fa clours irrcWluctiblos, Soil 

I’un de ces fac tears, Snpposons quo, d( 5 composd on faclcurs complexes, il 
s^dcrivo 

IL 1‘ — V. .W 


( 3 uj 



/ji 8 

ViM 
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soi’R piGiiiler, eLl’ou obtleiulra do la sorLe lous les iddaux premiors ('). 

T"ous les noin])rcs apparLenanl a cel ideal sont comprib dans la fornuile 

/>{ N||H- (Xi Nl-1-. . C'l"' N/-|} 

-t-. f 'I- iN 7 1 1 i'l 

ou les N sonL dcs eiiliers iud(5termlii(is. 

La Irame de Lid(5al se compose des deux iiombres 

/) rL \- Ui . - 4 - ^/l «i -H 

Puissances d’un ideal premier. 

Eiivisagoons I'idiial premier qiie jo vleus de conslruiro eL la cougruence 
( , .dr \(, -r o ('mod y/' ). 

L\in dcb facLeurs liT^duclibles de cello congrueuco esl oongru (mod y?) a 

Or, on a pu choisir (3i) d’une fag on ar b i Ira Ire, pour vu quo 
donnent certains resles a y;. On aura done pu le choisir de lullo fagon qm; re 
soil 1111 faclour iiTiiduclible do la congruenec (3a). 

Gela pos6, la puissance )i*®'”“del’id^al premier conslddrci qui a pour Lramo 

ji at v'l -+■ -h- . , .H- <i \ «i H- f^ii, 

a pour lramo i’onsemble des nombros 

(‘{'0 yil*'(a{ - 1 - ‘ . .-I- a, xi p <L’ X a o. 

L’un dcs com mil ns divisours des X d era tors nombros compris dans rexpres- 
sion (33) esl 

C/\ -H. , . H «u= H. 

Done la puissance X'*'"® cborchdo esl divisible par I’id^al (34), donl lous lo.s 


(') Ici nneore, II. Poiiicar^ samblo uliliser, an inoina ncci'ssoivcmcnl, Ic corps norinnl deflnipar 
lous lea ?.6ros du polyiioinc (i). Voir la Note, p. f\h. (A. C.) 
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nonibres soul dount'S par la formulc 

Or gUo !i inline iiormc quo cgI Id(ial('). I'Mlo osL done idenllqoe a ceL idcHil, 


Multiplication, des id^aux premiers ontre eux- 


Tout id6al priinitif ou non primiLif peuL Giro conj,itl6r(5 a la fois coramo 1 g 
prodiiit el comine le plus pclil cominun iniilliple d’nn cerlaiu uoiubre d’idi^aux 
priinilifij premiers on Ire eux el puissances d’un ideal premier (-). 

Nous savons mainlGnanl former Louies les puissances d’un idcial premier. 
Comment inainleiianL inultiplicr eiUre dies ileux pareilles puissances premieres 
ontre dies ? SoienL 


(■J'l) cl 


n 

h 


f} 

n 


/'i’ 

0 

0 


it 

0 

n 

f( 

h 

t> 

0 


0 

/>\> 

a 

r/ 

r 

0 

0 0 

1 

(1 

A 

<j 


0 

ti 

A 

C 

fi 

1 * 

n n 

tt 


f/ 

/, 

1 

It 

it 

rj 

I 

c 

f/ 

n 0 

[i 

0 


(1 


<» 

it 

0 

n 

1 

r. 

0 0 

0 

n 

0 

1 


n 

it 

(1 

n 

1 ) 

I 


les deux piiissanees A mulLiplier ontre olios. Soil p. X el supposons les deux 
puissances premidres eutro dies; on doU avoir idmiliipiement 

Ase-'-!- A, 5'“ Ai?h- 

4- /d ( S’ H- r) (mi)d/jj’'). 


Le produiL a pour Ira mo les ([ualre uombros 

yA f|J,^ y;lJ(o'j-| acii hi/), /A(£/J H* Ca? 4- //yi H- C), 

(«[ h aa,-\~ Ij)(c /'1 R(./? h t/vi r)~ (/’i -i /iff} 4 /ai'-i /aaj 4 -/'ff| I- 7. 


II a pour norine 




(') II. Poincar/ atlmct (jiie la nonne d’un procluil tl’iddauv csl ilfjal an prodiiit drs tiorm("i dcs 
fact curs. 

Cello propridlc n’csl vraic quo pour les icldaux riiffuliers do I’aiincflu coiisid 6 rii (c’cst-&-dire 
ceux qui soiU premiers avee Ic couducLeur, cl qui soat dgaiix *\ des idi 5 aux de I’cnsenible do tons 
les cn tiers du corps). (A. C.) 

(’’) Cette proprill t 6 , com me cello de la normc, n‘csL vraic quo poui les idiaiix ri'giilicrs; ello 
Test notammonl pour les id 6 au\ premiers avee lo discriminant du pob'iiomc { i ). (A. C.) 
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Envisilgeons la modulo 

p> (> hp\>’ () <) (j 

o j)'' aj>[>‘ hj>V <1 /) 

,, <* (> l>\' it !>''} 

l-i?) . 

0 n () p\‘ ap\> f 

{) )) n {) p[^ / 

Cl II (I II o t 

Host divisible par (35)01 par (3(3), et par coiisbqucnl par lour plus [)oLit 
commun inulliple qui osl leur produil. Do plus, il a mcimo noniiu (juo lour 
prodiiil. Done il cst (igal a co prodiiiL 

Dans lo cas parliculier X ~ p, l’ldi''al ( 37 ) se rt^duit a ridoal ju’iniilif 

p^ II (I o 0 {/ 

(I p>' 11 o (1 n 

o (I //' 11 11 //; 

0 0 (i 0 f 

1 ) 0 0 0 p> / 

(J 0 0 U I) I 

On ferail do imiinc pour muUipIier ealro eux plnsieurs puissances d’iddaux 
premiers. 

Rdgle pour former tous les iddausc dont la norms est une puissance k 

d'un nombre premier /j, 

Eour nous rdsumer et pour donner dos rdsullaLs un duoned simple, nous 
allons donner quolques ddfinitious. 

F(oci) sera rexprossion 

qui csL nnllo, comme on lo sail, si cci esL im zdro de I’dquaLion ( 1 ). 

Nous dirons qu’un nombre complexc 

Jf, = Klj-H- i'Oj- 1 at}-' fio 

esL un faclour du nombre complexe 

n, = cc'J -4^ a‘{“‘ : 

Sill van t un module B, si I’on vent Lrouver un nombre complexe 

K = - 1 - H - . . , - 4 - Co, 



Lftl quo 
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II, -lliK 

soil divisible! par 

I)e nu 5 me nous d irons quo Hj fit, I uii i'actfiur de F(c^i) suivanl cc inodulc b, 
si I’ on pent Iroiivcr uu nombro coni])Iox(i 


Lfil (jiifi 

soil divisiblo par 15 . 


K' ~ ct'i" 1 - l’,n - a-l S^'i" ■ I' ' -I' • ■ - 


6' 


II ; 


i*'(' iX, ) — 111 K' 


SoifiiiL 

JTi iin factfiur dfi F(ai), 

II«, nil facienr de Hi, . , , , 

snivant le luodulo jy', 

II/, un fa e lour do H/,_i ; 

oLp.,, Pa, . . p,, les ordros do Hi, Ha, . . II,,. 

Soient 

A I , A j) * • • j A/,, A 


line s 6 rie dc iioinbros ouliors croissauls, Lcls que 

— | 1 ,) i- XafiJi — I-Ia) 1 -. . . + ?>/, (p,,--! -- Xp,, “ h. 

Lc modulo dont Lons los nombres oomploios sonl compris dans la formulc 


-i-yy ( iixi 'i . . .* 1 - Ni 


oi\ los N sonl des ouLiers indiHorminrts, csl un idi^nl de normo yF‘, el, par co 
proeddd, on obi tent Lous los idfiaux de normo /J^‘- 
II on riisiillG quo le nombve des iddaux do norine osL fini; car F(«i) 
n’admct qu’un nombro fini do facLours Hi suivanl le module /j^‘, II i n’admol 
qubin nombro fini de facleurs 11 ^ suivanl lo module /F', .... 

II esL vrai qu’on pout romplacer rospeclivemonl 

Hi, II., II« 

par 


lli-l-yd'K,, 112-4- iJ/'Kj, 
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K,, ICj, Kn dtaiiL (Ics nombres complexes quelconqiies cl’ordre pi — i, 
Pa— I. . . p„ — I, sans que cos nombres cessonL cl’filro facteurs les iins des 
auLrcs CiL de F(c<i) suivant le module l\[ais, en faisanL cette sul)Slilulion, on 
no ciiangc pas I’idi^al corrospondant. 

Kemarqiious quo I’on peul, disposer de Ki, Ko, . . . , do loUe sorle : 

i" Quo III soil divisible par IL; Ily par 11,,; . . . ; Ibi-i par II, (j 
a” Que ri| SOIL un faclour do F(«i) non seulomenl par rapport an modulo /^''b 
mats par rapport au module yV', k 6 laiU aussi grand qu’on voudra. 

Siipposons (ce que nous pouvons to uj ours fa ire, a in si qu'oii vient do le voir) 
(jue lla divise III; 11^ diviso II 3 ; . . . , II, i divisc ir,t„i; 

Soicnt 

1 bl— I ~ II/I I ) I l/J- 2 = H,i- ) I ,1—3, . . . , 1 1 J = J I‘i I' I . 

L’id(ial (38), qu*il s’agit de decomposer en facteurs prijmiers, a pour tranio 
p>., pA,. ai„-„ y-ii,. 


11 osL le produit des iddaux primitifs qui out respective men I pour Irames 
p'l, (/F<“ >, Fi), l'\), (yP.~A,^ IJ„). 


11 resto i\ decomposer cliacnn de cos ideaux primitifs en facteurs premiers. 
Fnvisageons le premier de ces iddaux, t\ savoir celui qui a pour trame p^' : 
c’osL la puissance X, do celui qui a pour trame /;; pour obleuir les faclnur.s 
premiers do cot iddal, envisageons la congruence 

do) ' . . . -h Ao E5 ? 0 (mod/:'). 

D6composons-la on faclnurs irr^ductibles el supposons ({uo, si l*on rem place 
dans ces facteurs ^ par «!, ils doviennout dos nombres complexes Ai, An, A,/. 
Ij’ldc^al dont la trame csL y? a pour facteurs premiers les iddniix dout les Irames 
sonl respectivomenl 

Ob Ai), fp, /»!), (p, /»,/). 

Envisageons mnintcnanL Fiddal dout la trame est 

P^“"b, /m, 

c’ost la puissance Xa — ’X, de I’iddal dont la trame est 


P, 
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Soil 

/.I = a'>-^ (/„, 

OL consid^rous les factciirs irrc^dncliblos de la congruence 

«v_i (modyj) 

qui, lorsqu’on y romplace <; par <yi, doYiennent des nombres complexes 

. , /Kr 

Les fnc lours premiers de I'idt^al dont la traino osL 

JJ, /m 

sont les id6aux oyanL pour Lrames 

0^! ^^l)j (/■') ^ • •) ( /^i ^^q)‘ 

On opcrorail do mtimo pour les auLres ideaux primllifs, de telle sorte quo 
I’iddal (d8) so Irouvo ainsi dicomposti on factciirs premiers ('). 

Cas exceptionnels. 
i'’ La congruence ( 3 ()) osL ii’rdductible. 

Dans CO cas il n’y a pas d’iddal dont la nornie est y/*, si h n’osL pas divisible 

_A 

par m] il n’y on a qu’un si h est divisii)lc par m \ c’est celui dont la Irame osty)"‘ 
et c’est la puissance y~ do I’iddal dont la Lrame est p qui est premier. 

La congruence (89) a des racinos multiples. 

Dans lout ce qui prdc^de, on a suppose implicitomont que la congruence (89) 
n’avaitpas de racine multiple. Remontons on olTol jusqu’aii point oii il s’esl 
agi de trouver la puissance X d’un iddal premier donnd. 

L’un des fac lours irriductiblcs de la congruence (Ss), ai-je dil, est congru 
d ( 3 i) (mod p). Cola ne sera it plus vrai si la congruence (82) ou, co qui 
rcvient au mdme, la congruence (89) avail des racinos multiples. 


(>) Daub Ic corps normal, ongendi’»i par tons Ics zdi'os da potynome (i), I’idcal principal (/j) se 
decompose ca un produit de k iddaux preniiois 

Aji chaciin de normc / j'*j m ~ nkt 

g[x) (Jtanl un diviseur irrddnctiblc, mod yj, dn polynomc (i) de degre tr, Wy disignant certa-ins 
7.6 ro3 de ce polynome. 
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A.insl In congniencc 

52 „ o ( mod p-) 

ndmei 011 n’adnicl pas cle raciues rdollos, c’csL-a-dlrc esl decomposable ou non 
en dcux factcurs irreducliblos, scion quo la congruence 

(modyj) 

csl ellc-judmo reducliblo ou irreducnblc. Cola esl vrai loules les fois quo ^/n’csi 
f)as divisible par/;. 

Siipposons ni.'iinienant quo d soit divisible par p sans I’dlro })ary;-. 

La prcinicrc congruence csl irreducliblo et lo proiiiier nininbrc do la seconde 
c.sL Ic carrd du fnclenr irrediictible 

Pour voir comment on doil opercr pour lover cello difficiilie, coniniencons 
par un cxemplc simple; soil 

p — ^ o o 

0 j — ? 0 

0 0 I 

0 0 o I 

un ideal premier simple el supposons quo \ soil racine double do (dj)). 
Ghorchous lo carr(^, lo cube, olc., la puissance dc (4o). 

Supposons d’abord, loujours pour plus do siinplicild, ^ — o, co qui oxigo 

A 1 L3 Ao rs o ( mod p ). 

Ghorchous d’nbord le carre do PidAal doniirt 


(4o) 

G’osi 

(40 


P O O 0 
0 I O 0 

O O I o 

0 O O I 

p o n It 

0 ]> o o 

f) o 1 o 

(t 0 o ( 


15n circl, il csl aisA dc conslalCr quo (/fi) esl un id^al. Or le carrd do (4‘^) e 
pour Iranic 

/'S /'“i> 

et, comme ces trols nombres font parlio do (4i)> (40 divise lo cnrrd do (4<^)* 
Or ces deux idiaux onl nidme normo; ils sent done identiquos. 
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(vhorciioiis DiiUuleuiiiiL l(.>s puissances pairos de la piiissanr<‘ iv pai' 

exemplc. C’csL clicrcluir la piiissaiu’c a de (dO- 

F(c<i) va adintiUre coininc faclenr, siiivanl lo module nn cerlaiii facleiir 
fjnadrati(|iic H-p, lei quo 

>, r:L ij " t) ( tnod p ). 

l/idrial (4 0 pent s’ncriro 

j) n fj () 
o j> / u 

) 

() U [ A 
O ( ) O i 

ol li a pour Lrainc 

yj, ai -i- |J. 


Sa puissanco a pour ti’amo 

yj“'~'I^(«J -! Xo'i -I- [J 


Flic osL done divisihln par 1’ id dal doiU In Irani c esL 


Or ccL id<^al [unit s’dcriro 


(^‘0 


I'p. 

py u ;j 0 

(j py "l 11 

O 0 E /. 

() U U 1 


il a par oonsdfjuotiL in dine norrnc (juo la puissance du (40* (4^) ‘^‘’1 

la [luissanoo do (4i) et la [inissauce ('ly de (4<0* 


Ghcrclious inainlonanL In puissance («<?-[- 1)''^'"" do ( 4 n) : c’osL lo produil do 
( 4 o) cL do (4^)1 olio a done pour traiuo 

6 'i(o't -f- Xai-'- |i). 

Supposons, CO qu’nn [leul Loujours faire, quo (j soil im faclenr 

F(o'i) siiivanl lo modulo y>-®' G Le module 


( 4 ' 1 ) 


py > ' (J \) o 

o py ), ;j- 

o 1 ) 1 X 

0 0 O 1 


csl iin iddal donl font partio Lous los nombres do la Iraine de la puissance 
H, P. - V. 5i 
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chorclieo eL qui a m^mc normo quo cello puissnnco; c’osi done ceLLc puissance 

olle-iiidnie. 

Supposons maintenant quo 

K({/,) = !? ’i' A i(y } ; A|7,''-AjC'f i A|?i--A,i 
adiuclle comme fnclciir, siiivaiit lo module/? 

(aj -I- Xki -1 jx}'-', 

1 1 admet comme fact(3iir irrttduclibie suivanl le module /?*'', Ji (daiU Ires 
grand, 

O'! -f rriof,' !- iiji?} : 1 iTii, 

ou 

II, lIo^-'-O.S i u;j, ]|, - ■!), Iiuotl/j). 

II y a alors un idiinl premier 

l> O [J I, I> 

O p \ [JL (I 

0 Cl I >, [J. 

O (I o t ). 

a 0 Of, i 

dont In puissance (a csL' 

o 11 u Mil ' 

0 /J®'- {J (J Ml 

n (, /j^ u Mn 

n o n M', 

n 0 () 0 I 

Cl dont In puissance (aa + ost 

' (1 jjyj®' t» Mil 

<1 cj y,a ]f, 

o (1 /»* Xyj® Mo , 

o 0 o M,i 

o u n o 1 

Encore im exomplc : supposons quo admoiLo lo facloiir 

(Oi, -1,^)3 

suivnnl le modulo p, 

II admel comme facleur iirdducliblo, siiivnnt Jo modulo z?^', h dtnnl Irds 
grand, 


Wi'l-MjKj hMia|-i- Moj 
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11 ,-=!?, IIo=?S (mod/)) 

11 y a nlors un Iclt^nl premiev 

/) ? 0 f) (» 

I) 1 ? I< (> 

C» t> 1 ? 0 

0 0 a 1 ? 

n 0 o 0 I 

flout les puissaiicos ( 3 y ( 3 y ( 3 « + 3 )''''"“ sont I’cspoclivcincnl 

/)^ O O 11(1 0 

0 /)^ o Hi IIo 

0 O II2 III J 

n 0 o I IIo 






0 

0 0 

0 I 





pO-, 1 


0 

11,1 

0 


1 

0 


11,1 

I) 

t) 

py. 


11 . 

IIo 


(1 

py. t 1 

‘X^pO 

H, 

Ho 

0 

0 


ih 

III 

> 

n 

0 

p'j. 

II2 

III 

0 

0 

u 

1 

IIo 


ri 

0 

0 

r 

Il 2 

0 

0 


0 

I 


0 

0 

0 

0 

I 


Cos Gxcmplcs .siirfiront, jf 3 ponse, pour fairc oom[)rcn(li ’0 comm on I on pent 
so liror d'alTairc dans lo cas excoptionnel qui nous occupo ('). 


Multiplication de dous; xd^aux dont les nornxes sont premieres 

entre elles. 


Soiont 


almd 

ahvX 

ah i 

ft 7 


a\h\r\di 

ft| />! ft| ^1 ftl /)| 61 

ftiYi 

n 

abc 

ah S 

ft [1 


0 

fti /)] c'l fti h\ fti 

ft. 1^1 


0 

ah 

a a 

) 

(1 

(1 fti/)i 

fti^i 

0 

0 

0 

ft 


0 

0 0 

fti 


los deux iddaiix a rnultipHei'. Loui's normos sont rospectivemont 

N = ft ‘ /) I c- c/, N 1 = ft 1 1 c\ d\ ■ 


IjU noi’ine do lour produit, f[iH est on mfinio temps lour plus polit commiin 


( ' ) Goa cas c\coplioimola sont ccu\ d’itl6nuv qui nc sont plus niccsaaireincnt I'^gulici’s. II nVsl 
pas certain que la tliioric prfSciclentc puissc leiir lilrc appliqueo inldgi'nlcnioiiL. Lc raisonnenient 
de TI, Poincare, qui sc borne b quclques e.vemplos, devrait dire gdndralisd et compldtd, (A, C.) 
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MS', =( (!(({)''{ f'C'i )■( fA/,;, 


N dtaiiL premier avee N, el par coniscqueul a, f, d premiers avec c,, 

c/i; on pent Lronver des iionihres 


lels quo 


A, II, r, A, I',, /, 



( mod 


( mod <l \ ), 

!•: - - s 

( ukkI C‘f/), 


( moil f'l /■/)), 

As 8 

( mod c ), 

A ~ S, 

( mod I’l U 

V ^ V 

I'mod hv(l\. 

r-Yi 

( moil A, f'l I'/jl, 

n p 

(mod Ee), 


( mod A| <’i), 

A - X 

1 mod h ), 

A X) 

( mod fji) 


Los i(i{5aux sont alors Equivalents a 


abed 

abc Z 

abY. 

r 


t(ibii:\d\ 

III bi r, Z 

ui A, I*: 

ti\ 1’ 

o 

(the 

nbiS. 

fHI 


0 a\ b\ >'i 

III b\ A 

«i II 

o 

0 

(lb 

(t A 

’ 

() 

0 

H\hx 

(i\ \ 

0 

0 


a 


(J 

0 

n 



Lenr procluil divise I'iddal 


( 44 ) 


r/A6v/f/t A| 6'j (d/c <thii\h\\\ (Ui\\' 

(I <thc «i hit'x ah (i[ h\ A it n\ II 

(j 0 (ihiiibi aa\{^ 

0 (1 <1 It tt\ 


ct, a cause do I’tdeuliLE dcs normos, il esL ideiulque i\ {44j)* 


pRowi.KUK. — Fovmev (ous les id^auoD de norme N. 

On dEcomposera N on. facleurs proiniors; par exomple : 

On formera Lons les idEaux do norme }d\ d(i norme />f', d(! norimj pt' cl. on 
los mulLipliera cnLre eux d’aprEs la rEgle prEcEdeuLo; on obliondra aiusi ipusles 
idEaux de norme N, 


PnnnLKMK. — lieconnatLresi un noinbre^ paut tUra rcpvcsanlc par la j'ormo. 

On formera Lous los idEaux do norme N d’nprEs la reglo prEcEdcnlo. 
Supposons que Ions los nombros complexes do Fun do cos idEaux soicnl compris 
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dans la formule 


■ii t,-:- p..r. 


/i‘>9 


oi'i Igs |3 soul dcs noinbres couiplexos cloimds el les x des enlicrs iiidilcrmin^s. 
On clierchera, d’apros la nuHhodo do M. llerinilo, silos formes 

f’j, v,„) el m>inu;(pi.ri I- .. l- p/„.r„,) 


soul (iqiiivalonlcs. Si olios lo soul, le uoml)re N pout olro reprcsouli par U''. 

Si aiicoii des idc^aux do nnniic N no doimc uno forme (iquivalenle a N'K, lo 
uombre N no pent elro ropr<!‘seulu par 

Sacbanl roconnailrc si un noinbro oiilior doiiiui pent 6lre rej)r(^sonl(i par U'’, 
on snurn rcconnailro s’il peul I’tHrc par F. 


Imperfection de la methtode. 

Pour Iroiiver Louies les repn'jsenialions dc N par b’ ('), on clicrcho Ionics 
les reprdsenlalious de par 'P; supposons ((uo I’oii irouve (jue U*' devienl 

(*gal ii quand on fail ^ 

.r, = ,j|, ~ pi, .. •I'm — p,„. 

On rojelle touios les solutions pour losquellos on n'a pas a In fois 
P, = P,„= O, p,- n (mod 

S’il on rosle une, on sail quo F devienl I'gul a iN quand on fail 


On estdonc obligd, pour Iruuvor loulos les rcprdsentn lions do N j)ar F, de 
cliorclior loulos les repr6sonla lions dc par ¥, donl In plus grande parlic 

csl cn gdn(iral iniililo. On esl forc6, par cons(5quenl, de former un plus grand 
nombre J’iddaux qu’il no sorail slriclemonl ndcessairo, G’csl ce qui nous 
conduit d cberclicr quelquos simplifications. 

Premihre simpUJicalion^ — > Lo problemo do la repr6scnlalion des nombros 
par F sc ratncne d colui dela reprdscnlalion dcs nombros pnr<f>. Occu pons-nous 


(') Voir les nolaiions, p. /jot. (A. C.) 




43o POKMES BINAIRES. 

<lonc (le CP second probl^nie ct clierchons a trouver de.s noinbrcs onliors t, /i, 
lels quo 

i\ ilanl mi cnlici’ doiin 6 . 

On peul toujoiirs supposcr quo ^ el yj sonl preniujrs enlro (mi.v; cur, s’lls iic 
I’dlaienl pas, N devrail 6 lre divisible par Jn puissance m''""*’ do lenr plus grand 
comniun divlsour d\ I’on devrail avoir 

el le probleiiic scrail raniend a dgalcr <I» A N d '”*, on subsliUianl, A la place do .r 
oldej', deux nombres enliors^^) premiers onlre oiix. 

Si I’on suppose le probleine possible, los nombrcjs cornploxos ooinpris dans 
la furmulo 

(■i'O /niffi-i' /«»«? + ., .'h -') 

forniunl iin id^ol do norme N ol In imilliodo g^iu'sralo consislo a former lous los 
id(^aux do norme N el A cberclier s’ils pcuvoiU so molUns sous la forme 
Esl-il ndcossaire pour cola do former tou!( los iddaux do Jiormo j\'? iN'on, car 
I’idiial (4n) esl simple. Eu oflbt, si 5, par excniplo, col id('*al s’Acrji 

5 () o () Ao f) 

a ? o 0 —Ai’o 

0 a ^ Ajja > 

0 » a ? — A •! a 

a () o a ^ "f A j 'a 

^ el e (itanl premiers onlre eux; il on osl de inline do -n oi ^-l- A.,-/) ol il cxisK! 
deux nombres X, ol pi, lels que 

?'i a H- Ava)~ I. 

On ne change pas lMd(5al en muUipIianl la ciiujuiAinc colonno par p, ol y 
ajoulantla qiiutridme multiplide par X, el (en inAmc Lorn ps) on mullipUaiU la 
qunlriAmo colonnc par ^ q- A+rj, oton roiranchnnlln cinquiAnio intdlipli(Jc par '^ 7 ; 
puisque 

I . 

5-1 A, 'a — 


a 
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L’id^at devioiil ainsi 


- A II r’l* 

Ai 

— A..-r,-! 

A, r,c -h A ,'r,® 


Pi Au/j 
— Pi A 1 •!] 
Pi A’ n 

/■I £ — Pi A 1 0 
I 


.yn 


IjOS iiombres n ol Ajy)^ -P /Vi /)- ioiil premiers eiilre eux ol il cxisle 
ilciix nombres Xo, po, Lels quo 

). j -+- |j>( ^2 I ■ A i -l- Aa /)-) = I . 

On no change pas I’idrtal on mullipliaiiL la cjualriciue colonne par p-j cl } 
ajoulanl la lroisl6nic imilLipli6c par Xa, puis on inuluplianL In li'oisl6nic par 
_(, /)'■* CL cn rolranchaiU la fpiali’UMiie (ancienne) inullipliiic par o. 

(j’iddnl dcvieul alors 

^ i> A„ti’* — psAo-ij- piAor, 

•r) ^ — A I a’’ P2 1 ~ Pi A i a 

o f, ^'-i-Asr,^- I- As'^l"? Aa /l' ?.»?— psAafj- piAo’i) 

on o I " pi A 1 /) 

o o o o I 


Les noinbros n, + A) + A;,-/}-; -p A.po’' sonL premiers enlro cux, eic., 
il esL aisiS do voir qu’en continuanl de la sorle, on amcne Vidial t\ In forme 

A' fi b !' fl 

<> I <■' ./’ A' 

o o I // /. > 

() I) n I / 

o o o 0 I 


cc qni inonlre que c’esl un ideal simple. 

Done, an lieu dc former tons les idAaiix de norme N, il suffiL do former Ions 
les iddnux simples do noririe N. 


PiioiiLfijiE. — Trouvev toules les repi'esenlations de N par <I>, 
Go qui pr6c6de nous conduil A In n^lo siiivanlo : 

On envisage la congruence 

( /j () ) ~ A ,„„i ? ~h A,„_j . dz A 0 53 o ( m (jtl N ); 

eL ^ I’une des racinos dc ccLio congruence. 
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Si les tlcux formes 

N'l’(; i, ,)2, . ; m) 

eL 

iioi'me I N-t’i -{-(lyi — 0 ( ro'l r |(7, -i- .-I'l af -i- . . . i 
boiiL (^qnlvRlenles CM que Pon piisse de la secoude a la premiere cm posaiit 


el si Poll a 


f’l — ?'I,1 1 -1- X| 2 ,) i l • • - - ,) //() 

,{ 1 — Ao I ) 1 -\- / 2,J ) ‘J 1 ' < • I ^'2 W ,) /)M 

‘ * ' ' ♦ ' * ..<.11 ... • • » J 

I M A //1, 5, 1 2 I ■ ' • • ■ 1 " ‘f' III ,111,) III ) 

Aj,l = A} j = . , , — \ ^ (), 


mx egale ‘I> a F eii posaut 

.r — N ?. 1,1 — I = 


et Pon ubllenL de la sorlo louLes les represon la lions d(! N par < 1 >. 


NOTE 


(I’AU'riE i:5). 


CoiUlnuaiU des rcclierches analogues it celles des Parlies IJ el \% H. Poincar^ 
avail communique a PAcad^mic des Sciences, en i88i, iin Mihiioirc sur la rejireseii- 
lallon des notnbres (eiUiers) par les formes (a cocfneienls enliors). (iolle fois 
encore, un simple exlrait du iMemoire, fait par lui-meme, avail eld j)uljiid dans les 
Compies rendus (ci-dessus, p. Sgy a Sqg) el c’esl soiilomenl on 1886 qu'un expose 
])Ius delailld a paru dans le Ballctiti de la SocitUe Mathematujae, Toulefois col 
exposd ne s'occupe pas des formes decomposables , eiivisagees dans la prcinidro 
Par lie de la Note aux Comptes rendus, cl developpc sculemonl la douxiemo Par lie 
de cetle Nolo qui concern e \q% formes binaires. 11 n’esL lui-meme qu’uno prrmulrr 
pnrtie d’un travail donl la siiile no semble pas cxister. D'nilleurs, apres i88(i, 
11. Poincare parail avoir eu des preoccupations mallienmliques ires dillerentos. 


Pour etudier la representation d’lni nombro par uno forme binaire f{m, 

11. Poincare considere Ic corps engendrd par un zero du poijnomo ^(.37) , 
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ou ]3 ,h esl le coofiicieiU da Icrinc do plus haul dcgrc eii dans f{:c, j). Co zero 
esl un enlier ulgdbrujiic (ou compleve) c/i et los nombi’es 

.x'oH- aj - (.-tf/ ciUicrs) 

consLituenl un aiineau cl d’entiers^ (jui, en g('‘neral, esl sealemonl contenii dans, 
sans otre eg a I a, I’anneau de tons les en tiers du oor])s. Cel anneau d’en tiers esl 
isomorphe a nn anneau de mulrices a tcrincs entiers, qni represen lent les tables de 
inulliplicalion des en tiers par lea in premieres puissances de (Z,. G’esl ainsi qu’a c/i 
correspond la inatrice A dellnie par 

II I <y| ... [| >' = j| I c/i . , , |j A 

cl a I’exprcssion A'((y,) d’un enlier (pielconquo de c\ correspond ^'•(A) etanl 

un polynonie a coefficients entiers, de degre m — i au plus], 

II, Poincare utilise les ickhta/v de PanncKU c\, c’esl-a-dlre les sous-modules qui 
resteiU invariants par multi plication par un enlier quclconqnc do I’anneau. Un 
sous-module pout etre delini par une base de ni cnlicr.s, (ju’on pent dcrire 

III Pi ... «'|"-'||xS, 

S clant lino m a trice a icrines entiers, diilinie ii une e(|ui valence pres a droUe. Pour 
que CO module soil un ideal, il esL ndeessaire (|ue S“' x A X S soil a Lernies 
entiers (') etcetle condition csl suflisanle, car elle rcsle vcriliee ((uand on reinpiacc 
A par Cette condition ajoulee a la [lossihilile de imiltiplicr S par une 

ina trice unimodulaire a droitc, pei’inet d’etudier les formes de matrices S, pour les 
ideaux appcies par 11. Poincare simples, el priniitijs, ouseuiement, ce qni apparait 
suffisant, les ideuuj) premiers de divers depres (p. /)i5 el suiv.). 

On pour rail encore, coin me semble Pa voir indiqiie II. Poincare (p. /i'.i3 a /i'i 7 el 
note p. /|3i), uliliser, pour construire un Icl ideal jireinier les classes dans 
lesquolles il reparlil les entiers de I’anneau cl. On constate ainsi nis6meni que sa 
norme est une puissance p^ d’lin noinbre premier (^k^ni), Dans chacuno des // 
classes, il y a un (el un seal) noinbre de la forme 

<{\ -}- Kf , .-t- ai"' «k--\ ( <<1 driini, mod p), 

«, zero du polynomo (i), Il en rdsulle la congruence 

a| = -I- (Ziro-l'Uo, (mod. ‘T), 

Le polynomc, a coefficients entiers (rationnels), ddfinis mody> 

a{x)~ x^’~- aji -1 1 — , . . — uo, 

est (dans le corps des classes d’eu tiers, mod p) irrcductible el il diviso le poly- 


(') Ellc exprime cii ellct qiic 

jj I «, ... [j X .S X «i= 11 I ... a',“-i||xAxS 

11 1 ... a'p-i jj X S X E (E it icrmes entiers). 

55 


II. P. - 



431 


FORMES BINAIRES. 


nome (i ), On on coiicluLque ] ’ideal iT esl clellni paries generaleurs (quo II. Poincare 
{ippelie la ti'ame) 

[/•>> </(«'! )!• 


On vou aussi aisdinent sous quelle forme on peuL inelLre la niaLrice S; par e\cniple, 
pour 7 « — 4 eL X =::: 2 [p, 4i7> forrilule (So) ] 


p 

i) 

— flu *' 

0 

p 

— «) — Cto 

0 

u 

I — (fl 

t) 

u 

1) 1 


Le calciil de ces Ideauv : exponeiUialioiij muUiplicalion, decoiu position d’un 
entler (ralionnel) en prodiiit de Jacleuis premiers, peut se faiie eii ulilisaiU, soil 
les generateiii’s, soil les matrices S, par des calculs analogues a ccux qui sont 
indiques par II. Poincare el qu'oii peut sysldnialiser. Toutcfols il y a lieu de 
precise!’ le cas des ideau\ qui^ dans I’anncau, ne sont pas regulierS; o’est-a-dire qui 
ne sont pas egaux a des ideaux de ranneaLi de tous les eniiers du corps. 

Geci acquis, le probleme est de cherclicr si un cnticr (ralionnel) esl representable 
par utie forme binaire equivalente aritlirnetiquemonL a 

j ) = atj ) 

(vt eiUiers complexes conj agues; i de i a »i); une jnetliode pent 6 tre de decom- 
poser rentier N en uii prodult d’ideaux premiers dans ranneau d’eniiers, delini 
par tons les vi, puis d’uliliser celle decoinposilion pour cliercber si N esl la nornie 
d’un ideal principal, doiiL la base apparlieune ii un certain module (do generalcurs i 
el a). Ge procede, conime le reconnail lui-meme II. Poincare, esl insuffisanl, il 
s’dppliquerait dtija mieiix a la represenlalion d’une forme decomposable, do m 
vai'iables (premier probleme tie la Nole aiiv Coniplcs rcjulus). Une soJulion plus 
precise dii probleme serait sans doule fouriile par une elude [diis sysiemuticpie des 
classes d'ideaux, qui peul, elle-mcmej clre raUacluie a la redaction des oialrices. 

On remarqiiera qtie le travail de 11. Poincare remonte an nioins a i 88 i, alors 
que I’expose de Dedekind snr I’arilhmeiique des etuiei-s algebriquos (Ic senl 
que II. Poincare semble avoir connu) esl tie 1877 , el qu’il esL rcsle ensuile pondanl 
plus de 3o ans sans avoir inspire en France de reclierclies d’une cerlaino impoi’lance. 

Il esl egaleinent a remartpier que II. Poincare avail rapproche la conception 
de R. Dedekind, de la conception anlerieiire, moins genera le et moins precise 
de E. Kummer el qu'il n’iguoi'ait pas I’elroile pa rente de cos ibeories avee les 
liavaux, en apparence Ires dillerenls de Cli. Ilennitc (i8jo-i8ij3) el memo ccux 
plus anciens de Eisenslein (i844). (A. G.) 



QUATORZIlilMl!: 1‘AlVriI’:. - GUNIIE DUS FORMES 
{Analyse^ p. 1 1 ). 


suu umi 



Comples vendas da I'Acaddmie des Snenccs^ t. 91 , p. 67-71 (y janvier tSSa). 


1. Gauss (*) a imaging unD classincntion dcs fornics quadra llqiies binairos, 
qu’il a partag6os, d 'a pros cerlaiii') carnc lores, on groupos a p poles orclres ct 
genres. Gollo classifi cation a (ilenduo par Eiscnslcin (-) aux formes 
quadraliquGS lernairos; mais je vais moiUrer (pi’ou peiil l’6tcuclro i\ dos formes 
lout a fait quelconqucs. 

Je dirai quo doiix formes aIgtibriqiieinonL (iquivaleiUos apparlionneiU an 
m6tne ordre^ quand lo plus grand oominun diviseur dolours oocfficionls csl 
Ic memo, quand tl on esl ainsi du plus grand com mini diviscur do ces niOmes 
coefficients affeclds des coofficicnls biiioininux (ou poljnomioux) cL du plus 
grand coiuiium divisour dos cocfriciciUs do lours covariauls, conlravorianls. 
mixed concoinilanls, etc., aflecl^s ou non dos coefficienls binomiaux. 

Je dirai quo deux formes a?,,) ol <p(/ii j'-j, ...» yn) sonl 

(iquivalenlcs suivant Ic module /n, quand ou pent iroiiver /i® nonibres culiers «,/o 
donl le diilerminonl soil congru A i(modm), ct qui soienl lols qu’en posanl 

.Yt = ff/i -H «/8 -h . . , -1- a In a;,,, 


(') Disquisitiomi arUhniitica^ i 8 ot, n«’ 229 ct saivaiits. La rfiportllion en genres des classes 
do formes Ijinaires a die ciiaitilo I'objct dc nombreux trflvaux (jF/icj'. des Sc, malh,, ftdit. franc., 
I- 16 , n® 25, note laS). (A. C.) 

(*) Journal de Crelle, t. 35, 18 ^ 7 , p, 117 el Ber, Akad., Berlin, i85a, p. 35o. 
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on ait idenliquomonl 

I, )i, '■") 

Je dirai quo deux formes alg(^l)riquemonl (JqulvalenU's appaiiiciinont an 
inemc genre, quaiid elles scroiil ^qulvaleiilcs suivaiit un module (jaelconque. 
11 GSt clair : 

i" Que ces di^finilioiis s’apj)liqnent a des formes ([uoloonques ; 

2 " Que deux formes qui sonl (^quivaleutes, suivanl deux modules in oL in' 
premier.? on Ire eux, sont dqnivaleuLes suivniiL le module inin'\ 

3“ Quo deux formes cquivalonLes, suivanL tons los modules, qui soul dc.s 
puissances d’liii nombre premier (i), appartiennenl an m(ime genre; 

4" Que deux formes qui appartiennenl ii la memo dasse uj)[)arLienn('nL au 
mfime genre; 

,5“ Que deux formes qui appartienneuL au nuhne genre upparlieuneiiL au 
mOme ordre. 

2. Com me premier exemple, jo prondrai les formes quadraliqiies d’un 
nombre quelconque dc variables. Ca llu'ioi’icj d’l^isen, stein pa rail d’abord 
susceplible d’une g(in(iralisalion imnnidlate, mais la gdu'sralisation (ju’on serail 
tentd do faire no donnerait (jue quelqiios~iins des vdrilable.s caraetere.s 
ordlnaitx et g6m5riqiies. 

Soil uue forme 

dc d(ilerminant A, Formons le tableau de.s dlduenls du ddlerminaul A; 
consid6rous les minours d’ordro ii — p formd.s on prenanl duns oo tableau 
p lignos et p colonnes, cL distinguons panni eux los miuours don I la diagonalo 
priucipale coincide avoc colic de A, ol quo j’appelle miiicuvs syniutriquas. 

Soil a,, le plus grand coinmun diviscur do tons los mluour.s d’ordre n--p^ 
cl iXp^f, col 11 i do Lous les minours non synuitriquos muUiplids ]iar 2 , oL <1(3 
tons los minours synnilriques. Nous aurons ainsi Lrouv(^ donx caraclin'eii 
ordinauoc ('*) de la forino/, lo caracL6ro ordinal da la premihre espbeOf 

(‘'b «»(-!)> 


{‘J II beuiblo qu’il faiil lire : « dub iiombroa prorniers ». (A. (].) 

(’) b s’ngil Ih tl’ime precision de la noUoti tVord/v, dddiiic ci-d(!ssii9 en faisaiit iuluvvcnir, 
sans les 6iuiiniirer, les covarinnls, coiUravai'innts, mixed concomilanU, do. (A. <’.) 


el cel in de la (,ev.onde especc 
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• l-’i’ 


fj \ 


Pour trouver ces caracleres, j’ai du onvisngor, confonnthiicul a la ddfinllioii, 
non seulomenL la forme ndjoiuLe de / <|tu esL iin conlravarianl, mais d’aulres 
formes qui out pour coefficients les mineurs d'ordre n~p de A, et qul foul 
parlie du syslemo coinplol dc la forme /. 

Si Poll pose 


Vy — 

^•V= y1 yJ'i'tV'. 


YiYi> 


\ — . ..n v'' 

~ f 1 , J I 1 


>i - J 


^1= YiY'Yb 


Y 'n 


'( h -1 l'(i-t) 


les nombres 


( Yi) Y^) ' "1 'in } 


sonl en tiers el formonl le car a etc re ordinal do la troisieme e.sy;ecedela forme /. 

Pour quo deux formes so ion I. du m 6 mc ordre, il fan I cl il su ffit qu’ellos a ion I 
iiK^mo caract 6 re ordinal do premiere et de deuxi^mo espc^ce, ou, ce qui reviont 
ail mdmo, de deuxieme el dc iroisidnio espdee. 


3. Comine second oxemple do la riiparLition dos formes en ordre, j’envisagerai 
la forme cubique binairo 

/' = //,/; * \-M) .r-,) - i <1 .'/n - [ - ^/) 

et sou hession 

l\( <t(; — //-).>■■-}-(>(//// — - - f- ) )'\ 

Lo caraclcrc ordinal comjiU'l do la forme y’se composora : 

i** Du |dns grand commnn diviseur des qiiaU'c nombres A, c, d. 

a" Do colui dos qualre nombres a, dA, do, cL 

3" Do celui dos trois nombres ac — //-, ad - Ac, dO - c-. 

4” De colui des trois nombres 2 {ac - Id), [(td— be), — c-). 

Dans un prochain travail, jo donnorai des cxomples do la rdpartilion en 
genres, de fagon i\ appliquer les notions qui prdeedontaux formes quadratiqnes, 
aux formes binaircs ot aux formes d6composables on fadeiirslintiairos. 



SUli UNK 


EXTENSION DE LA NOTION 



Coinptes rcndus de I'Acciddniio des Sciences, t. 91, ]>. 17 (tO jiinvioi t 8 ha). 


4. Re[)rcnons la formo quadraUf|ne f{x\) X'lt - • clans In Nolo 

pr6cc^denlQ (^), ot onvisagcoiis mie nuU’O forino • > - > apjjarLcnant 

au nidme orclro GL ayaiit mdme cMterminant A. 

On cons Laic cjiio ces clciix fovincs sonL dcjuivalonlGS snivanl louL inocliilo 
impair ot premier avec A. 11 on I’dsuUo quo, pour rocliorohor si olios sonL clu 
m6mo gGiu’C) il siifru de vdrilier qu’ollos sonl dqiiivalonlGs suivaiiLuno pnissnnoe 
quclconquo d’unc part de 2 , d’nuLre pari dos fnc lours prenuers impairs do A. 

Soil /> un faclenr premier impair do A cl 

(" ).i , Xj, . . . , X/, 1 

nno sdrie do nombres IgIs qiie 

Yi^fi (inod/jb) cL ( mod ‘ 1. 

Voici quolle Gst la oondilion udeossairo ct suffisaiiLG pour quo los deux 
formos/oL boieiiL eqaivaloiites siiivanl iino pnissance qindoonquo do p. 

Le minoiir formd dans le inbloau dos coeflicienls do / 011 proiiniu los i 
premieres lignos et les i premieres colonncs s’a])pollora lo prenunr mivdur 
d’ordre n — i\ il ost divisiblo par /jO', on 

[JL = lXl-{- (/ — 1 ) Xj-i-. . ,H 2X<_1 H- X/. 

Jo I’dgale done a k.pv-. Nous pouvons loiijonrs supposcr quo A Gsl premier 
avee /?, car, s’il no I’d tail pas, on pourrall applique r a la forme / uiie Irnnsfor- 
malion lindaire lelle quo lo premier mineur d’ordro {n — i) no soil, pas divisible 


(') Ci'dessus, p, 4^5. Lo numerolage 8 uit cclui do la Nolc priciSdenlc. 
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parpl'-'' '. Ue menic, lo premier inliicur (rordrc (n — 1) do cp osl dgal a By#, 
B (^Lanl p re ml or nvoc p. 

Si 7, ,.i — o, 'V oL B ue soul assnjouis a aiicunc condition; si X, ,,) > o, A et B 
doivcuL dire tons deux rcsles (juatlraliquos ou tons douv non rosios a 

On connait ainsl ios caraclbri’s gan(U'i(ju.G!i do / relalivemenl an noinbro p. 

5. II resle ii oxa miner quellcs soul los conditions [loiir quo les deux formes f 
cL soienL dqiiivalonlos sulvant une puissanoc qnelconqiie do a. Pour dtro du 
mdmo genre qu(3 /, la forme 9 doit prd senior certains carac lores relaliis aux 
modules 4 8 , ainsi quo Gauss I’a ddja monlrd pour los formes bin ai res. Je 

me bornorai ici ii iin oxom^ilc. 

Jo suppose quo le premier coo flic ion I do/, Ions sos premiers min curs cL son 
ddtorminanl soienL congnis a i (mod 4). II osl facile d’en conolure quo les nonibres 
(«!, (Xa, . . O’,,) doivenldlre impairs, cl quo 


Si la foi’ino 9 osl du mdmo genre quo /, scs caracleres ordinaux do promidre 
el dtj soeond(} ospeoe soul los indmos quo ceux do /; on peul done loujours 
appliquer ii 9 iino Iransformalion telle f[Uo tousses premiers mlneurs (y conipris 
Ic ])rnmior coefflcionl el lo d(Uerminanl) devioiunjnl impairs. N^^iciln condition 
h laquetle osL alors assujellic 9 : 

La nonibra da sas premiers niineurs qui sont congrus a 3 (mod 4 ) 
divisible par /\. 

f>. En CO qui con cor no los formes cubiquos binnires 
( I ) ax'' ; 3 -h 3 c .n " n r/i 

jo mo bornorai cncoro i\ dcs oxemplos, cl je nionlrcrai souIfimoiiL comment olios 
se rdpartissont on genres par rapport aux modules a, 3 ol 0. 

Par rapport an module 2, ton los les formes ( i) soul d qu i vale n les i\ Ibmo des 
six formes 

n.r) ^ '>1 

3.i.’-^r -I- S.Tj 3.r I "j 

qui apparliennenl Ionics ^ dcs genres differonls. Parmi olios, In qualricmc el 
la sixiemc onl m6mo discriminant el apparlicLmenl au rndmo ordre (par rapport 
au module 2). Tonics los aulrcs sonl d’ordre dilBrenl. 



genre des formes, 


ViO 

l^ar rapport au inodulc 3 , loutos les formes (i) sonL d(juivalenles a l*iine dcs 
six formes 

'I' 3.»;) S 'i , 

'i.f'-i- 9,/ -,) H "H- 'i ) 

.i ;) rj .r'H- ().«) 

Ces formes soiiL toutes d’ordre on do dtHcrmiiiaiU diirdronl. 

Glassons maiu tenant les formes ciibiqiios i)iii.niros on genres par raj)port au 
module 5 . 

Les formes de discriminant congru a 0 (mud 0) so dislril)nonl eii troisordres, 
comprenanl cbaciui un genre. 

Les formes de discriminant congru a i on 4 se rdpartisseni en im soul ordro 
et en un soul genre. 

Les formes de discriminant congru a 2 011 3 so r6partissont on un soul ordre 
ct on Lrois genres. 

Snpposons d’al)ord le discriminant congru (\ 2 (mod 5 ). Los formes des trois 
genres sont respectivement c^quivalentes i\ Viine des lrois formes 

.j '3 1 fi.i')--] 9 I maps |,.}) ,, I j 

Supposons mainteuant quo Ic discriminant soil congru A 3 ; Ins formes des 
trois genres sont respectivoinoiit dquivaleutes a I’une des trois formes 

.'b'' -1- 1 2 . 1 ; ) - , 2 .r f -I 2 /{ .?u 3 h 2 J ■' , .7;'| I (i j 2 . 


NOTE 

(ISVHTIK U ). 


II no setnble pas que II. Poincare ait devoloppe ulterlenrement los delim'lions ot 
les pruprieles indiqiiees dans ces deux Notes au\ Camples randus. Contrairomenl 
a I’affirmatiori de la premiere, 11 n*a nolam merit pas oLudid on suite los formes 
decomposubles en fdcieurs Hneaircs, 

Le cas des formes quadraii([iies de n variables, a etc etudle eusiiile [u\r 
II. Minkowski dans quciques Memoires (C. /L Arad, Sc,, 1887 ; de Crellc, 

106 , 1890). ( Pom un resume dans VEncy, des Sc. math., edit, franc;., l-iO, n"M).) 

Pour les formes quadra tiques hi na ires, la reparliliuii en genres est lieo a 1 ’etude 
du groupe (abclien) des classes d’idoanx crtin corps ({iiadralique, et plus 
speclalement du soiis-groupe des Alements carres cL de.s classes suivant co sous- 
groupe. II seinble cpi il poiuTait on elre de mAme pour les formes clccomposabloa 
de n variables, donl les facteurs definissenl nn corps algobri({uo de degro n. (A. C.) 





QUIK'ZIKMIt: FAlVl'Ili. — NOMIUIES I'llEMIliRS 
{Anal} se, p. 1 1 ). 


SUR 



('.onipUis rendu'i do l\icadeinie des Soiencos^ t, I [ 3 , p. Kii) (i^i cI6(:einbro iSjji), 


En voulnnt dlondre aux nombres complexes les thdordnies clcM. Tchebycheir, 
je 6uis nrrWd aiix rdsnUaLs suivauls, qui coucernenl la distribution dcs nombres 
premiers do la rornie 4 -l- 1 • 

La soinme dcs logarithmes des nombres premiers de la forme + i 
infirieurs it est uno infinite de fois plus petite quo ^ j si a > i , el une infinite 
do fois plus grande quo si a<^ i. 

Lo nombro des uombros premiers do la forme infdrieurs A x est une 

iiifinild do fois plus petit quo yj~-» si i, et une inllnild do fois plus grand 


(') On sail qu’en ulilisant la foix’Lion ?(a) dc Rieinann ot les propi'idles. des fonoLions cnLi6rcs, 
on a ddmonti’d les rdsuUats plus precis : 

la somnie 0,(0;) dos lognrilhines des nombres premiers^ do la forme /(rt-ht, infdrieurs a 
tin nombro .r, csl asymptotiquo d ^ ou 

lull ■ =: - (pour X inlini); 

le nombro do nombres premiers^ do la forme in/ericurs h an nombro x, est asympto- 

1 it? 

tique d ~ ' (ou nil logavi thine inidgral de x), 

(Voir notnmment JSnoy, des Sc, math.,, ddil. frang., I-17, n® 48 ). (A, (1.) 


II. P. ~ V. 
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ICXTENSION AUX NOMBRES PREMIERS COMPLEXIiS 


I IKS 


THfiOEEMIfS DE M. TCIIEBICIIEFE 


Jaiirnal de MatheniaUqii&s, 4° s6t'ic, t, S, i8ji, p. af) X B8. 


L’6tiifJc des li’Kvaux si intdrossaiils que M. S^dvosLcr a rdceninipnl consacnks 
a lii liifioric dcs uomlircs pi'ftmiurs ( The iMcs&enger of Malhetualics^ Now 
Sories, n“ 241 , may 1891) m'a d6Lcrmiii(i ill onlreprcndrc unc gdudraUsnlion doa 
ih^ordinos do AI. Tc\\Cih\c\\Qi\^ [voiv Journal de Liounlle^ i‘“s(^i’ir, L XVIl, 
1802) el a essayei’ de les dtondro au\ iioinbi’os proiniors complexes. Los ri^.sul- 
iats auxquols je siiis parvenu n’oiiL pas, cornmo d'ailloui'S on dovail s’y aUeiulre, 
le oiiracL6re de priicistoii qui dlsLiugiienl ceux de I’dminont gdoinolro nisso. 

Les IndgaliLiis de AI, Tchebichcn' no so prdLonL pas loiUes (^galommiL bleu i\ la 
gdneralisalion quej’avais eu vuo. J’ai done clicrcbi a on Irouver d’aulres qiii la 
rendissenl plus facile. Gclles quo j’ai oblenuos ainsi n’ojoiileuL quo bion pen do 
choses a cc que le savant russe nous avail appris el soul souvenl mflmo oonlo- 
nuos dans les siennos. Elios n’ofTrenl done d’auLro inldrfit fpie colui qui peul 
rds niter do la indlliodo employee pour y parvouir; j’ai oru lubininoius devoir 
publicr ici les propositions aiixqiiellos j’ai (ild ennduil do la sorlo. Lo n" 1 so 
ratlacliG mal A inon siijel et ne m’a monA A auciui rdsullat iinporlanl. Jo lo 
conserve ndanmoins dans I’espolr que do plus babilcs que moi on pourronl 
lirer parli. 

I, Rappolons d’abord les notations de M, Tcliebichofl ot les 6qua Lions fon- 
damonlales. 

Nous d^signerons par 0 (: 2 ?) la so mine des logarithm os des noinbres premiers 
qui no surpassent pas x ot parT(a?) la somme des logarillunes de tons les 
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nombres eutiers qui no surpasscnl pas r. On a alors 



La soininalioii est (^lendiic a tons les nombres cnliors posilifs m el a ions les 
nombres enlicrs posilifs n- II osl a reninrquer quo la somme cin second meinbre 
(\sl litnllec, car d(.r) osl iiul pour 

X < 


On pouL ('•criro ('galcmcnl 

(i) = ^ H- • • •. 

(?) '}'{■'») ~ 0(a?)-l- O(^a') -+- 0(||/.r) -i-.. 

el Pon en d6duiL( ') 

(3) (S) ’ ‘^(>^*) = 


on 

si n cst divisible par iin carrii; 


£„ =: O, 


si /i = I on si «, n’ilnul divisible par aucun enrrej, contienl im noitibre pair de 
facleurs premiers; 

£„=— I, 

si /i, n’dtant divisible par auenn carre, conlienl un nombro impair do facleurs 
premiers. 


{') I.u I’uiictiou &„ cst, plUb com'dtnincnt d6signec par (j.(h); die csl qoclquefois appelic la 
foiiP.Uon cla Mdbius. Ellc intcrvient dans Ics foi-mulcs di' inversion, qui cYpriment I'cquivalcncc 
dca cgnlil^s 

!<’ {«) = V(^) > /(^’) == • 

[/(x) dlnnl une fonction nulle pour x < i], ou des 6galft4s 

I-’{a;) = /{x) = pf/t)!'’ 

[/(a?) dlant nitl pour Dans les prertjifei’es sommes il n’y a qu’un nombre fini de termes 

(Ency, des Sc, Math., 6dit, franp., I- 17, n® 10). 

Elio intcrvient a«3si dans I’invcrsion des fonclions aritlimiitiques, difinics pour des variables 
entiftres positives; il ydqui valence dos iSgalil6s{de sommes finies): 

F(ft) = ^f{d), fill) - Sp(f/) F id diviseurs dc a) 

{limy,, I-17, n® 13). (A. C.) 
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II rdsulte d’abori), cle la definition inline do 

T(a;) - logr[K(.y)-;-i|, 

en designaul par E(a;), selon la couUiine, lo plus grand onlior conLomi 
dans a; ( ' ). 

Soil maintcnaiiL G la coiistanle d’i^nlor et posons 


nne fnrmiile bieii connue douno 


i; 




C r, 


la sommalion s’etoudant ii Lous les on tiers posilifs n. 

Posons, d'aiitre part, 

T'(,^‘) = logr(.r-!-ij + Cl-r— lC(,'r) ], 

d’ou 

Soit a (a?) line fonction telle quo 

c/(x) = I SI .r ^ 1 , cf(,v) = 0 pour .r < i ; 


on a evideninient (2) 

E(x-) = «'( 7) +«'(f) +•'(7) 



car le pretnior niemhro n'est autre chose que le nonibro dos entiers qiii no sur- 
passent pas a;, cl chacim dos Lormes du second nienibre esL dgal a i, si 71 no 
surpasse pas a;, et t\ zero dans le cas contrairo. 

Si done nous posons 

= io{ A') — Gy 

il vienl 

(4) ■r{,,-) = f (i^) +■■■■ 


(‘) Au lieu (ie I?(j 3), on umploic missi ia noLalion [j;], On Inuivcra quelqiics ]>n)|)riAl 4 g de 
cclte fonction dans ^nej', des Sn. Math,) I-17, n” 15 , Voir aiissi G.-H. lI.vt.i’iiuK, OlCuvron, t. IV 
(papiers in(idils),p. 637. (A. C.) 

(^) On remarquera que I’utilisation de )a fonction y(w?) per mot aussi il'evpvimer los fonction.s 
de Tchcbiclicll': 


0(^) = 2 .( 2) log;, 


(« entier do 1 n 00); 

(j) entier premier de i i m}. 


(A. G.) 
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Comparous maintonant T(a?) t\ T'(^’). 
Nous avonsj pour a; > i , 


Done 


Jog r ( v) \ 'r I ,r ) . / log IV r - i- 1 ), 
Ti j’)> loglY'r — log.r. 




D’auLro pari, .r— E(^) osl tonjoiirs compris eiiLro z6vo inchis uL i exclus, do 
sorLo (juo 

ii)gr(.K -h I ) H c > T'(a-) >. i()gr(.r“t-i 

cl’ou enfin 

( ') ) T'( a; ) T ( .i’ ) > T' ( .r ) - (1 ~ log .r ( ' ). 


Des indgalilds (5), nous pouvons ddduire un premier rdsultal, c'esl quo st 

^(.v) 

It: 

lend vers une limile fuiie et d6terminie^ quaiid cc croil iiid6Jiniment, cette 
lifnlte ne pent elve qua V unite (^). 

Pour lo ddmontror, j’ob.sorvo d’abord quo le rapport ddcroil do ^6 zdru, 
quuncl croiL do z6ro -|-coj done 

(()) 


Envisageons maiulonant la quanlild 


B = 



> 


(•) On peuL inOnic ddinontrer quo 

T'(.^’) — T(.r) < ( n- l()g(A' -h 1)1 

mnis ceLLc iiuJgnliU in'csL iiuililc pour mon objci, 

{“) Li) ni^Ltifule do 11. Poii)cni'(5 e.sl l)nsde sur I’einploi des foticLions 

= h)gI’(j?-|-i) + C[.® — 15(5?)], := A' — log(i n- ,r) — Ca(,r), 

(|iii soul lii'03 par la miBnc fovirmlc de soiumatioii quo T(a;) el 

i:: ^ <Y (7i enlier de i k co), 

cc qui riSsullc dc 1’ex.pi’cssioii conn no 

logl'CB) = — Ca? — log, -BH- 

Us inigalilds (5) sont par aillcnrs 6vuionlcs; Ic calciil sulvnnl povmel d’en d6duire In coniparni- 
•son dc k I' (a?) et par suite A Of. (A. C.). 
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n prenanl, sous Ic signori Igs vnlcurs L(^) -f- 1 , ]*.r(wr) ~t~ a, E(a:.') -f- 3, . , . ,ad inJ . 
Gomine on a cvidcmmonL 


il vienl 


oil 


I 






x^-fh 


X X- 

n < TV— < 


V){.r) 'a- I 


Or, on a, eii verLu do l’in(5galiu!‘ (G), 

[■« = E(a;)-M, E(a;)+9, 


ad inf, I; 


Done 



D6finissons niainlenanL une foncLion (3(a^) par los condiuons snivaiUo.s : 

[j(j;) = (7(j') = I pour A'^i, 

= {o(.i’) = ({/'(‘K) pour a; < I, 

il viunL 



La premiere Itgne du .second menibro osL (igalo h E(a?) el, par consdc{uonL, plus 
petite que x\ la secondo ligne esl plus petite qiie 


done 


x'i , 
y(a; — 1)’ 





3 .z‘- — 'J 
y.x — '} 


3 

Le second membre do cette iiitigalltd, divisd par it?, loud vers qiiand x croit 
ind^rmimenL; nous pouvons done prendre x assoz grand pour quo cc .soeond 
inotnbi'e soit pins petit quo aa: et que 



< '^a'. 


( 7 ) 
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Cola peso, rcvciion.s mix in('‘|^alU(5s (o). Comnio le rapporl do G, do log a;, on 
do X a T (.z’) ou i\ Lead vers zi'ro quand x croit inddfinimonl, ces indga- 

IiKis inontroiU quo I’oii pent proud ro Xn assoz grand pour qiie I’oii ail, pour 
touloi. Ics valours do x supiiriciires ii .r„, 

( 8 ) ( I -i- £ ; r(x) - ba’ > T (. 1 -) X I “ 0 T' ( -r ) -h- b.r, 

ct cola qnols quo soionl Ics noinhres posilifs g el b. 

Jc dis inalntcnanl (pm I’un no sniiriut avoir pour Ionics los valours do x 
(y) ( n~ £) '^'(•»‘) < 

car, s’ll on <5lail aiiisi, il viondrail 



ou a fortiori 

( I -1- £) T'(a,') c, T(.t) + ‘ibx. 

L’ini^galiu's (8) n’aurail done jamais lieu, inijino pour los graiidos valours posi- 
tives do X. 

Jo dis oiisuilc {[ii’on no saurail Irouvcr un nombro x\ assez grand pour quo 
Pon oiU, pour loulos los valours do x supiW-iouros a Xi. 

(lo) ( t -I- (.'/•)< 

Si cola olaiL, on olfol, on potirniiL irouver uii noinbrc b (asscz grand) lei quo 
pour I X < X\ 

(i-h 

d’ou 

(n- ']> -h ipCir), cur p(.'i;) = i, 

oL, do plus, 

/> > I -H s ; 

d’od, pour a; < I , 

(i hslIX'l' f'ur t!>'=p = o), i}/— o. 

J-i’inJgalil(^ {()) aurail done lion pour loulosles valours posilivos do cc quiosl 
absiirdo (* ). 


(') Cc calcal imr J'inlrothicl(<>n ilc la ronution P(.r), rcviciit i liuljlir lUio liiiule supiirieui'e tic 
la soniinu 



(n cnlier do K(.«) -i - 1 


[k «), 


c’CBt 


.t?’ 


t(ui iH'ul eirc niajoric par .v { pour x > a ). 


Lc 9 iiu^Balitds (5) ayaat pour consiiquenccs Ics ituSgalUos (8), on 


en dtSduit rimpossibilitd ties 
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Nous devous done coiicliire cjuc I'on a nnc infinite de lois (jo veiix dire pour 
une iiilinild de valeurs enlieres de .r) 

(1+ 6)f (.«)> 

On ddinontrerait absoliiineiiL de la indme maiiiero : 

i" Qu’on ne saurail avoir, pour Ionics los valours posi lives do x, 

(i — e)f — 

2 " Qu’on aura une infinite de fois 

(I — e)f(A')< 'Ko,-;. 

Ainsi, quelque pelil quo soil «, le rapport cstuno infinild do fois plus polil 
quo I + e el une infmitd do fois plus grand quo i — e. 

Or, le rapport ^ lend vers I’unild quand x loud vers -1-co . 

Done, quelque petit que soit s, le I'apporl'^est une infinite de fois plus 
petit que \~\-t et une infinite de fois plus grand que \ — £. 

Si ce rapport lend vers uno limilo, cello liniite no pent done dlro que I'unild. 

On peulddduiro dgalomcnt des indgaliles (5) une aulre consdquenco. Envi- 
sageons I’cxpression suivanle, inlroduilo par M. TchchicljelT, 

uw = TWH-'r(£)-T(':)_r('|)_T( 2 ') 
ot posons de mdnie 

U'(.-) = + T' ( - T (I) - r (f ) - •!“ (:?) . 


tn(igalil<is (10;, cn cvalnant la soinme 


par son pari age cn trois sommes 


(C 



X 

.r, 


n a', 


x^ II, 


<■ + •> 2 ] ■I' (f) 

(n-e) <(i-j-e).-r; 


[on b est un noinbre ddicriiund, en fonciion dc a?,, par la deu\ 16 rac sonimc ot qu’on pent pren- 
dre snp 6 rieur ^ (iH-e)]. II en rdsnlicrait 

( I b) T' < T( a? ) -I- 2 bx, 

ce qui est Incompatible avec le premier membre des indgalitds ( 8 ) el rexistence de u*a. (A. C.) 
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Nous pouvons concluro dos in6galU6s (5) que 


U'(.y) — yC-- loj 




< [](,,.)< u'(./?)-i-3C + iofr^ lug ^ +i()^ 


44 <) 


Ces iniigaULiis out lieu pour i27>> 3o. 

IVLais JVl. TcliebiclicfT a monLi’(i onsuito quo 

uw=2±^(?). 

eii dtisignaiiL par u eoux cics nomhres cntiers qui sont premiers avoc 3o ou qiii 
soiiL divisiblos par 6, par lo on par lO ; cliaque Lorme cstafTecld du signe + dans 
le cas oil lo uoinbre v corrcspondanl esl premier avee 3o ol du signe — si ce 
uombre ost divisible par (1, lo ou i5; il en rdsulte d’ailleurs que si Ton range 
los lermes do fagoii que lo nombre v aille coaslainmenL on croissant, les lermes 
seruni aliernaLivemeiiL positifs ct ndgalifs. 

Nous aurons do in6mo 

uV) = 2±f(f)- 

M. Tchebiclieir a remarquii quo la s6rie 

a SOS tornios nl tenia livemont posilils oL nijgalifs (^) oL quo lour valour absoluc vii 
coiislnmmonl oL indiinnimont on dticroissaiU, ot il en a dddiiit les iudgalilds 

+(«■■)- 'I' (I) 

All contra ire, dans la s6rio 

la valour ab.soluo dos Lermes no va pas conslamraont en diicroissant. Mais il 


(>) Il auffll d'cvamincr ilana U, Ica Loriaca do lu forme 




(o < rt^3o, 


>. eiUier), 


Ila s’annulcat pour 

rt 1= a, 3 , /u 8, {), i/J, i(j, 'il, aa, aS, ad, 18; 

Us existoat avec lo siguc -1-, pour 

a = I, 7, II, i 3 , 17, uj, 23 , ap; 

ils oxlsienl, avoc le signe — , pour 

rt = 0 , 10, n, i 5 , 18, ao, a/i, 3 o. 


11. 1>. - V. 


(A. C.) 

r .7 
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esl aisri de loumer celte diflicaU(i eii i-oraurquaiit que 


Les dctix series 



01 


y 


<j = I — I -h I — I -I- . . . rh 1 q' o rt n ..j. 


onL leui'ii lennos {dlurnaliveaioal pobilifs ot ni^galifs oL ind^fiiiiinonl ilOcroi.ssniil!> ; 
on a done 


d’od 

ou, si a.->> 6 , 


w(.'i; ) — (0 — C < < (>>('./■) 

f (.r) - f (I) - c; < f (.r ) ^- 0. 


Si nous coinparons aux iii(5ignlit«'‘S de M. Tcliebiclicir oL i\ colics quiJimiLcnl 
la diH'dronce U'(a?) — U(a:), il vioiU 

(!/(.«;) — »}/ < oi(x') -h 4 Cl - 1 - 3 log.r ~ log 3(), 

<{^(a.') > (t)(.r) •— 0 ) — uC — a log.i’ -1- iug3o. 


Ges in6galil6s soul moins piVicises quo colies do M. TchobicUeir. EIlcs n’onL 
done d’aulre int(5r6t quo celui qui pent s’atlachor a la nnHliode qiii a pormis do 
les obtenir. 


Jo signalerai, on passant, uiie foi'imile d’oCi I’on pourrait tirerdivcr.sos iiu'gn- 
lil(^s analogues a ccllcs de M. TchobicliofT; c’csl la siiivanto : 




Dans la sdrie du second membro figui’cnt tons les nombres v qui sont divisil)l(*s 
par ;i ou par ;i + 1 , et lc.s lennos de colle sdrie sont alleruntivemcnt positlfa 
ot ndgatifs. 
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2. Posons 


J’oJjsorve quo 


K ^ .h-E ^ 


IS(-r ) _ ^ ^ E 
/’ \ p) V 


Si nous posoiis aloi'h 


t I 

>,„■= IH h . .-t- -, 


il vienl 


E('.r; .S„> V(.t, Ef.f) y,,— // + i. 


iMais oil a, (J’atilre pari, 


« -f- I I n 

l„u loj? 

rt n /I — I 


d’ou, on(in 


iog(«-l-i) < S,,< H”_log/i 


E(.i;)( I -h l'»g«) > V(.r, «) > E(a;) Iog(/i -t~ i) — « + i. 


Si n esl pins grand quo on a 6videninionL 

V(.T, ;0 = V[a.', E(a;)|; 


E^^)=o si /,>!!(,«) 


Si done nous ddsignons pnr V (.r) la si'ric iudc^linio 




V(.r)=Vr.r, E(.-r)|, 


K(a^) fr -H logE(.r)J > V(u;) > K(x) log[ E(^;) 4- ij ~ E(x) -i- i. 

Cos indgalilds montrent diijA quo la valour asjmpLolique do V {x) esl ^loga?, 
c’osl-j\-diro quo, quaiid x croit iuddfininicnl, on a 

lim — r ^ 

A' log A’ 

Mais il Gsl possible do trouver des in6gnlil6s plus serr^es. 

Gombicn, eu oITgI,, dans la s^rie V(a?), y a-l-il dc lermes plus grands quo p 
on au moins dgaux £l ? Il y on a 6vidoiniuonL E • 
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j.; ( ® ) _ E ( — — i ) ici Hies I'fjnux /j. 

\P/ \p-^w 

1C ( — - — ) — 1C f -- ) tenues efiiuix u /; — i, 

\p~ij \p/ 






— 

‘^(f) 

tei'iiics 

rgnii\ a 

>> 




K(r) 

— 


Leniies 

; egau\ ft 

I. 

On 

en dddiiil 









\{x) 

= V(' ( 

q) + \i 


‘ir -n) 







-Hr 



(,-)]- 






- 1 - 'j 1 



IC(,r)-™ 


Oil 

l)ien 










\’(x) = 

: V(.r, q, 


k( 

~}-r^ 

:( ) 
\/l •+• 1/ 

oil 

cnfin 












VLr) = 

-Yfr, y)~i- 


pq. 



Ainsi V (^’) ost compris eulru les liniiles siilvnnles : 

ICEiOCS^j-f- el, lC(.i')(^5/c+- ‘^ii)—pq-'}> — <7 -H 

La diffdreiicc eulre cos deux limiles esL p fj — a, Si done p esL In racine 
carr^c de x calciiUc a uue iinitd pros par dt^faiil, de sorle quo 

V = I5( 

q sera au plus dgal a/).+ 2, de sorle quo la din’dronco eiiLre nos doiix limitos 
sera dcindme ordre de grandeur quo la racine carrdo de tandis quo, dans les 
indgalitds que j’avais d’abord dtablies, la difl'drence entre les deux Umiles dtaiL 
de mdme ordre de grandeur que x ; car cUo dlail dgale d R(a?) — 1 . 



De [’(Equation 


NOMDRES PREMIERS. 


i'.3 


on pout d(5fIuiro nno uoiivello drtmon&lralioii dii faitque I’oa a line infiniK^ de 
fois 

'!>(•»’) > tu', 

si a esL pins petit que i , cL iinc infinite de fois 

< at'. 

si « esl plus grand que i. Cette nouvelle diiinonsLration sc prote mieux quo la 
premiere ii une giiu^ralisaiion. 


Supposons, cn ertot, que I’uno do cos deux propositions ne soil pas vraic, la 
premiere, par excinple, e’esL-A-dire que I'on n’nil pas une infinite de fois 


/V.lors 

, on pourrail Lrouver im nonibrea?,, assoz grand pour quo, 

A 

o 

on ail 







i|/(.r')< ux 



On pourrail aloi 

•s lrouver iin noinbre b assez grand pour que, pour loulcs 

valours 

do .r, plus 

grandesquo i, on ail 





Hax-'.-h 

— a; 


eu ollcl 

, la diirercncc|(a7) — ar, quand on 

fail varior x depiiis 

I jusqu’a 

rosio limiido. 




11 viendrait alor 

s 





.r ) ' ct ) -4- /> « ( -r ) 

pour .r > i ; 





) pour 


Done 


Mi) “Mi) 



on 


'l\.r) < aY(x) 

• fjK{x ) 


on 







Tt-r) ^ ^ ..f. 




.rlog.r'" .clng.r a,' log.c 


Mais eoLlo iiiegalitii esl impossible, puisqno le premier menibrc lend vers i 
qimnd a? croil iiidannimonl cL quo les deux termes du second membre londenl 

rcspoctivomonl. vers a < i ct vers zdro. 

r.ti proposition quo nous avions cn vue esl ddmoiiLrde yjor absurdum. 
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4->4 

Cello proposition ilfliit i^lablie pour il oM aise d’en Lrouvor traiialogiics 
pour 9(x) ot pour la fonclioa (p(.27), qni exprime combiou il y a de nonihrcs 
premiers qui ncsnrpassonl pas jc. 

On a, on elFol, 

|(r) •— 2 'J> ( \/.c) = 0(.r) — 0 ( \4i;) -h 0(jj/.r) - 0 (\/.r) 

d*ou 

— 2-|/( s/x) < o(.i)< ■X-i'O- 

Je dis alors qti’on a une inlinitedc fois 

0(.t;) < ax, 

si >• I ; car on a une infiniltl dc fois 

0(.r)< < ax. 

Je dis mainlenanl qu’on a line iniinild dc fois 

0(a;) > ax, 

si En efrcl, il r^sullc des in(igalil6s de M. TchebichelT, quo I’on pent 

prendre a? assez grand pour quo 

on a done, si x esl assez grand, 

> (}<(.r) — 2 tl/( s/x) > 

et, par consequent, une inriiiiie dc fois 
si < I , el une infinite de fois 

fl(a;) < a'x, 

si a' <; a. 

Done, si lend vers une liinilo, celte liniilo ne pent Hire quo r’unili^. 

3. Passons a la fonction (j?) qui exprimo (^) coinbien il y a do noinbrcs 
premiers ou plus dgaux a x. 


(•) La fonclion, clisigiiic par cst aussi disignfo courammciU par n(a;); on Ini suhstiliie 
parfois imc fonction F(a;) ; 


F(<») 


— n(a;) pour x non premier, 

__ n(a:-f-o}-i-n(.z,' — 0) .. 

— — - — ~ = n(a;)H- 


2 


(x premier); 



On a, par cldfinition ('), 


ol 
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2 (p — x) 




loiis Ics lormcs dn .second inombre sonL 6gaux a i, ei a chaqiie noniln-e 
premier p plias petit quo a; correspond un do ces ternics. On a done 


(3 1, pnisque 






on a 


9 (j?) Ing.r > 0(,r). 

Com mo on a, une infinity de fois 

0('a;) > si « < i, 

on a nnoiu)iiiit6 do fois 




Ing.-s 


Pour irouvcv umi autre limite de cj)(a;), je vais faire usage d'un ariiHce qui 
esl dd k M. Sylvoster. 

Gummo il oat elair quo le nombre premier cst plus grand que le 
nombro cnlior, 

0(a?)>Tfc?(R;)]. 

Or, ou a> si b cst plu.s petit qiic i ct (\ partir d’un certain rang, 

T(.^’)> 6;ylog.j’. 


avBo Irafiicllo on coiihiruit uiic fonclion 

/(,..) = 2 ou ^ i.w /(./v 

(A’/irj. des Sr. mih., (5clit. fi'anf,, 1-17, n" ^2 cl W ^5). (A. C ) 

(>) II sombk pi‘(^t6i'ablo (I'cxprimci' ccs velatioua ou utilisantla fonctiou a(a?) d<5nnie ci-dcssus 
(p. ct cl’icrirc 

los KOnimos 6tanl ctondues, en priaopc, 5v tows les uoinbres premiers /;, mais iie comportanl cn 
v^ftbti qu*«n nomlu'C fiui de lerincs [pour Ics valewrs de 7),au plus dgates ^ E(ar)i. (A. C.) 
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On a done, si x est assoz grand, 

0(.i') > 6f(a')log9(a;). 

Or, 

log^)(^r)> Ic)gO(T) — loglogA’, 

done 

O^r) > ic?(a:)[)ogO(rf;) — logloff^'l 
Cl 

I 0 Or) 

J{)gO(a;j — log log.r 

Or on a, unc infinile defois 

0(.r) < axy si a > i. 

La fonetion 

2 : , 

log/ — log log a: 

considdriie comme fonclion de /, esl croissnnto pourvu quo 

; > I + loga-. 

Or, si X est assez grand, on a certaineinoiU 

0(a;)>i-i- loga; 

el, par consequent, on a ime infinite do fois 

logo (a;) — log loga? ^ log ( n. r) — log loga?' 

II esl clair quo lo rapport do 

ax ax 

log(«,r) — log log.r l()g.j? 

tend vers l’iinit6 qnand x ci’oU indefiiiiniciU. Si done x os I aascz grand 
el a, on a 

ax a'x 

\og(ax) — log loga? "^log-r' 



rt'> a > I > i<. 
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On a douc mie infiniu^ do fois 


Si done lo rapporl do 9(3;) a lend vors uno hmile, cotle liinlte no pent 

< 1 lro fjuc riinlL(^. C(5 rdsnltal csl con Lon u coin mo cas Ires pai'llculier dans los 
promldi'os proposi lions do Tchobichen', el je, n’ai oi'ii devoir on donner uno 
nouvollc d('‘moiislrnliou tpio parco qu’ellose pr6lo niiciix a la gi^nriralisalion quo 
j’ai on vuo. 

Go raisonneinont os I du a M. Sjlvcslci'; nies inegaliliis sonl inolns jiriicises 
qnc cellos do I’dnuneiit geoinfilre, mais olios sonl analogues (3t ino suffisonl 
pour moil ohj(M. 

I’osons, a Poxomplo do M. Tchebiclioir, 

Los indmes raisonnomonts, coinblin's aux iinigalit^s do l\I. Tchchichefi', condui- 
ronl faeilomout aiix risuUals suivnnls : 



yVvanl d’lilondro los rdsullals do M. d’chohiolieir aux nombvos id^aux, je 
vaus rappoloi’ succiucLemont la diMiniliori el les propridtiis do cos uoinbrcs, on 
ronvoyauL, pour plus do dd tails, a I’Ouvrago do M. Dodo kind sur les Nombros 
nnliors algiibriquos (Paris, Gauthior-Villars, 

On appollo nombro algribri([uG louto racino do I’dquation 

( I ) -I - dm i.i'"''' I - a\x - I- ^<1,= o, 

(lout los coofncionls ai sonl dos on tiers ordinaircs. Go nombro algiiljriquc csl 
(lit eritier si le coofftcionl a,n esl (igal ft i . 

Considdrons maintonanl tons los nombros de la forme suivunLo 

( 9 ) .)' = tfo \-0\X I- ana;---}-. . ."f- 

oi\ les coofncionls ai sont dos nombros rnlionnels ordinaircs, el ou x salisfnil 


II. I». > - V. 
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') ' ' 

.{ rMjiiitiioti I'l) Co <oiU (H' ill cm 111 Gilt ties nombres algibriquos, ct nous dipons 
.{11 il' .i}v|i.iriivnue!U loas .in corpv diSfiiii par IMffnaUou (i) ( *)• 

I’, unit l<-s aoiiil»re>alg( 5 l)ri((iios qni foul par lie d’lux corps, nous clislingn crons 
ctou .{111 «out (•uMiU'., ct nous tlirous {ju’ils appartleniienl an ifystrme d't'nlicrs 
c'UiipIexi'S. (Irfini par I'cV] nation (i) (-). 

n ir’*.>nltc rk> CPs diifiniiioii'; fjuc Li so mine et Ic prothiil fl(‘ flciu cnlicrs 
.■■uu} liv'd*', il’uu NVsleme ^ont deux en tiers complexes du mdiuo .sjslouie. 


l*um vcl.iuciv re^ <le (initio ns, consid(5rons I’eqUiitioii 

I ■ - 1 - ') = U , 

I-' noiiillivs du coips cnirospoiidant sonl do la forme 

1 ss y^-}- c^l \/ 

j , el >■, claui lalionnels, Si a„ el soul enliers, le nombroy osl cerlniiic- 
iiifnt im iiiPiiihrv eiiliei coin pic xe ei apparliont, par consequent, nu syslemc 
<l vnlit‘^^ complexes cousidvre, iMais cello condilioii n’est pas n<5co.ssairc. Si, on 
ellct. ^3*^ ot 3y, soul dou\ cm id's impairs, on a 


vl, par I'onsiVpionl, 


■iyf=B 4 «i — 1 (1110(14) 

1-',-,-’- i-'yf ~ o <itK)d4). 


Le nuiniiie; e.l done encore ontior algabrique el fail parlio du sjslomo, ))iii.s- 
qii'il ialisfail a requatiou 

1 2 30 'i) = 0 

donl Ivs coefficients sonl onliers (•'). 


;= “r-r -'?r - *- '■ " 

-rp, ■■ ,A. C.., P".-'"-...’"! . « «,,, („„ 0,-drc) (o„ ,le to.,, |c,, 

PHii.rs mi ih sont irpiV*sentcs par les formulcs 


.E = a'H-x, j-==r'. 


(A. t'..) 



NOMBRES PREMIEHS- 


4 M) 

Cc^ln poso^ coni>id(^rnns p oiiliers complexes d’ini mome systcnui 

j'l ) ■ 1 j /). 

Lcs nombrofi 

S = &■) ) , + M-. . , + >y;} 

Oil Jos oi soul dcs eiiLiers complexes arbitral res du sysliMiie, sunt encore des 
(mlioj’s CL lour ensemble esL oppeM im iclcal^ dont les p nombres y, form on L la 
ircuno {'■). 

Deux nombres complexes iii oi u.^ soiU congriients par rajiport a nn 
iddal ('•*), fpiaud lour dilfercnce U\ — falL partie de cetidiSal; on peul dire 
aiissi qu’ils apjiarLlenncnL I'l la memo classe par rapport a cet Ideal. Lc nombre 
dcs classes enlro Icsquellos les nombres complexes so riiparlissont ainsi par 
rnpptirt a nn iibial doun6, s'appollo la iiorine de cet iddal. 

Un idbal osL divisible par un auLre idc^al A^quand tons les nombres complexes 
qui npparLionnont A font nnssi partie do A'. 

l^dfinissons main tenant lo prodiiit de deu.r iddciux A ot B, Si la Lraiue rlo A 
so compose do nombres complexes 

.n> . 12 . ■ > 1 /. 

el coUc do B des nombres complexes 

3|, XJn, . . . , Z,j\ 

cello clu prodniL AB so conijiose des pq nombres complexes 
zixk ('’=^1. , ?; = i> 2. •••./»)• 

II ohL claii* quo lo jiroduit AB ost divisible par A et par B; M. Dedekind a 
(IdmoiiliA la lAoiproque, A savoir qiie, .si nn idt^al B esl divisible par A, il est 
le produit do A par nn autre id6al C ( '). 

(') On (lirdil, tic inTfnrcncc iH:liiiillemenL, .soiit les (Mi^inone (’i-tlcssus, 

Nolfi). On pent aiissi dcfiniv un icUnl J'ractionnau cii prenant pour goneiateurs cles nomluc 
till corps (en iioinin'o p flai), non ntjcossairciiient cnlirr.s. (A. C. ) 

(’) On ill rail acluollrmCnt, do pi'<5 lei euro, « rnng-rus, relativemenl a (on modulo) I' ideal 
On cnustnlti uiRttiueul tpio lc nomine dc riassos relatives h un id6al est hien dm. (A. i'.) 

{») CmUe vniiivaltmcc dcs dou\ nolioiis do divistiiiiftc • par inclusion, ou par evistenec d’un 
fTUOlimit {dtlnl (ealicr), aiii.i quo la proprieto mnUtplicalivc dc la normc, c.sl encore yraic pour 
dca id,’ 3 uux IVactionnairos. ISllc nlsulle dc 1’eM.slcnce d'un uUal A-’, .nversc d'un id6a\ A (eulier 
on fiMctlonnairo), c’est^fi-dirc tcl quc le prodiiit dcs iddaiix A x hr' soil 1 ideal iinit6 (enscmldc 

deg cnLlcrs du corps). < i. j . 

Cello nt'opvidlA suppose toulefois t[U0 ccs iddaux soul di^finis relativement u I anneau de tons 
IC 3 cnLicrs du corps (appcK) syslhme par II. Poincav^) ct non comme ccla pourrait se faive auss. 
relativcunont (i un oi'dvo quelconquc d’entiers, (A. C.) 
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Lfi iiormo (III ppocliiit cle (leu\ icli^iun Gst ligalc an proclnil dos nornu'S rlo cos 
ifleaux. 

\j ideal unite esl coliii dont la Lramc se rodiiilau nombre i el qni so conipo.so, 
[>ar consrqiient, do Ions los onliers complexes dn sjsleme. Sa nornio ns I 
egale a i . 

fjn id^al fpielconqiie est divisiJjIe par l'id(5al [In iddal osL premier (') 

s’ll n’esl divisible (jue par liii-incine on par I’ideal iinild. M. DedekInd a aIoi*s 
(knnonlre le ih^oreme fond a mental : 

Vn idea! quelcompie peul toujours elrc decompose dUitie manibre el d^mue 
seulcen facteurs idaaux premiers, 

11 peul arrive r fjue deux trames 


1 1 ) ) ’jj ' ■ > 1 ) j,, 

)'i, y,, 

soionl equivalenles el doiiuent naissance an mdme idiial. On jieiiL done so 
proposer le problemo siiivaiU : (ilaiU donii(\ im idi^al ddflni par sa Iramo, 
reduire cette Irame a sa plus simple expression, c’esl-a-dire la romplacer par 
une autre trame equivaloiUe, de faeon a abaisser aiilant que possible Ic iioinbro 
des eiiiiers complexes dont elle se compose. Ge nombre peul giin^ralomoiu i^lro 
reduit h deux el quulquofois a un. Dans ce dernier cas, Piddal so compose dc 
tons les multiples de I’enlier complexe unique qni forme In Iramo, oL Ton dil 
que c’fst un ideal principal (-). 

Consi.ldrons mublonnnt U-ois i,le,u.x A, li el C qui ne sonl pas princ-.pium 
el supposoes quo les produils AG ol BC soient des ideaux principaux. On dll 
aloes que les deui iddanx prineipaux A el B apparliennenla la n.dme classu (»). 
r.e nombre des classes eiure lesquellcs se rdpariissenl ainsl les iddaux (el qii’iJ 
no fnui pas oonfondee avec les classes onlre lesquellcs so .■dpaelissent les 
nombres complexes par rapport a un idiial donne) est bni. 


id.'aux enlici's 

LVx.stence d'ideaux premiers r/su lT r ,! . ’ muquemmU dVnlierb) 

dotiH^o. Le thdoreme de la decomposition fou finr ”'* de norme 

ct de r^quivilencc des deuv imlions de divisilnlite'^^V c") cxihtenre 
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Nous considoriii’ons on pai’Liculier les idiiaux quo Ton obliciit on parlanl do 
I’lVjunLion 


a- -1- 1 = <). 


Lo sy.steuio doa onliui'i. ooinploxoa cuiTi’ospoiuhuils so oornpose do (ou'i los 
ciiLior.s do Gauss 

a hi, 

on a til h SOUL on tiers. 

II ii’y u nlors qu’uno soiilo olassc d’iddaux, oL lous les idd'aux sonlprinclpaus. 
Un idial quclconquo so compose done do lous les multiples d’un noinbre 
coinploxo qui forme sa Irame, il a pour norme a--\-b- el pent elro 

ropriisenlti lui-nulmo pur lo symbolo a+ bi. Mais il iiiiporlo de remarquer quo 
deux no 111 I ires com plexor a -i- bl ol e q- di pouvonl donner naissance an memo 
idiial. 

Si, on oOel, 

e = — a, <i = 0, 

mi si 

C = — /j, (I = (if 

oil si 

<1 — hf <l — — 111 


0 di fisL miiUiplc de a -\- bi a hi multiple do de sorle quo los 

doiix idiliUix re[)i’(^sont 6 s par les s^mbolcs cl -\- hi et c + dt sonl idenliques; ce 
sont d’ailltuu’s lo,s souls cas oti cola ail lieu (^). 

Los idtiaux premiers sonl de Lrois series : t. lout iiombro premier;;, de la 
forme /\n-\-i, coiTOspondonl deux iddaux premiers, de norme commune 
a lout nonibre proinier ly, do la forme ne correspond qu un iddal 

premier do Iramo f/, ot do norme q-. 

En olloL, un noinbre premier p de la forme ^n~\~\ pout, d’une maniere el 
d’une soulo, so dd com poser on unc somme de deux carrds 

p = 


el les deux IdNuix x -h ol ^ — iy sonl les deux iddaux premiers de norme;;. 


ft) .SmvtiiiL CC3 cuH, « \-bi csi Ic imnluiL dc c ^-(U pnr -i, ou pai'_4-«, ou par -i; ces Lrois 
cnLirrs ct i, soiiL les mi Us, ou dimeurs de I' unite, tin corps (en tiers clout les inverses sont 

nuasi oiitiora). (A. 
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bi, nil eoliU'ivil'o, p GbL do U for me 4« -t- d, il n'c.st pus soumm dt! deux curr^s 
cl n'est divisible pur nuciin nombre .r-j-iy (j o). 

Uy a oii(ui ua Lddal premier qui a pour norriic u el ([id eonslilno la Iroisituiie 
sorto : e’est cehd auquel on pout donner pour Ira me i -H i on i — /. 

Ainsi, lu nombre dcs UUanx premiers donl la nornte nr, surpassn pas x 
(j-’> 2) est agnl d deux fois le nombre dcs noinbrcs pratniers ordinal res dr 
la forme f\n-y{ qui ne surpassent pas a’, plus le nombre des no mb res 
premiers ordinaircs dc la forme ,\n ■-\~ d qui no surpassent pas pluH 1 . 

Soil ni-\--ni la tramo d’lin icidal qiielcoiiqnu ; nous savmis que col idbal no 
cban[*e pas quaml on change ni cl n on — //; el — /(, on liien -'ll el m, mi 
bien encore en ~~ n et — ni. On oblienL done Ions les idibiux possibles, el 
Ton n’obtient cliacnn d’eux q 11’ line fois, on domianl a ni (il i'l n luiilos les 
valours entieres qui satisfont anx coudilions 

in^\, /( l':> 0. 


llevenons an casgiindral. SoiciU A cl B deux iddauxquoIemKjuus, prineipnu.v 
ou non. Lc symbole 

■■ 


{/I 


n a, en gdimral, aucuu sens ('), Nous conviendrous, iKUinnuiiiis, dc (biliuirla 
norme de ce sjmbole on disaul qu’ollc est (igiilo (x la raciuc d(‘ eelbj de A, 
divisde par la racine de cello de B. 

Si i’id6al A esl principal, il so compose do lous les mulliples d’un nomlire 
enticr complexes; la valeur absolue do Ja uorine du co uouibro conqiloxe j' est 
dgale a cclle de I’iddal principal donl il est In irame. Si co nombre complexe 

} = «o b «l.t’ -b ,, -j- 

eu riitionnol (>), ee qui arrive si «,= «, = ... = s„ 

m (itanl le degrd de rdqunlioii (i). Si done 7 osl un iiomhro riitionnol non 
entier, on peut encore dire que sn iiormo est dgnle li y'» ; 01 nous conviondrons 
enfin de dire, si 7 est un nombre rationnel non entier ot A un Idiial, quo la 

Ci'eon!.e'"rp:,T:caif '’'J- “ lo 

dans Pdditioii prcsenie). (A, C,) expiiLoble ca ,m, a rru devoir lu siippnmer 
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iiorino do oiL iijJiiK) u l.i runiue // 
de colio d(S A ( ‘ ). 


do colle dcj , divis,6o par la racino ji 


liJinc 


U. Occu|)on,>)“noii.s niaiiUonaul d’dlondro a cos icli^aux pruuiiurs Ics llidorenics 
du M. 'rciiobiclioir, oil Giiiployant dos noUUioiis analogues. 

Soioiil uii id(bil qiicIooiKpU! ; 

'r(.'i?) lu soninu! do.s logaritlimos dos iioriiios do Lous Ics id6aux doiiL la 
nor mo no surpassc pa.s cidlo do .x?; 

0(.r) la s'oniiiio dos’ lugariLlniios do.s nornios do tons lo.s iiMaux premiers 
ilonL la aormo no .surpasso pas collo do x, 

II riWullo d’abord do la (pio sia?(j ctvt) sonl, deux idt^aiix dc inline normo, on a 


11 poul ai’i'ivor (jn’oa no sacho pas oo qidon doil oiilcndro par w maisnous 


pouvous loiijonrs dd.signcr par sommo dos logai’ilhmcs dcs nornios 

do lou.s los idtWuix pronuors doiiL la normo no surpasso pas la racino do 
oollo do I'iddal x divisdo par la racino do cello do I’idcal ?i. 
do dis alor.s quo I’on a 


(0 




la .snmmalinn (UanI, olcndiio, d’limi part, a Lons los oiiLiors riols posilifs w, ol, 
d’aiUro part, i\ ions lo.s iddaiix n dii .sjstome. 

Soil, on ollbl, M(^) (■) lo nombro dos iddaiix douL la normo no surpasso pas 


collo do X, ol, par cous6quonL, E 


lo nombro dos iddanx clonl la normo 


no surpasso pa.s la racino do collo de x divisbo par la racino do collo 
do /i. 


(‘ ) ('itiH aoti vuai loDS s’l'li'iKlnu jiiitiM'diiilcinciil au oiu dus idi^iiuv rrncLioDiKiu'cs, Kii piu'ti' 
nilior la norrmi d'uii idt'tnl iiriacipal esl rgulc & )a valour aijsoiuo de la noraic do sa Lraiiie (on 
luiHe). .Si ccUo Irudio eat un itomlire riUioaacl y, l<t normo dc I’idiJal eat |/ ["' {ni degri du 
corps), (A, (!.) 

(*) Cello notion gi^adi’idisc ccite dc Id partie mlihct (p, (\\f\), Kn cITei, dans Ic corps des 
noiiibres rationncla, lu noi’ine d’lui ideal, nectjsiuiremcnl principal, csL iSgale ii la valeur alisolnc 
do la base. Sil'idi'iai osl oiitier dc base /i, ce nombro osi aussi le nombre d’i<IAaux entiers, dent 
la norme ne di)pas.Hi! pas n. TonLefols, dans le corps dcs raiiennels on pent ddfinir ponr 
nil nombro cv^ ribd, (luoloonque, iiindia quo pour un corps algdbrique, la definition dc IJ(«) no 
8’«p])liqno plus qn’i\ un ideal a) (caller, on pout-etre frnolionnaire), (A. C.) 
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Soil 




tine fonclion citiiinie coiiinic il suil . 

/x 

,,, bi uormt) W “ < •> 




la nornie dc ^lant ddfinie commo au paragrapho prdcddeul. 

II rt^suhe do cello ddfiniuoii quo 

Toiilos cos definitions sMlondonl imiTK^diaLoinenl an cas on uu liou d tUi’O 
un idt^al, est unnonibrc ri^el ordinaire posilif onlicr on non enliorj nous tivonsj 
on efTet, d^fini an paragraphe pr6c6dent co qu’oii doil enlendro par la norino 

Cela posij, on a dvidctnmenl 
(*) 

En effet, ceux des lennos du second nieinbre qiii soul dganx A i el non pas 
i zfiro sont ceux Lois quo 

iiormo n ^ iiorme Xy 


cl ieiir nombre est priScis^ineiiL E(a7). 

Cela posd, jo dis que 

{■i) 'i'{x) =2 (^) '1 ""2 ^ C>‘) 

Nous ^crivons, pour abr^iger; logny^ pour 

Jog normc ilc j). 

La soinmalion doil ^Lre (itendue A tons les id6aux premiers p cl a loins Jos 
nombres enliers rtiels el posilifs ni. 

En cffel, T(a7) est, par dij/inilion, la somme des logaritliinos des normos do 
ions les idfianx doiit la norme ne surpasso pas celle do x, Si nous supposons 
lous ces iddaux d^composds en leurs facteiirs premiers, T(a!) est la somme des 
logariihmes des normes do lous cos factcurs premiers. 



NOMBRES PREMIERS. 


41)5 

Goinbien do fois cnLre, dans cello somine, lo logarillimo do la norme do p ? 
11 y entro : 


1 ® Aulaiil do fols cju’il y a d’id^aux. divisibles par p, II y cii a ovidemnicnl 
E car, s'ly est uii iddal divisible par/? el donl la norme no surpasse pas 
cello do a?, on pout Lrouver un id6al 5 tol que ;;/?=), el donl la norme ne sur- 
passe pas cello de 'j-] 

2 “ Aulanl do fois (pi’il y a d’ideaux divisibles par /)-, c’esl- a-dire E fois; 

car un iddal divisiblo par p- conlicnt lo facleur /;, non pas une fois, mais deux 
fois ; 

3" Autanlde fois qu’il y a d'idijaux divisibles par/?^, c’esl-u-dire E fois; 

cur un pareilidial conlionl Ic facleur/?, non pas deux fois, mais trois fois. 

El ainsi do suilo. 

La forinulo (3) esl done di^inonliV'O, 


On a, d’aulre part, 

(/I) 

la sommalion 6laut dlonduo a Lous Ids id6aux premiers /?. 

En ed’el, 0(5?) esl la somme dcs logarithmes des normes dcs Iddaux premiers 
donl la norme no ddpasse pas x, Le Icrme logn/? doil done entrer dans 
I’expi'Gssion de 0(a?), avec Ic cocfficienl i on avee le coefficionl zdro, suivanl 
que la norme de /? no surpasse pas ou surpasse colic de c’esl-a-dire 

suivanl quo c? esl 6gal a i ou h zi^ro. 

On en d6duil 



la sommalion (ilani rilenduo a tous les iddaux premiers /?; el 

la sommalion 6lant ^Lendue : i" t\ lous les ideaux premiers /?; 2” d lous les 
iddaux possibles 7^; 3 ” a Lous les cnliers rdels el posilifs ?n> 

II. p. — V. 59 
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D’autre part, la combinaison des formules ( 2 ) et (3) donne 

“2® (#:) =2 “ (;^) 

La fonmile (i) est done ddinouLrde. Je I’^crlral sous la forme snlvanlo, en 
inlroduisanl une foncllon auxiliaire 4'(^) 

tw=2H^)’ +(-)=2“("^")- 

6. Bornons-noiis mainteiianl aiix iddaux qui sc rapportenl a I'^quation 
u;-+iz=Oj et qui, coinme nous Favons vu, peuvent 6Lre reprdsenlds par les 
symboles m + ni. 

Nous aurons besoin de savoir calculer la valeur asjmptotique pour x tres 
grand de certaines somraes de la forme siiivanle 

la soinmalion 6tant6tendue A lous les idAaux distincts m + ni dont la norme ne 
diipasse pas celle d’un nombre rAel donnd a?, e’est-A-dire A tous les sjstAmes de 
valeiirs de to et de n telles que 

(0 m^i, ^ * 

Supposons dVbord que la function /j) soil constamment positive el 
croissante, e’est-a-dire que I’on ait 

?(5 -f- A, VI 4- /i) > (p(§, V)), 

si h et k sont positifs. 

On a alors 

?(/n, ;0< ^ n + i), 

I intAgrale double 6Lant dteiidue A la surface du carrd qui a pour sommets les 
quatre points 

»i, n; n; n ~]-i; m ~\-i, n + i ; 

que j’appellerni, pour abr^ger, le carr6 (to, n). 

Done 

"XjT •n)t(ErfT,, 

rmlSgralo double Slant dtendue 4 tone les oarrds (m, n) setisfaisant aux condi- 
lions ( I ), 
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Or tons CCS carrcs sent cnliereinent conlenus dans raire UinittiG par les 
(Iroites ^ = i , *0 — 0 el par le ccrcle 

^2-1- {x 4 - \/y)-, 

c’esl-t\-dirc duns raire AGDHFKA dc la figure 1 ct ci fortiori dans I’aire 

M 
6 

E 


B 

0 A GDI 

li'lg. I. 

OA = on ~ I, 00 == OE = OD == OG x^fi. 

ACDIIGEBA liinitdo par les deux axes el par les circonfiirences 

iilre tjiie j’uppellerai, pour abrdgcr, Tairc CX. Noire somme 

n) 

tisl dune plus pelite quo I’int^grale double A dlondue A I’airo dl. 

Gherchons maintenuul uno limilo inf^rleure de celle somme; comme <p esl 
esscnlicllemcnl positif par hypolhfise, clle est plus grande que la ra^me somme 
dtendue aux m 6 mes comlnnaisons de valeiirs de m el de A rexception des 
suivantes 

(g.) m = 1, = I ; m, n = 0. 

Do plus, cbacuii des tonnes ainsi conserves esl plus grand que I’intigrale 
double dtonduo au carr 6 (w — i , n — i). Done 

2 n) > dl; dr\, 




/568 
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I’intiigrale dniiblo <^taaL diendue a I'aire 6h de lous les ciutos {m — i, n — i) 
lols quo 

m N I, « ^ I ( m - -h /!*) ^ a;2, 

d I’oxceplioii du carrti (o, o). 

Appelons CX' I’airc AGFEBKA, lirnildo par Ics doux axes, par los cotds BIC 
el AG dll carrd (o, o) ol par le cerclo 

cello alre CX' sera enlieremcni conlenue dans Pa ire 6h. La sonime esi done 
plus grande quo I’inldgralo double A' dtendue a Pa ire CX', 

= «)>A'= ?(?, 

La difldrenco A' — A' est Pinldgralo double dlenduc d’line pari au triangle 
curviligne ABK, d’aiilreparl a Pairo GDIIGEFG. Admollons quo le rapporl 

A ~ A' 

A 


Icndo vers zdro qiiand x croit ind^finiment; 11 sera aisii de vdrifier quo cello 
condilion esL reinplie dans les diverses applications quo je ferai plus loin. 

On aura alors 


litn 


S?(/n, n) 
A 


ce quo nous expri morons on disanl quo Pinl4grale A os I line valour asymptotique 
de la soinmo 

«)• 


Supposons niainlenant que la fonclion n) soil conslaminont positive ot 
ddcroissante, c'cst-&-dire que 

<?(?-!- /l, i(l), 

si /i Cl k sont positifs. 

On aura alors 

<p( w, n) >Jj 9 (5> 'O) f/ti > 1 , /i -i- 1 ), 

Pining rale double iStanl ^lendue au carr6 (/n, »). 

On aura done 

'0> Jj ?(?> 
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I’ inL(i grille i^lant lUoiidue u Lous les Carrie's (m, n) Lels qiie 
(i) ^ I, /t X o (/n- + «2) ^2, 

oil a touLe aire conleiiiie enliercment dans I'aire recouverle par I’enseinble do 
cos carrds. 

Tel esL lo cas cle ralro AGFKA, quo j’appellerai C3 el qui esl limitee par les 
ilroites ^ = i , = o et par le cercle 

^2-1- ti 2 = (a; — \fiy. 

Si done jc ddsigno par G I’liiLi^grale double dteudiio a I’aire (2, il vienl 

'0> t:. 

Posons 

Sa dtant la sornmc dLoiidne aux valcurs 

(•;►,) /n = i, n = i\ }n\ 

el iSi la soinme dtendue aiix aiitrcs valours. On a alors 

l’inl6grale double 6Lant dLendue ii Ions les caiTi^s (m — i , n — i) tels que 

I , rt ^ I ( m- -t- /I - ) ^ 

il I’exceplioii du carrrt (o, o); ils sont intdriours a Tairo (Si. 

On a done 

2, < ■'1 ) 

el, par consequent, 

Or, dans I’unique applicalion (^) que nous ferons j^((>(m, n) — "rA '- g ]’ 

II esl facile de voir quo Sa cl G — A restent finics quand x croil ind6finiment, 
tandis quo les deux intdgrales C el A croissenl au delii de loule limile. 


(') 


Ell rfialitd, II, Poincav6 utilise (p. 471) unc deiixifemc applicalion 9(»i, n) ~ 


1 


■ (A, G. ) 



On aura done encore 
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/)) 

lim — = — i ' = 1 , 

A 


c’fisl-a-diro que A sera encore une vnleiir asjinptoUque de n). 

Soil d’abord 

j(/«, /O ~ Iok(/«-h- 

d’on 

n ) = T(.r ). 

La fonction log (m- -}-«-) esl positive cl croissanle dans I’airc CX. T(.i’) a 
done pour valfinr asymptoliqne 


c’esl-A-dirc 


on bien encore 




puisque 


Soil inoinlonant 




litn Y lo},'.'*; “ I (|iour .V ~ »). 


?('«. «) = I ; 


/0 = E(a?), 

La valour asjmplotique do E(a;) est I’inl^grale 

dxi, 


c'esl-d-dire 


A = v/a)* — i]; 


ou bion encore 
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So it enfin 


lim “ ^ = 1 (pour x = »). 
A 4 


uf /«, n) = — — 1 ' 

' ^ ’ ' m- + n- 


La fonction (j> est cetle fois df^croissanto; la valeur asyniptolique do 


est I’iiil^grale 


c'est-a-dire 


ou plus simplement, 


puisque 


Soit maintonant 


m- ^ 

— fj' 


A. = — log(a? 4- \f 2 ), 


lim — — = I (poiir X = 00 

log (a; -4- \/a/ 


o(«T, n) = ■ > 


il vienl 


valeur nsymptoticiUQ^ * - = (f ■ ■ 


L’int4grale ^Lendiic A Paii’e dt esL dgalo A 

^(,-c -I- — l). 

JjR vnleur asymplolique de ^ ^ est done (igale ft 


puisquc 


lim = ,, 

CC I 
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)^ii resuind, on a ainsi obtciiu !cs valours asyiuploliqites (') 


K,,,=y,(— 

jLi \ HL It! j 
\ ni *+- in j m- -t- n~ 

yj-jLS\ — ! — , 

jaU \m~k-ltlj Hi 


( m -h in }, 


’J loi 


I ()<{./•; 


J’aurai besom, pour ce qui va siiivre, non seulcnicnt do la valour asjinplo- 
tique de E(a;), mais d’uno liiuile supirioure cl dbinc llniito infuriouro do cello 
quantil6, D’apres ce qui precede, ello est comprise onlro 


Done 



“ ( ) ■ — I < IC I" ) 




Nous avons siipposd que ost un nombro rdol posilif; si nous voulons avoir 
deux limiles de i'expression (-*) 



il faul, d’apres la diirmilion do collo expression, rom placer dans les iiidgalilds 
qui precedent, oc par le nombre r^cl posilif qui a pour norinc la normc de x 


(') La fonction af ) cst cgale & i on zdi’O, suivant (Uie la tiornic ()c /n H- i/l csl an plus 

egale, ou est supeneiire cclle do x (p, 411 ct 4^1)' peal i« suppi'imoi’j on c\pIioitniit quo 
les soinmes sent ctendues au\ cnticrs (complexes) »n- oi dont la nonno no ddpnssc pas 
colic cle X. 

On a reprodmt intcgralcmcnt les laisonncmeuts ot calciils gdomdlriques do II. Poincard, qui 
ponrraient dvidemnient dtre abvdgcs et simplifies. 

Dcs calculs analogues avaiciU ddj& dtd fails par Lcjciuic-Diriclilct pour (Idler miner Ic nombre 
de classes dc formes quadra tiques binaircs d’lin ddtcrminanl donn(). Ils out 6t(i repris par 
Dedekiud (SuppUment de la TkeoHe des nonxbres dc Lojeuno-Diriclilcl) pour trailer Ic 
probldme connexe dii nombre des classes d’ideauv d’un corps cn cliorchaiit la liniilc clu qiioticnL 
par t du noml)rc T d'iddaiix principaux, di visibles par un uliial A, tlonl la normc cst au pUt.s 
dgale i f, ( D. IlrLBcn’r, Thdorie dcs corps de noinbros algdbriqaes^ trad, frnng., p. 5/(.) 

On pent aussi en rapprocher certains raisonnemcnls gdom(SLrlques de la Gdomdlric des 
nonxbres de iMinkowski. (A. C. ) 

(’) 11 est i remarquer que, provisoiremcut, m ot n ildsignent maiiUenant ici des nombres 
entiers fixes. On les fera varier dans lo mimdro suivant. (A. C.) 
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II vieiit done 


4 V \^i)i 


\hn‘~^ n- 

~ — - V 'iV - 1 c L-; f 1 ^ f - ' ■ ^''■1 V - - 

/ \ni-~in) '\ \ \^/ ni- -h /) ' ) 4 




' " H I <C Ij ( ■ . I ‘v. "7 — ; r n 

2 \m~\-inj !\ in--^ n- 2 


4 ■+• /i2 y. 


+ < 


yjm''- -i- /i2 4 


Ku rapprociiniiL do la limilc infer leu re trouvde pour E(i») on oblieul 


(I) 


/ r \ 

( ' 


\ III -i- in } nr- -i- n- " •> 

V \/ m~ - 1 - n ~ 

//i'-i- n- 1 4 V- / 

, a fortiori, 

\v( ■' 'l 

V:(x) 



\ in - 1 - tnj 

ni- -h n- 

\//H--h /l- ‘I 


7. Nous allous nous proposer d’dvaluer la sominc 



dtendue i\ Lous les idoaux m -H in possibles. II sufru dvidemmeuL de rdleiidrc a 
tons les iddaux dont la normc no surpasse pas cello de x. Gar, si la norme do 
m-\-in dlail plus grande quo celle de on aurait 





Jo dis qu’on a asymploliqiiemenL, pour x Irbs grand, 

\ Jii£L. 

-It in) 



je voux dire quo Ic rapporL dcs deux m ombres lend vers I’unild quand x crotl 
Inddfinimonl, 

En effel, la diirdrenco entro les deux menibres de ( 2 ) est, en vcrlu de Pindga- 
lite (i)) plus pelilo en valour absolue quo 

II Gsl facile de iroiivcr la valeur asyinploliquo de celtc expression (3), car 
(I. \\ — V. Oo 
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(I’lme pari, nous connaissons colic de -7===: qui osl 

i ^ Jnii 4 - ,ii 


Gt, d’luitre part, 


^ 4 V H- 4 


a pour valeiir asyniploliqiie 


La valeur asymploliquc de (3) asl done 

Coiisiddroiis uminlcnaiit lo second niemhro de ( 2 ); sa valeur asymplolique 
profluit do celles do E(a?) et de osl 

La compa raison de celle valeur asymptoliquo avec colie do (3) monlre quo 
1ft rapporl de (3) au second membre do (a) a pour limile zdro el par consequent 
quo le rapporl des deux meinbros de ( 2 ) a pour limile i . 

Done I’expression 

a pour valeur asymplolique 

log.'T. 


8, On pent liror do la des consdqueucGs analogues a celles du 11 ® 2. 

.To me propose de ddmontrer que, si a > i, on aura line infinitd do fois 

(l) 6(d;)< E(r). 

Si cela n'dlait pas vrai, on clTet, on pourrail Lrouver un nombro assez 
grand pour que, pour loules les valoui’S de a? plus grandcs que sCo, on ail 
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on poiirrail alors ti’ouvcr uii iioinbro b assoz grand pour quc, 
(pour Jo> ‘ I ), ^(.r) 

Rndn pour .u -< i , on auvaiL dvidomnient 

) — by{ L'), 

lorsque 

'|/(.7 ) = K(x ) = c/(.z;’) = (>. 

Ij’indgalild 

.i/(.rj> ) 

soraiL done vraie pour loute valeur de x. 

On en dddniraiL 


4 7 a 


jLU \ 771 -+- in j " Jbji \ 771 •+■ in j ^ \ 771 -f- 777 / 


ou hieii 
( 2 ) 


AJ \ m A- in J ^ 

Mais le premier menibro do cello indgalild a pour valeur asympLolique 

— A*- logfl?, 

le second membre a pour valeur asymptolique 

n t 

11 ^ 


Si a >» I , celle secondo valeur asymplotique esl plus grande que la premiere. 
L’hypolhesc faile est done absurde, et nous devons conclurc que Via^galilii (i) 
a lieu une infinite de fois. 

On demonlrerait de mfime que si fl >■ i , on a une infinite de fois 

En utilisanl la valeur asymplotique Lrouv^e pour E(aj), on peiU 6noncer le 
mdme rdsultal. 

On a une indnild do fois 

i! 7 (a; ) > ax‘‘-, si 77. < i, 
dl(a?’)< si ct>i. 
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Dans li 3 cas c!es nombi'os premiers ralionncls, ft I, Tclioliichell’ avail Iroiivt^ 
f|u'a parlir d’une cerUiiiio vale nr do a? on a 

On pcnirrail troiivor ime Inegalilci analogue par des proC'6dl(5s senil)lnl)lGs A 
ceux qn’a employes Ic savnnl rnsse, inais il esl pins simple do la d(:duirc do la 
sieiiue. 

[’onr Avilcr loiUe confusion, jc dtisignorai jmr 0,>(a;) cl Ics fonclious 

dc iM. Tcl»cl)iclicfi' relatives aux iionibres rAoIs; el jc coiiliiiucroi A ropr(?soiilei’ 
par 0 ( 37 ) cl los fonclions rolnlivGs aiix idAnux (dn corps coiisidcrA). 

Alors 0u(a7'-^) esL la soinimj dcs logarilliinos de Lous Ins nombres premiers qiii 
ne siirpnssoiU pns x-\ et 0(a7) ost la soimno dcs logorilhiiies dcs uorinos de ions 
Ics idAnux premiers doiil In iiorinc 110 surpasso pas cello dc ccy c’esl-A-dire 
deux fois la soimne des logarilliinos dcs nombres proiniors dc in forme i 

qui no surpnsscnl pas pins la soinrne des logarillimcs dos carries des 
noriibres premiers do la forme ^\n ~\- .‘1 qni ne surpasscut pas a?(c’esl-ft-direplns 
deux fois la soiiimo dos logarillimcs do ocs iiomlircs premiers), phisic logn- 
rillinio do 2 . 

Gombien de fois ic tonne log/i figiirern-L-il done dans (l„(a?*) el dans 0(.a7)? 

Si p — a, line fois dans Oo, une fois daus 0, 

Si p ~ I, uno fois dans Oo, deux fois dans 0. 

.Si p — p line fois daus Oo, deux fois dans 0. 

Si p=: /\Ti H- 3, p Xy p ^ line fois dans 0„, /.Am fois dans 0. 

Si p >> x'^y zdro fois dans 0^, z6ro fois dans 0. 

On pout dAduire do lA FinAgnlil'ii 

0(.«)< 20<,(a;2). 

Si nous ddsignons par 0, (a?) cl 03 (.w) la somme des logarillimcs <los nombres 
premiers dc la forme (\n -1- 1 OL do la forme 4 “h 3 qei no siirpnssonl pas Xy on 
a done 

. (0 (.^■) = a0,(A'2)-h 03 {.r) H- loga. 

1 flo{a,'*)=: 0,(a;^)H- Oa(.'KS) -H logy. 

Com me on a 

4'(aj) = 0(a;) •H-0(\/«) •+'0(^) -i-..., 

lo (a?*) = 0(,(ii?2 ) + Oo ( ;/a!^ ) + Oo ( ) -i- . . . , 



il vienL (5galeinGnL 
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It 


ol I’on a, a parlir d’une ccrlaine valeur dc a?, 

< 2,22.i;2. 

D’auU'c pari, nous retronvons les iiK'igalilds 

t(^’) > > ^(•^') — 2'!/ ( yjx)i 

d’oil 

4 '(^) > 0(^’) >'!'(•'»'’) — 4 
Oil a uno infinild de fois, si a > i , 


< aa.'2, 

Gt, par consequent, 

O(^) < 

On a unc infinild de fols, si a < a'< i, 

) > a' a;-, 

Gl, par consi^qiieut, si a? os l assez grand, 

G(.v) > a'a?2-j- > ax- 

Si done lo rapport —— lend vers ime liinile, cetle llinile ne peuL dire que 
I’unild. 

Si I’on observe que la dllTdrence 

O(.'r) — 20i(.r-) 


esl dgale a 03(5?) -[-log2, c’esl-d-dire esL positive el plus pellte que 0(,(a;), ou, 
a fortiori^ que r , 1 1 a? (si j? cst assez grand), on conclul qu’elle est ndgligeable 
devant x'K 

Done, on a une iufinitd de fois 

(X OC^ 

si a > I, 


el unc infinitd de fois 
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Done la somme des Logarithmes de& nonibres premiers de la forme 4« + > 
qui ne surp assent pas x est une infinite de fois plus petite que^-~ si « >• i , 
et une infinite de fois plus grande que ^ < 1 (^). 

C’est ce qu’on pent exprlmer d’lino fngon vague, innis concise, en dlsant que 
cetle somrae oscille auLour de - • 


1). SoiL mainlenaiil la somme des logaritlimes des nombres premiers 

de la forme 4^^ -H i qni no siirpassent pas x. 

Nous aurons, en appelant p ces nombres premiers (^), 




et) puisque log/; < logo?, 


log^ Vi == Y loga; >y log;;, 

Jmd Jmd AmA 

®j (a;) log.'t' > U| (.r}. 


Or, on a une infinite de fois 


done une infiniu^ de fois 


0|(.r) , >,1 «<^l, 


ai(a:)>— i » si e 

' ' ' li loga; 


D’aulre pari, Oi(a?) csl la somme des logarithmes do <‘^{{sc) nombres enliers 
Lous dilFiJronts enlre oux; il osL, par consequent, plus grand que la somme des 
logarithmes des nombres entiers, an plus ('gaux a (s^i{3c), c’ost/-a-dirc que 

T|£pi(a.’jl. 

Je donne ici a T(aj) la mfime signilicalion que M. Tcliobichcfi', c'csl-ii-dire 
la m6me signification que dans les n”’ 1 a 3 (p. 443), et non plus la signification 
que je lui ai donn4o dans les n®"* B A 9. 


(') Gette transformation ilos riSsukats do Tclidjiclioir no fait plus intervenir, que d’une fajoa 
accessoire, les iddaiix de I’aiin 0.111 des en tiers dc Gauss, Elle pourrait pcut-< 5 trc s’dtendro .lu cas 
de nombres premiers d’une progression oritlimcliquo ( quelconque, 011 tout nu moins contenant i). 
II apparalt cependant plus simple, dans cc cas, d’utiliser la fonction ?(s) de Riemann (Ency. 
des Sc, math.^ 1-17, n® i8, loo. oil, ci-dcssus, p. 45 p). (A. C,). 

(’) On a (IdjJi signnlo (p. 454 ), qu'il ctait sans doulc preferable d’dcrire 
9,(®) ou 


(A. C,). 
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Jc rnppelle maintenant que, dans Ic n" 3, on ulilisant les iinJgalUos 


ot la suivanle 


;(a;)loga; > 6(0;), 
T[9(^')] < 

0(.v) < (tx, 


qul doil avoir lieu uiio infinite de fois si rt < 1 , j'ai deduil que I’on doit avoir 
une infmitd de fois 

'^{x) < ) SI a \, 

^ logo; 

De mdmo ici j’ai les deux indgalites 

?,(.'r)loga;>0i(a:), 

T[oi(.r)] < 0,( f), 


el je sals que Fon a une infinitd de fois 


0,(a?) < —> 


si a > 1 . Je puis done rdpdler le mdmo raisonneiiieuL sans y rien changer et gu 
ddduire Ic indme rdsullat. 

On aura une infinild de fois 


®i(«») < 


ax 

'i log:i’ ’ 


si a >• I . 

Ainsi le nombre des nombres premiei's de la forme 4 ^ + 1 f]ui ne 
surpassent pas x est une infinite de fois plus petit que si a'>\ et une 
infinite de fois plus grande que qq~~ a 

G’est ce qu’on pent exprimer cn disant que ce nombre oscille autour de 
pendant que le nombre total des nombres premiers non supdrieurs a x oscille 
autour oti, d’nne manldre plus iucorrecto encore, en disant qu’il y a 

auLant de nombres premiers do la forme 4 ^ + 1 qu’il y en a dc la forme 4«+3. 

11 est clair qu’on pourrait, on raisonnant lout a fait de la nidme inaniere, 
trouver des rdsultats analogues en partant d’iddaux construits d Faide d’une 
<iquation fondaraentale autre que .'3 ?'^+t=:o. Deux nombres s’inlroduiraienl 
alors dans les calculs, la savoir le nombre des classes d’iddaux et un nombre 
dependant des unitds complexes; mais je crois qu’ils disparaitraient d la fin du 
calcul. 
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NOTE 

( P A K 'r I \i 1 5 ). 


On suit quo pour eludier les noinbres premiers, Tcliebiclied' avail coiihlruil des 
fonclioiis d’lin iiombre reel positif i ) 


'[’(a; ) = ^ “ ( /f cn 1 1 c r .r ), 

0(.r) ip premier . -a’)? 


cnlrc lubcpiels cxislcnl des relations aritlimcliqiics par J’inleriiiedinire d'unc foncliun 
aiixiliaire 


^(x) 




(« cjilier do i 6 w j, 


done aiissi Jes relations qui rusullent des forinules d ’inversion ou inlervicnt la 
fonction p.(/0 (p. note). II ulilisaitensuite de faron Ires ingeiiicuse I’expressioii 


U(,.) = •!■(.)+ T (I;) -t( 5) -T(f) -T(f) 


qui pent elrc mise sous forme dc la somme d’une sorie alternec (el bien cnlendii 
aussi les fornniles d’approximallon de n !). 


II. Poincare a d’abord cherche u uliliscr les memes fonclions avec d 'a litres precedes 
d’approximation. C’esl ainsi qu’il considore les fonclions auxiliaires T'(.3?) eli|>'(a?) 
entre lesqiiclles cxisle unc relalion analogue a celle qui lie T(,«) et i}>(.r) (p. W\ 
a 

11 reprend ensuile I’expression U(.‘i) dc Tchebicheir, mais pour la comparer a 
la fonction U'(.?j) conslruile dc memo facon a partir de T'{x) (p. ii /|5 i). 

Enfin il utilise encore (u^S, p. /|5i a nnc fonction 


vw = 2'2(|) 


{n enlier de i u co). 


II oblient ainsi des inegaliles, « moins prdcises » dil-il, que cellos deTcbebichefl’, 
mais dontil espdrail line generalisation plus facile, Elies montreiU no tarn men t que si 

pour a; infmi, a uiie limile, ce ne pent elre quo i. II en resulte que la fonction 9 (a;) 
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Oil H(a;), qui esl ligalo au noinbrc lic nombres premiers qui ne depasseiiL pas a::, 
verifie la propriele asympLolique : si pour infini 


a uiie limile, re ne pent eli’e quo i (n“ 3 , p. l\t)\ a 

II pensaiL quo cos consideralions pourraieiUs’elendre au cas de oorps quelconques. 
ICn fail, cello o\Leiision s’est reveloe relalivoinent diflicile. Goinmo il a olr signalo 
on note (p. /i78) rulilisation de la fouclion de Ricinanii conslitue une melliode 
plus soupio el plus puissanle quo rulilisation dos fonclions do Tchebichen’; olio a 

permis notaininenl d’eiablir quo ainsi que ^ eiroctivomenl pour 

limile i {Kncj. des Sc, math.^ I'ldit. franc., I, 17, n'^'’ 42 a 47 ). 

Gopendanl Pe^lension de ^.9) a un coi-ps quelconque de no mb res algelinques n’a 
dlo rdnlisre qu’a une dale relalivcment receiUe pariM. Ilecke (Landau luia consacrd 
un Ouvrage : Sinfuhrung' in die elemenlare and anal) tische Theorie der alge- 
braische Zahlen iind der Ideate^ i" edit., 1917, 2*^ edit., 1927). Poslerieuremeul 
MM. Sell)erg el bu’d6s onl etabli les valours asympioliques prdcedeiUes sans uliliser 
les proprieles des fonclions enlidros. Un expose do lour melliode a ele fait par 
M. Van der Corput {HldlhemcUisch Centrum^ Script! um I, WijLlenbachsLrall 5 , 
Amsterdam). 

Pn vue de cettc extension qu’il espdrait possible, 11 . Poincare a expose (n® 4 , 
p, /|J7 il dbS) une iheoric des iddaux^ d’apres Texposo francais de DedeUind qii’il 
avait ddja ulilisde dans un Memoire anlerieur. On a cm devoir, dans (juclques Notes, 
preciser les renseignements neccssairemcnl asse/, succincts qu’il a ainsi donnds. Il a 
ensuile conslruit (n® b, p. /jOS fi /|G 5 ) des fonclions analogues a celles do Tchebichen’ 



()(.r ) =^log(iinnne P) (11 or me P < nor me a’), 


,v el n ideaux eiUicrs; P ideal cntier premier. 

Elies verifient des for mules analogues a cellos des nombro.s ralionnels avec 
ITiUroduclion d’une fonction auxiliaire 

les somnies elant ctonducs a lous les ideaux fi (enliers). 

Mais cos expressions soul ainsi fonclions d’un ideal x el non plus d’un nombre 
reel positif (quelconque); on pourrail peut-felrc les gendraliser on prennnt pour a; 
un ideal fractionnaire. Il ne semble pas que, m6me ainsi, il soil possible de leur 
appliquer les calculs soil de Tchebichen’, soil de Poincare. 

II. P. ~ V. Cn 
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lui full, dans Ins nuriu'i'ns (|iu ( G u *.)), II. Poiiicni'd ap[)li(jiio f,n mclliocle 

(Ic ralciil iuiv uleaux. dii seul corps K(/) (ou encore aii\ eiulers de Gauss) pour 
les(|iu!ls tons les itleaus. soul principaux eonsldci’ation <le <'o corps esL encore 
eipiivulenle a une rt‘parlUion d('s noinbres ])reni let's rulionnels eu Irois varies 
(p. /|0i) • 

f.’) = (i (i ^ ' (Ic unriiic ^ 

= imill i ; 1, i n ) f r / 1 I ( r n proinitUN dc ikjhiio 

<j ~ mult. ,1 '!- b ((/) premier, de normr (/-. 

Uii eideiil d’atres (0, p. /[G'l a Ini perm cl de Irouver des vnlcurs asyinp- 
luli(|ues de divers fonclloiis (p. /| 7 y). II on deduit (n"" 8 el 0, p. a des 
proprieles asyniploliques des i'onclions el 0(.r) du corps JGt) analogues a 

cellos (|ui avaienl I'le irouvdes pour ties lonclRuis analogues dans le corps des 
noinbres ralionnels, ce (pil condnil a comparer la reparliUon des nombres ju’emiers 
lies progressknis !\ n -i - 1 cL /) n \- d, 

II. Poincare nionlrc atissi soininairemenl quo ecs resullaU pourraienl so deduire 
de reii\ de 'J’clieblrliefl' en nbuilisanl qu’aecessoirenieni la conslddralion des ideauN. 
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AiuniMfiriQuii: dks courhi:-^ ALOilmuouEri. 

{Analyse, p, ij,; 


suit LES PROPRIETES ARITHMETIOUES 

ni<:s 

COUltRES ALGRBRIQRES 


Jmu'nttl da Mathinuitiques, 5“ giSnii, t, 7, fnsc. Ill, njoi, p. i(ji -2 33 


I, ~ Introduction. 

Lcs pi’OjuniUi! lU’IUiiniiLLques de corlaiiies expressions et, Gn parliciilier, cellos 
s formes (jnadrQt IqiiGs biiiaires, se rntLaclient tie la faron la plus eiroilc a 
Iransfonnillioiii de cos formes par des subslitulions lin^aires u coefllcienls 
tiers. ,le n’ni pas a insisior ici sur le parti qui a tir^ tie I'etude de cos 
bsliUilions <R tpii esL asscz coiinu de tous ceux qui s’interessciit a PAritli- 
Uitpio. 

Ou pent siipposor quo Pi^lude de groupes de Iransformatioiis analogues esl 
pol6o A roiulro do gi’uucis services a I'Aritlim^tupie. G'est ce qui m’engage 
pnblior los oua.siddralions suivantes, bien qu’elles consiiiucnL plut6t un 
ograuimo d’tUudc qu^uno vtSrilable ihiorie (^). 

.le uio sills donuiiidt^ si beaucoup do probleines d Analyse ind^termia^e ne 
uvenl pus diva ruLU\cb 6 s les uns aux aulres par un lien syslAinaUque, grace 
line classificatioii iiouvello des poljnomes homogAnes J’ordre supdrlcur de 


*) Us lu.tCH h\ C. «nnl de Francois Chatclet, et celt.s s.gUes A. N. de A, ^von-, 

0 purtie do leuvs Iraviuix ont ai iuspiv<is par ce que H. Po.ncare a lu.-mdinc appeli modcs- 
nciii lui pi’ugraiiuno d’emdes. (A, C.) 


ARITHMETIQUF DES COURUES ALGFniUQUFS. 

Li'ols variable.'', analoj;iie a certain.') I'garch a la clas.slfi cation des formes 
quadraliques. 

CeUe clasb ill cation aiirail pour l)a.se lo gronpe des tran.s forma Lions hiralion- 
rudles, ('i roejficienfs ralionjicls^ quo ])cul subir nno conrbt' algohriqne. 

II. — Gourbes unicursales. 

Soil , z) nil pulyiioiiK' lioinogcne en , c, a coefficients enllers ('). 

On pent re garde r l’(iquaiion 

/{ / , ) . C') = <) 

coniine reproseulaul unc courbe algdbrlque plami en coord onn 60s bomogenos. 
Deux courbes /= 0 cl /i—o sonl niors t^qui^'aleiiles, on apparticnnenl u la 
meme classe^ si Ton pent passer do Ibinc a I’nulrc par uno trnnsformalion 
birationnclle, a coejjicienls entiers oji valionnch (-). 

J’obseno d’nliord quo deux droites 

-'-(’3 = 0 , c(| ,/' -I- 1 -! C| r =0 

(on les coefficlonls des premiers membres sont, bien entendn, entiers on 
rationnels) sonl to uj ours fjquivalenles. 11 suffU, on oITet, do faire correspond t'o 
an point M de la premiere droite le point M) de la secondo droite, de telle 
faron quo la droite MMi aille passer par un point donnd fixe F d coovdonne<\s 
rationnelles. 11 n’y a done qu’iinc seule classe de droites. 

Consid6rons main ten ant Ics coniques. Si uno conique passe par un point C 
a coordonndos ralionnolles (c’ost co quo j’appelleral pour abrdgor un point 
raliomiel)^ olio csl 6qnlva Ionic a 11 nc droite. 11 siiffiL, eu elTet, de considdrer 
uno droite quelconque D h coefficients rationnels (co quo j’appellerai uno 


f’) On peul biipposcr ceb eorfficients prcinicrs eiUrc eiix, ( A H.) 

(') II faut entendre par Ih quo lc» sybtenies d’uq nations 

iv y j 

u{x\y\ s’) " i>{x',y', z') ~ r', 5') 

■■c' z’ 

»i(a’, ■=) “ -5) ' IV, (.T, y, z)* 

oil Icb Uf r, tv ct v,, tv, sont de.s polynomes homogenes, a coefficients rationnels, premiers 
entre eu\ {dans leur ensemble)} sonl dqiuvalenls. 

'I'oiite transformation birniionnelle adinet nnc inverse ct Ic produit de deux transformations 
birationnclles est une transformation birationnclle; e’estee qni jnstificla notion de rlasse. (A. ft.) 


/(.r, y, z) = o, 
et 

y\ z') = 0 , 
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droile niUonnelle) gL do fuirc correspond ro a iiii poiiil M de la cuuiquc, un 
poinl M| do 111 droile 1) lei quo les Lrois points MRljC soienL on ligno droile. 

II r6suUo iinm(klialemcnl dc U quo, si uno contquc ndineL un poinl ralionel, 
olio en admcl une iiinnilA (^). On poul le voir aussx coinnie il sail. Soil 0 
an poinl ralioiinol de la conlqac, soil P an poinl rnlionnel qiielconque da plan, 
.loigiions I’C, oelLe droile con])e la eoiiique eii au second j)oinL iM qai csl 
(ividomincuL ralionnel. 

Los coniqao.s qui admolleiiL un point ralionnel formenl done une scale classe, 
el eelle class e comprend dgalemenl lonlos les droilos. Ileconnailrc si uno 
oonique admel un point ralionnel, e’esL un probleino quo Gauss nous a 
onsoignd t\ r^soiidrc, dans son ChupiU’O dos DisquiUliones^ inliUili' Represen- 
uuio cijj'rai. 

fiOs conlqiies qui u’oiil pas do point ralionnel so reparllssent cn pliusicurs 
e-lass cs el les conditions do cGtlo r(5partiLion se ddduisont iinmddialemenl des 
principcs dc co mflmo Ghapitre do Gauss. 

Goiisid(irons raalnlcuanl m\o,cubiquei^-) cocfncienls raliounols) , 

cette cubique a un point double C qui, (HanL unique, est forc6monL rnlionnol ; 
olio ost ilquivalcnlo une droilo. Soil D uno droito raLiouuelle quelconquo, il 
snfUt do fairo corrospoudro au point M do la cublquo lo pointMi do la droile D, 
tel cjuo la droile MMj passo par G. 

Los mfimos principes sont appHcablos ti uno oourlio niueur.salo qiielconque, 
/r-- 0, rntioiinello do dogr6 m\ olio a ^ points doubles par 

Insquols on pout falre pa.ssor oo'“ courbus do dogn^ m — a. Commo cos points 
doalxlos sont los souls points doubles dbino courbo it coofficlonls rntiounols, 
louto fonctloii syrndtriquo do lours coordoiindos sora rationnelle 

D'ob il suit qu’on. pout fairo passo r [lar cos points doubles oL par ni — a 
points rationnols pris a volontd ('') dans Ic plan, uno courbo do degrd m — a, 

(i) SI tlcuv coni'bOH smil rquivali'iilcs (an sens aiiisi (idlini), Ji louL point simple ralionnel de 
I’lmo correspond un poinl ralionnel do I’aulre (qui n’esl pins necossaircmcnl siinplr). (A, (\.) 

(^i) On suppose, l)ien ('Utcndii, ccLlc cub I quo non diVotnpos^c. (A. (1.) 

(*) Le raisonncinont suppose ces poinls doubles disUncts, Il eonvicndrait de nioiilror <[n’on 
pout sc ramcner i\ cc cas on ofl'ccLuant sur la courbo nue Iransfornialioii birationnellc h coeffi- 
cients raliounols. On Iroiivo cl-dossous (p. 488), un rnisonnnemonl qui scmblc plus pnScis. (A. 

(*) Lc Lormo « pris ^ volontd » somble incorrect; il vaudnat mionx dire « no rfirifiant pas 
cerlaincs vclaLlon.s algibriqucs oxceptionnelles a. .Si, par cvcinplc, la courbo csl line (imirtlquo 
il 3 poinls doubles, il cat uiicessairc quo, les /a — a .s a poinls elioisis no soienl pas nlignfis avee 
deux dos poinls doubles. (A, N.) 
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Gt uiio seule, cL que cette courbe est rationnelle (je vcux dire d' 6 quatIon a 
coefncients raliounels), 

LViqualiou gduct’alc dcs courbes de degrd m — a passant par les points 
doubles est de la forme 

les a elant des coefficienls arbitraircs cl los (^tant dcs polynoinos en tiers 
liomogones d’ordrc m — a cn y, z, a coefficients raiionnels. 

Posons 

(1) gi _ 

Si nous regardons les ^ comme les coordonuees liomogcnes d’lm point dans 
I’espacc i jn — a dimensions, les Equations (i) ddfinissent une transformation 
qiii cliauge la courbe unicursale plane en une certaine courbe K do cet cspace 
km — a dimensions. 

J’observe d'abord que cettc courbe est de degrd m — a. En efTet, soil 

l’ 6 qualion d’un plan quelconque de I’espacc km — a dimensions; pour avoir 
les points d’inlerseclion de ce plan avec K, il snffil de chercber ceux de la 
courbe unicursale avec la courbe d' Equation 

O'! S] -1- (/j tpiH-. . . -i' y 1,1—1 o„i—\ = o. 

Cette courbe dlant de degrd m — 2, Ic nombre total des points d’intersection 
est m[fn — 2), dont (ni — confondus avec les points doubles 

et dont in — ft seulement soul mobiles. 

Le nombre des points d’inlersection du plan et de K est done m — 2. 

.fe remarque ensuite que la transformation (i) est birationnelle; en effel, 
d’abord on a direclement les rapports des ^ en fonctions ralionnelles de x, 
Yi z k coefficients rationnels. Je cherchc mainlenant a exprimer inversement 
les rapports dcs trois coordonnnt^os 2?, 1', z on fonction des 

Pour avoir^par exemple, je prends deux quelconques des Equations (i), 
par exemple, 

= = 

?2 

et entro IMquation de la courbe unicursale et ces deux Equations j’^limine 
il resle deux d([uations 

(2) F = o, 


iq = o, 
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(lonL los prcmioi's m ombres sonl honiogcues eii r, z d’une part, on it. £n, 
(I’aulro pari. Enlro cos doux (jqualious, j’cliinine 4 pf^t* In molhode du plus 

grand cnmmuu diviseur. Les divisions successives conduisenl a nnc s(b'io 
d’^qnalions 

r'2 = o, 1^ = 0, F/, = 0 , 

dont los premiers m ombres sent des polynomes ho mo genes on c d’lino pari, 
en ^i, ^0, £,i d’aiUro pari, cl tt coefficients vationnels. Mais dans coLte sdrie, 
Ic dogrd des polynomes succcssifs on x et 5 va on d^croissanl. La derniero 
t'iqnallon Fy>” 0 ne conlicnl plus x ni z; olio oxprimo la condilion pour quo 
los deux dqualions (2) aient uno raciue commune. 

C’esL done I’tiqualion do la projeclion do la conrbe K sur lo plan a deux 
dimensions 

= ?. = • • • = L«-i = 

L’equation prdcedcuLc 14-i= 0 esL liomogcno du premier degr 6 on uJcLeni;. 
On lire done le rapport 4 en fonclion ratlonuelle de ^1, tu, is a coefficients 

ralionnels, a nioins quo l 4 >-< = o no se roduiso a une idenlitti, soil par die- 
inSnie, soil en verlu de 14 ; = 0, Mais si ceLle dornicre circonstanceso prison tail, 
cela voudrail dire quo les Equations 

/=„, = = 

»2 93 

onL deux solutions communes Louies los fois qu’cllos en out une. Or la lh(iorie 
(tlgehrique des courbes unicursales, sur laquello jo n’ai pas a rovenir, nous 
apprend qu’ll n’on est pas ainsi. Nous n’avons done pas a nous occuper de 
coltc cxceplion qui ne se priSsente pas. 

La conclusion esL quo la irans formation (i) est une iransformation biration- 
nello a coefficienls rationnels (jc dirai pour abr^ger uno transformation 
pure merit rationnelle) et il on est de mdme de la transformation 

= = 

?l 93 91 

qui transforme la courbo plane /=o on la courbe plane Fp—o, qui, 6 tanl 
la projection de K, est do degri in — 2, d’ofi cette consequence : 

□ne courbo unlcursalo rationnelle est toujoursdquivalenleil uno autre courbe 
uuicursalo, dont le degrrt est de deux imilds plus petit. 
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l-)i3 procho on proclio, on fiirlve au rtisiiUat sulvanl : 

Une couvbe unicursale nitionnelle cst toajours dtjuivalcnlo a une dvoile 
OIL a line oojiiqae (^). 

Snr uno droito ou sur imc contqtu! t'allonucllch, i[ y a iino infinite do coupkis 
do poinls Lels quo tonic fonclion sytin^lrlquc do lours coordoniidos soil 
rationnclle (c’esL co quo j^ippeUcral dcs couph^s vationncls)] cos couplos 
rationncls s’obtiennonl sur uno ooniquo on ouupaul c('U(i coniqno par uno 
di’oitc raLlotinclle quciconque. 

Done, sur une courbe iinicursalu vdlionnelle quelconijue^ il y a tou jours 
une infinite de couples rationnels. 

Sur line droitc raLionuollG, il y a Loujours uno infinild do puiiils ratiounoLs. 

Done, sur une courbe unicursale rationnelle quelcowfuc de depre impair 
il V a une injlnite de points rationnels > 

Cos rtisiillats pen vent encore s'obtonir d'lino nuLrc inanlorc. 

.r’ap pel [oral i^roupe rationnel un fjroupo de points to Is quo ton to fonetion 
syinfiti’iqiie do lours coordonndes soil rationucllo. 

.To dis d’abord quo, sur la courbe unicursalo J'~ o, 11 y a une inlinitd do 
g^roupcs rationncls do in — a points. On les obtlont do la faeon suivanto : 

Conslddrons la courbe do degrd rn — a 

ol donnons anx coefricicnts nrbitrairos « dos valours rationnollos. 


(•) lie tln!Oi’6mo avail diji el6 demontrei par Noetlicv dans un langagc dilTcrcnt [lUtlionala 
Auaftlhrung dev Opernlionen in dev Theonc dev algcbvaischen }‘'iinklionen {Malh. Ann.y 
Hil 2H, S. .Hii)]; puis precise par IIiLuan'i' el TIuiuvit/. \Uhev die diophanli^cken Olcickungvn 
von Gosehleckt nidi (Acta ninlkematica^ Bd. 11, S. 3i7-'>'’0]* 

Miullel a d 'autre part dtabli ic nisuUat suivaiit ; 

Loi'Sijti’une courbe uiucursalo admet une iiirinile de points ralioniieh, on les oblicnl Kui^', ii un 
nombre lirnild d’exceptions pr6s, dues le eas ^cluiant auv points doubles, en donuaiil au 
p.iramelve (couvoiniblemcut ciioisi) tonics Ics valeurs possibles et dvenluellenicnt Too, [ZAVc/m/- 
nnlion das poinls entievs des vouvbes alg&bviques unicuvsides d coepicionts enliovs { C, II. 
Avad. So.y t, 168, igiy et Jouvn, Pc. Polyl,, igig)]. 

F. Cbiilelet a olitenu une gendralisntion dans I’espacc ii n dimensions cl a donnA une uouvelle 
(Icmonslration des tlieov6mes do Noetiier-Poincard, pour cc appellc Ics « variiHus dc, 
llvnuev » [ Variations sur un theme de //. Pomeave {Ann. Pc. Norm. Sup., l. LXI, updi, 
p. 25 i il aG5. II ne fail pas iutervenir Ics points doubles de la courbe inais seulenicnt I’cxistcncc 
d’nne representation parani6triijue propre. (A. N.) 




AIMTHMETIQUE DES COURBCS ALGEBRIQUES. 

Colic coui’ljc coupe f—o on m — 2 points, oulro les points doul)les, oL 
CCS ni — 2 points formeront 6 vidcniincnt un groiipo ralionncl. 

Jo dis nniintcnnnt qu’il j a imc infinilf^ do couples rationnels. 

En e/Tot, par Ics points doubles, on pent fa ire passer oo2 0;i-i) courl)es dc 
dogre ni — i. Pi-enons onsuitG deux groupes rationnels de m — 2 points; par 
les points doubles ot par ces deux groupes, on pent fairo passer 00- cour])Cs 
do degri ni — r dont IMqualion gendrnie pent (lire dcrile 

( 3 ) <^1 '-ti + i' 3 '■!>.) =0, 

Dii les u soul des coefficients arbltraires cl les dcs polynoines honiogenes do 
degrd m — i en a?, y, g, h coefficients rationnels. 

Dounons aux arbitraires y des valeiirs ralionnclles qnelconques ; la coiirbe ( 3 ) 
coupe la courbe/— 0 : 

i" Aux points doubles, ce qiii complc pour (m — 0 — 2) intersections ; 

2" Aux points des deux groupes rationnels, co qui fait 2,{in — 2) inter- 
sections; 

En deux auLres points mobiles. 

Ces deux points mobiles forment 6 vldomment un couple rationnel ( ' ). 
Gonsiddrons la transformation 

~ ^ 

< 1^1 ’ 

on verrait, couime pour la transformation (i), qu’elle estpurcmontrationnelle; 
ello transforme f—o on unc conique, puisque les courbes ( 3 ) coupent f ~o 
en deux points mobiles, 

Toute courbe unicursale osL done dquivalente a unc conique. 

Supjiosons enfin m impair, jo dis qu’il y a 11110 infinite de points rationnels. 

Gonsid 6 rons, on efTct, — ^ couples rationnels qnelconques, par ces couples 

ot par les points points doubles on pout fairo passer un faiscoau de courbes de 
degr 6 ni — 2 ayant pour 6 quation gc^ntJrale 

(^ 1 0 i 0 i = o, 

les a 6 tant arbitraii'os ct les 0 ayant leurs coefficients rationnels, 


(*) L’cxistencc do ccs couples rationnels rdsultc immediatement dc I’dquivalence dc la courbe 
el d’unc conique (rnlionnelle). Inverscment, cello existence dlaldic ici clirecLement fouriiil unc 
pronvc pcut-6lrc plus prdciso dc celte dquivalencc. (A. C.) 

n. v. ~ V. 


Ga 
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Doniions au\ « dt’s valours ralionnclles qiielconquos. La courbe (4) coiH)G 
f—o^ non sciilemont aux points doubles cl aux m — 3 points des couples 
rationnels, niais encore en uu autre point qui, dtant unique, osl ralionnol. 


III. — Points rationnels des cubiques. 

On VO it avec quelle facilitd sc Ira i to le cas des courbes unicursnles. Passons 
maintenant mix courbes do genre r et d’nbord aux plus simples d’eulro dies, 
je veiix dire aux cubiques. 

Eliidions d’abord la distribution des points rationnels siir cos courbes. 

.[’observe quo la coniiaissance de deux points rationnels sur ano cubiqiie 
ratio nnelle suffit pour en fa ire connailre an troisifime. En elFot, la droito qui 
joint deux points rationnels donnds va couper la cubique on iin Iroisicme point 
. qui, (itant unique, est encore ralionnel. 

De m6mc, si nous connaissons un point rationnel, nous pouvons en dddiiire 
un second; la tangente a la cubique en un point ralionnol osl une droile 
ralioiinelle qui coupe la cubique on un autre point rationnel. 

Voyons quels sont los points rationnels quo Ton pout ddduiro a in si do Ja 
conmiissance de un, deux, Lrois, etc., points rationnels donnds. 

A cliaquc point d’liiio courbe do genre i osl ullaclie un (iv^unuint ellipU<iiic. 
et sur line cubique, la so mine des arguments olliptiquo.s do Lrois poinU on 
ligne droito ost cons tan le a unc pdriode pres (*). Nous ddfiniroiis I ’argument 
do telle fagon quo celie consianlc soil nullc. Nous devons romarquor quo 
rargumont n’est ddfini de la sorlo qu'i\ un tiers do pdriodo jires. Gar, si I’on 
ajoule a tons los arguments un tiers de pdriode, la sommo des ni'gmnonls do 
lrois points on ligne droile no cesse pas d’dtro dgale A uno pdriodo. 

Cola posd, soil Mo un point ralionnel d’ argument ellipliquo «. La langonli! 
on Mfl coupe la cubique en un point rationnel M._i dont rargumont ollipiiifiie 
ost — a«. La langonlo en M-, coupe la cubique on un point ralionnol I\J, donl 
I’argumcnt olliptiqiio cst 


(•)L*emploi dc la rcprdsenlation par des fonclions ellipiiqncs suppose quo la cuhiqiic p.sI 
difinic par unc equation ti coefficients numiriques el qu’oUe n’csi png ddgeiidrde. On pent Itii 
substitucr des considerations geometriques qui restent valables pour des riibiqucs, ii coefficients 
dans un corps quclconqitc (voir F. CiumxT, Ilovue SGimti/ifjuc, fasc. I, p. 3 h (}). (A, 0.) 
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La clroilo M, Mo coupo la cubique eti im point ralioniiel M-.>, clonl ['argument 
csL — oa; la droito M„aM_i coupe la cubique on un point ralionncl M3 
d’argument 

f-iU droite MoMo coupe la cubique en un point d’argumonl — Sc' et la 
droito la coupe en un point M,( d’argiunent 10 y. 

La loi ost manifosLc ct il exisLc sur la cubique uue sM'ie de points rationnels iM„ 
(/t dtanl un indicc entier variant de — 00 a + co) ct I’argument elliptique 
do M,t cst ( 3 « + I ) cv. 

Ces points soul tous dislincts, a moins quo cc no soil commensurable nvec 
lino pdriodc. 

La droite qui joint deux de ces points et coupo la cubique en un 
troisieine point rationnel donl I’argument elliptique est 

[K— /i — /J — 1 1 I'l] y, 

et qui, par consequent, est encore dans la st'srie des points M«. 

Solent maintenant Mo et No deux points rationnels d’arguments o' et ( 3 ; les 
points M,t et d’arguments 

( 3 /I “ I } O' <‘l ( 3/1 I- I ) 

sont encore rationnels; lo troisiSmo point d’iutorsection do la cubique avec la 
droite a pour argument 

— ( 3/1 i 1)0' — (3/j hi [i 
et 11 est rationnel. Los deux points 

^ cL —(3/1-; I ) O' — ( 37 / h- 1 ) 

(itant rationnels, il en est do memo do 

(3 n -hi ) « -I- 3/jp. 

El, do m6me, le point 

3 /I a - h ( 3/j H- I ) (i 

est rationnel, 

En rdsumd, sont rationnels Lous les points d’argumenl 

fiff 

Oil a el b sont dcs eiitiers satlsfaisant a I’un des trois sysUmes de congruences : 

a ~ o, b > 5 : T (mod 3); 

n E3 — I , b 
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ou, fill il’aulres Lcrmei), tous los points d’nrguraenl, 

7 -'r'iny 

ji fit p elant des entiers. 

Obscrvous que si Ton joint deux do ces points, la droitc rationnollc ainsl 
oblenue coupe la cubique on un tvoisicirie point dont I’argumGnl cst encorfi 
do memo forme. 

Gela niontro que tous les points ralioimels que Ton pent ddduirc do IMq fit No 
soul coinpris dans celLc mcme formule. 

Plus gdndralcment, si les points d’argiiinonts clliptiqiies 

sont rationnels, il on est de mdrne do tous les points dont les arguments 
clliptiquos sont coinpris dans la formule 

(1) a -t- 3ttZ -!-yn(s'l — z) P 2 {yi-~ -h . . - 1 - yif/(Xry-~ 7 ), 
on 71 et les p sont entiers (^). 

Tous les points coinpris dans cette formule (i) sont-ils distincts? Ils Ic sont, 
11 moms qu’il n*y ait, onlre les arguments 

a, C/i, 72, , 7y 

cl une pdriode, une relation lindaire i\ coefficients entiers. 

On peut se proposer de clioisir les arguments 

( 2 ) 7 , 7 i, 7 ,/, 

do telle facon que la formule (i) compronne tons les points rationnels do la 
cubique. Les ^ + r points rationnels qui ont los arguments (2) forment alors 
ce quo nous a pp ell crons un sysleme cle points rationnels fondamentaux (■^). 

II est clair que Ton peut clioisir d’une infinite de manifii’e.s le systeme do.s 
points rationnels fondamentaux. On doit Loutd’nbord, dans co choix, s’arrangor 

(') II est peut litre preferable d’uliliser une fonnnlc sj'irietriqiie : tons les points d’avfiumcnls 

.'i\ etiticrs, (mod 3 ) 

sont rationnels. (A. C.) 

(=“) II. Poincari admet ici implicilcmcnt qii’i! existe nn sysldmo do points rationnels fonda- 
menlaux, en nombre pni. Cette propriety esl, on fait, d’niic ddmonstvation difficile, Une preuve 
en a did donnde par L, J, Mordri.i, On Ike rational solutions 0/ the indeterminate equations 
of the third or fourth degrees {Proc. Cambridge Philos. Soc.^ t. 21 , igaa, p, 170-11)2). Elle a 
did amdliorce par A. ^yEJI,, Sur un th^orbne de Mordell {null. Sc, math., (a), 1 . 54 , ipBo, 
p. 187-101). (F. C.) 
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(le Icllo ftiron quo Ic noinhro <7 H- i cles poiiils ('ojulninentaiix. soil aiissi pcliL 
quc possible. Cello valour nuiiiuium de co uombre (/ + 1 cst oeque j’appcUcrai 
Ic rang de la cubique; e'est ('jvkleinineiil un (^l(iinenl Lres iniporlanl de In 
clnssificatlon dos cnliiques raLiomiellos (^). 

Tl y on a d’niilros. 

On sail quo Ics cubiquos roclles sc pavLagenL on deux caldgories : les lines 
oiil uiic sGiilo brnnebo oil Ions los argnmoiils sonl i’6cKs; los aiiLres onL deux 
branches; Lous los points de In premiere branclie (branclie Inipalre) onl leiirs 
arguinenls riiels, tons ociix do la soconde branchc (branclie ptiire) oiiL leurs 
argunienls ^gaiix ii une quanliLo reello nugmciilde truno demi-pdriode imagiiinlr(3 
quo j’appcllonu • 

Dans lo premier eas, Lous los points raliouncls onl lours arguments reels, de 
sorle qiic les cpiantiles «, ai, . . . , sonl Louies rdoUes. 

Dans le second eas, il pent encore arriver quo Louies ces qnanlilds solonL 
rrtellcs ct il arrive alors quo Lous les points ralionncls sonl siiv la branclie 
iinpairo cl qn’il n’y on a pas siir la branclie pairc. 

iMais il pent ari’ivor (^galomoiiL que Piiao des qiiunlites a soil dgalc {\ uiie 
qiiantild rdellc augmentrtc de j de sorLo quo I’lin cles points ralionncls fondn- 
rnenlaux soil sur la brancho piiire. Nous pouvons Lonjours supposcr qu’il n’y 
en a qii’un. Si, on elTcL, nous avions sur cetle bran die pairc rioux points 
foiidamcntaux d’argumenls [3 ot y, nous pourrions les rcmplaccr par los points 
donl les arguments sonl p cL — — y oL lo second de cos nouveaux points 
foiidaiucntnnx sorait sur la branebo impaire. 

Siipposons done c^, , «f/-i riiols oL soil 



P dlanl rdol; alors los points ralionncls do la brancho impaire soul donnijs par 
la fornuilo 

O'-]-* 3/1 « -1 />| (cci— a) -h pale's — a) H - . . . -h p^-x — «) -] - 2p.y(P — a). 


(') II y fturail lieu do d6nio)ilrei’ -quft Ic rang niiisi tUfini esl bien im invariant pour Ionic 
li’ansformaliDn biratlonncllo do la uubique eu une autre cubiquc ou en une coiirbc de genre i\ 
ficci HO presen Lc qiin pen do difficult 6s, naais serai L encore fiicilitd par nn incillcnr clioix dc 
nolalioiis. Avee ccIlcB qnl onl 616 ntlopL6cs, il fnnt fa ire la restriction quo si 3 a est unc p6i'lodc 
(ce qui esl Equivalent u dire qiie le point Nfj esl (I’inOcxion), il font prendre, pour valeur du 
rung, q au lieu do (F. C.) 
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A cliacun dob points ralionnols do la ]>i’anclio Impairc on correspond un snr 
la branch (3 pairo ct la dilTc'ironcG dos argumenls do deux points correspondants 

rsL 6 — (7 4- • 

' j 

A CO point do vuo, nous devons coiisidircr Irois cal(igorlos do ciibicjuos 
ration null Os (outre cellos fie rang zero fjui n’ont pas do point ratiounol) : 
i" celles ([ui n'ont qu’nne seule branclie; 2 “ cellos qui ont deux branches, 
inais a’onl do points rationnols quo sur la branche impaire; 3" colics qui onl 
deux brandies ot dos points rationnols sur les deux branches. 

Nous devons encore faire une autre dislinction; il pout so faii'O (|ug, parmi 
les quantitds 

O) ‘iny 7 y J ), 

cjul I’cpr^senleiiL les diHerentes valoui’s quo pen vent proud re les dillbrenccs des 
arguments des points ralionnels, il y en ait qui soient dos parlies aliquotess 
d’une pirlode riiolle. GonsicI(5rous toutes colies des quanlitr'S (3) qui soul ainsi 
comniensiirables avoc la pdriode rdclle, pdriode quo j’appellerai w; lour plus 
grand commun diviseur I'ait encore par tie des quanlitfis (3) cL com me toutes 
ces quantitfis ne souL dermies qu’j\ un multiple pres dc o), lo plus grand commun 
diviseur de w cL de celles dos qiianliliis (3), qui sonl comniensurablos avec fu, 
peul encore dre rogardo comme fnisaiiL partle do cos qnantilf^s (3). 

Soil cc plus grand commun diviseur; Lous los niultiples do font parlie 

des qiiantitis (3) ot ce sonl les seules quantitfis (3) ([ui soient commonsii rabies 
avec w. 

Nous pouvons supposer alors soil <7 — soil c/,~ a -1- • 

La connalssanco du nombro m, s’il existo des qua nil [(is (3) c orn mens u rabies 
avec 0 ). est (ivldemment aussi un des (iMmenls les plus importants do la 
classification des cubiques ralionnclles. 

T1 pent arrive!' quo le seiil point ralionnel fondamcntul soit ~ ; plus gdiuira- 

leinent, il pent sc faire que les points rationnols soient itoii.s donn(^'.s pai’ I’une 
des formnlcs 

^ ^ N K to Iv to ^ [(] K (1) ^ [> (,) 

rn ’ /n ' [im* ~ln Tm^ 

oil bien que les points ralionnols de la liranche impaire dtant donniis par I’uno 
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iltis ibrmulo.s (4)) ocu\ do ls\ brauclie pairc s’cn ddduiseiit en ajoiUnut iiux 
argiimenls elllpLiqiios soiL'^-> soil ™ . 

Dans cos divers cas il n’y a qu’iiii notiibre liiii dc poinls rntionnols (’); daus 
Lous les uuires cas il y on a uiio infiiiiLt' ; j’ujoiile qii’il y en a imo infimLd 
sur loiiL arc do la cubique si celle-cl n’n qu’une branclio, sui* lout arc do sa 
braiiche impairc si elle a doux branches, ol onfin sur lout arc de I’uno 
((uelconquo dos doux l)rancijos s’il y a doux branches eL des points ralion- 
iiols sur chaqiiO brancho (-). 

Aiiisi so pose iialiirellemenL le problem e suivaiU : 

Qaelles valeurs peut-on aUrihuev au nombre entier (jilq noiu avons 
(ippclc le rang cViine cubique rationnelle? Quelles soiit, panni les 
categories qua nous venous iV enumerer et qui sont jusquUci logiquemenl 
possibles y cellcs (jui axisleiiL rdellenient 

IV. — Autres courbes de genre 1, 

Les jn'incipes pr(ic6donls soul applieables a dos courbes quelconqiios 
(hi genre i . 


(*) Ccs poiiil'J aoiU on nombre on, pins precibdmciit forment \\\\ groupe J(iu) ils soiU 
pni’fois appcblss points cxceptiomwls, Ils out fait Tobjet lIc noiiibroiisua rcclici ebes poslerioiires : 
Ilurwilz, LiWi, Na^jell, Liiul, nilling, Mahler, Frangois Clifitolet, etc, (A., (h) 

{’) II. PoiiioanS ne fait f|u'6nonrei' ccs risullats; Ilurwil?. en a ilonmi une tldinonstrnlioii 
insnffisanle, niais qu'il serai I aisi't Ho cornplHer. (Ueber Lernllrc Hiopbantischc Olcicluingen Hn Ltoii 
(,'iradcs Vicrteljalivoschv. d, Nniurf, Gesetlsohaft tti Zurich, t. (i 2 , 1017.) (A.N,) 

(’) Les rdpoiises ces questions ne soiU pas cnoorc eiiLifsi'cmciil ooniuies, 

Moi'tlcll a 6tnl)li cc r<^siiltat ebbcnticl que Ic rang H’niic cnbiqiie, nu sens ituUqnii ci-dessiis, cst 
lini ( /-'/■oc. (lajnbridf^o Philos. Sac., Vol. 21, ipaa). 

Weil a ctcudu ce lln5or6mc an cas d’uii Honiaine cle rnlionaliti alg(^l)rique quclcouqnc ct aux 
courbes alg^briqncs dc genre supiirieur ii t ( Voir note p, 5^8,), 

Hilling il tnn61ior6 les riiswUnls de Jlordcll ct obtenii pour la valeiir du rang une borne iuLi- 
rossanlc dependant du (Jiscriininnnt dc la cubique (Jlcitrage /iir aritlimetischen Tlicorie dcr 
ebenen luibischen Kiirvcn voin GesclilecliL Fin. Nova Aria Beg. Sac, Sc. Upsatiensay sdr, IV, 
Vol. 11, n» I, 1988, Kap. IV). 

Gertaines riponfies parliclles out eld doiinnes au prohliine de la determination dc ciibiqiies 
nyanl, dans im corps donne, im rang r donnd. r.’cst ainsi qne AViman a constmit dcs cubiqiics 
de rang 5 el C dans Ic corps dcs rationncis {Ada Alathematica, Bd. 7C) et que A, Ntiron a 
(i6moalr<W’cxtslcnce Hans lout corps alg6bri<[ne dc cninqnes dc rang an moina dgal h 10 [C, B. 
Acad. Sc.y 1. 22(5, 19^8, p. 1781 et l. 228, P> 1087). 

Mais on no connait pas dc mdlliode pratique pour la (Idterini nation dn rang dhine culjiquc 
donnde. On ignore s*il cxistc pour tonics Ics cubiques rationnellcs, appartenant fi ini corps doniid 
une borne absoluc du rang. L’extsloncc de cetle borne est cependant coiisidcrde comme pro- 
bable. (A. N.) 
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Consid(^rons, pur cxompic, une quarlique gtiuclie. Chaquc point de celLe 
courbc possedc iin nrgiimenl elliplique, cl la soinmo des arguments dcs qiiutre 
inlerscclions do la courbe ct d’un plan osL niille. 

Si done les points a, ( 3 , y sonl ralionnels, il on es! dc mcime du point 

Si lo point -j GsL rationnel, il en nst do mfime du point -- dc-’, puls des points 

{)« = — -!- 2( — 3y)|, 

— yu— — \ ~} V a -h v \, 

()?= — [(_ -!-(- - '(y i|, 

— Ilx=~((jy-; y-'-ol 

et, (in g( 5 ndral, de Lous les points ( 4 /i H- i) «< 

Si y, (3 et a soul rationnels, il en esl dc in^nio de 

- « - [i ^ y 

et do 

fit, par cons(^queut, de 
Si done 

Vi. 

sonl ralionnels, il en est dc in 6 me dci 

(l) (4« -'~Pi(oi — v) -|-po(a2 — (y) H-. . . __ c/) 

quels quo soiont les entiers /)(, /Jo, .••}/><? ( 0 * 

G’est la line formule analogue k la formule (i) du paragrapho pn'icddoiU fil 
qui sc disculerail de la mdinc mani(ivo. 

Conskl^rons plus gentiralemcni unc courbe de genre i cldc degr(J 7 )i dans 
I’cspace a m — \ dimensions. Un plan coupe colic courbo cn m points cl la 
somme do lours arguments cilipliques esl nullc. 


(’) Comme il a ute dit ci-dcssus (p. 49^)) '1 cat peat ilre prefdrablo de rcniplncer ccUc 
formule par 

.r, entiers, (iuod4)) 

et, plus giii^i'nlcmcnt, 

cnlieis, (mod «), 

pour unc courbe de genre i et de degre n, dans I’espaco ti n — i dimensions. 

Pour la definition dti rang, d’apr68 la formule du tcite, il y aurmt lieu de fairc une 
restriction analogue a ccllc qui a dejil 6t<S failc, pour ccrlaines vnleurs dc a, (A, C.) 
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L(! iniiine niibonncmeuL pciil done .s’appUqnor. Si a.j, . 

I'nlionucis, il en osL de nu^nie de 

— (^1 ' ‘ ^ 

I'L flcii divers points 

— {/n — I ) y, — ‘y> — \ — ‘D — ^2 — y^ — ( — i i 

— y, ( — 7 ) — — j — [ n) — t^y ~\~yi — y\- i //# — i i 


cl, |)Iiis }^(5n6ridcmenl, dc 

( /</« H- I ) « ' p\{'y\ — y ^ 1 pip ^f/ — ^ il 


Ibi’iniile aiUilognc a la fornnilc ( i ). 


y,/ son I 


On arrlverniL aisiimcuL aux mi^inos rcsuUats eii raisouiiaiiL direcleiiieuL siir 
los coiirbcs pianos. Soil line coarbo piano do dogr6 in oL do genre i ; olio a 

( m ~i)(tn — •> ) _ ^ 

2 

points doubles. Par cos points doubles on ])Gut fairc passer co"‘-‘ courbos Iv 
d’ordro ni~~'i qni conpont la conrbo eii m points mobiles; s'll oxistc m— i 
points ratlonncls d’argiiinonts elllptiques 

c(i, ‘ : y III— \i 

par ces points on pent fniro passer uiic eourbe Iv, qni (;oup(‘ (’ on iin 
point qni a pour argument 

(7|-i 70-1-... i „i ), 

<[nl e.st 6videnifnent ralionncd, 

Le rc.ste dii raisomicinenl sij poursnit com mo plus haul. 


(Ihei'clions maintonanl dans quels cas uno quarlique ou une eourbe de degro 
plus grand pent Otre iquivalenlc a uno enbique. 

Soil d’abord uno quarlique piano ratiounollo qnoloonquo de gonre i. 
Siipposons qn’olln possedo nn point rationiicl P. Par co point P et par los deux 
points doubles on pout fniro passer coniqnes, qni coiipcnl la quartique on 
trois points mobiles. L’(5q nation gdiniralo de cos coniques pent s’dcriro 

-S] I xo »2 *■'- 1 9 I = a, 

los a (^Lant dos arhitraircs et les o des polynomes du second dogr^; a coefficients 
ratio nncls. 

Il, P, V, ^3 
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Consid6i’on>5 iilnrs la LvaiisrorniaLion 

, 

fi Tl 9' 

oil lus ' soul consldcr(^s comme Ics courdoundes homogenos d’nn point dans un 
plan. Elle Lransforine la quarli{[UO cu line cublque, oL I’un verrall, comme pour 
la trims formation ( i ) dii pnrngrnplie 11, quc c’esi nno Iransformalion pur omen I 
railonnelle. 

La ({uarlUjue est done ecjuivalente d tine cuhujne. 

LWciproqiicinent, considiirons line (juartique el supposuns </u’ellc soil 
('(jitiralentc a tine eubitjue^ je dis (jiCelle admet an mot ns un point 
rationnel. 

' En efFeL, soil u rargiimeut elliptique d'nn point do la (jiiiirliijuc, I’argiimeiil 
(dlipliqiie rlii point correspoiidanl do la enbique esl /»■ (''taut nne 

eonslanle (*). Si trois points do la cubitpie soiiL siir uiie droilo ralioniudio, l<‘s 
trois points correspond ants do la quartiqne, qui out pour arguments elliptiq lies 
O', [3, V. formeiU nn gronpe rationnel, ot I’on a 

I- {- Y _ I / , 

Par ees trois points el les deux points doubles on pent I’aire passer une 
coulqiie qui est rationnelle el qui coupe la quartiqne eii un autre point qui, 
elanl unique, doit dHre rationnel. Ce point rationnel a potii- argument 
— y — , |3 — c’esl-a-dire 3A . 

La ciihique {equivalente d une quarlique) doil avoir aussi un point 
rationnel, En ellet, par les points doubles de la quartiijuo jo fais passer unt; 
conique ratiounolle qui coupe la quarlique on quatro points simples. L(;s 
(juatre points correspondanls sur la cubique formeuL un groupe rationnel. Par 
les qiuUre points de ce groupe on pent fairo passer une iafinild de eoniques 
rntionnelles, qui coupenL la cubique en deux auLres points. Ges deux points 
forniont im couple rationnel. En joignant les deux points d’un do ces couples 
rationncls on obtient une droilo rationnelle qui coupe la cubique en un 
troisieme point qui est rationnel. 

Rdciproquoment, si une cubique a nn point rationnel P, elle esl 
equivalente d une quarlique, En eHel, considcrous dans I’espace un point 

{') Cc r{5suitaL jicHL se (iisuTicr piir une rmSlIiOflc niiuloguc a relic ((iii cat iitillsco plus loiti 
(p, 59t) flnna le cu=i (I’line ( orrespoiulaiire hiiMlioiinrlle eiiti'o driix (uihiquos, ^ A. N.) 
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ratio uugI {[uolconquo S, cL proiioiis-lc pour so m met d’liu cone C dn iroisionie 
(lcgr(i ayaiil pour direclrico la aublque. Par Ic point P fa i sons passer \mG 
droilc rationnelle qiielcon(|UG (pii coupe la cubiqiic cii deux points M elftFi 
lorinnnt un couplii ralionnel. Par Ics droiles SM ot .SI\I| un pent fniro passer 
lino surface dn second de^i’6 rationnelle. L’inlorsecLlou conqilele do ceLle 
su place el du ednu el ant du sixiemo dog re se discompose on deux droites SM 
et SlM| el line qnartlt|ue gauche rationnello, La |)rojeclion do cotle quarliquo 
gauche sur un plan ralionnel r[uolconcpie est nne (|uarliquo ])lane rationnelle. 

Ell rdsumd . 

La condition nccessaive at sulJisantc pour qii’iuie cjuarlkjuc ralionnello 
soil c(juivalente it nne ctihirjne, est (/u’elle ait tin point ralionnel. 

La condition necessaive et siijfisanle pour ({ti'une cubit] ue rationnelLe 
soil equivalent e h nne qaartique., est qu'ella ait un point ralionnel. 

.Soit/=o line conrbe plane de genre i et do degre m. Quelle ostia 
condition pour qti’elle soit cVpiivalonle a unc courbe de dogriiyi, dont I’c^quation 
«*st /’| o? 

11 flint d’abord qu’il y alt sur /'™ o nn groupo ratiunnel de p points. 

.Si, on oOet, nous coupons la transforniih) f\~~o par nne droito rationnelle 
qnclconquo, cctlo droito la coupe on p points formant un groupo ralionnel. 
Los point.s correspondants siir /'“ o fonnent niissi un groupo ralionnel. 

Cette condition est suffisanto. Par le groupo ralionnel do/; points et par les 
points donliles on pout faire passer nne InlinitiJ de courbos do degri^ m — .3 p /r, 
dont IMq nation gfiuirah' est 

9i ~j- 3(2 ag-l -I - Oy = Oj 

on q -.^kin — on les .sont dos arbitrairos. los qi dos polynonios do degrti 
jn — ,3 H- k a coefn,cienls rationnols et 0 un polynomo arbilralrc do dcgrii k — .3 
( le lerme 0 / disparait si A < 3). 

Cos courbos coupont f~o on hni — p points mobiles. Si les ly, out dos 
valours rationnellos, ces km ~ - p points formont nn groupo ralionnel. 

Consldiirons nn do cos groupos rationnols do Am — /; points, par ce groupo 
oL los points doubles on pout ihiro passer une infinite do courbos do degro 
m. — 3 -1- A, dont P6q nation giini^rale est 

t-0 


S'l'l’l-!' Kn'l;5 + . . .-l- 9/ = 
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.>(JO 

on l(is soiU (los nrblti’aircs, Ics (j/, ilus {)oI)nomi!S dc dogi’(^ 
a cotjfficlcnls ralionnels ct n un polviioino arhiLrairo do dof'ro 4' — 

CiiS coiii’bos coiipeiit f~o on p poinls mobllos. Gonsidorons alors la 
traiihfoi’matiou 

^ f: ^ 

-I ;i c; 



(oil les ^ sonL les coordonn(5es iiomogonos d’un point dans un j)lan), ello esi 
piireineiil I'alionnello, tuiijoui’s on verLu du ralsonnonionl, ot ellc translbnno 
f=.u on line coui’be cle dagrd p [pnroccjue los ooiirbes (o) couponL /'=r= o lui 
p poinls mobiles j. 

Celle d(!monsU’aUon suppose : 

i" (^ufi Ian > p\ on pcul loujours prendre 4 assoz grand jiour oola; 

Qiie Si yj = I on ‘i, il esl clair (pio le llujoremo osL on diifaiil. 

puisqu'il n’y a [las de coiirbe do gouro i el do dogrei i on a. 

S’il y a un point ralionnel, il o\islo aiissi un groupo ralionnol do Irois 
poinls (il s a voir lo gronpe qui coiiiprendrail Irois poinls eon fond us eiUre 
oux el avoc co point j’alionnel); la courbe osL done (^'quivalonlo u iinu ciibi([ue. 
i^t I’ou Jemonlrorail do ineine ipdcllo esl (Vjuivalcnle a unn courbe do dcgri'; 
fpielconque. 

S’il y a un couple raliouncl, il oxisle anssi un gronpe ralionnol do qua Ire 
poinls (a savoir le groupc qui cnniprondmil qualre poinls confondus dmix a 
deux olavec les deux poinls du couple); la courbe csL done c^c[uivalento a une 
tjiiarliqiie. El I’oii ddmonlrerait de mdnic qii’ello osl cijuivalonlo a mie courbe 
d’lui degrii pair ffuelcoiupie (^), 

Si m esl impair el s’il y a un couple ralionnol, il y a oussi un point 
ralionnol. Gar, par Ics points doubles el par un gronpo ralionuel do m — i 

poinls (pii comprondrail m — i poinls confondus ^ - il - ^ ~ * ■ el avoc los doux 

points du couplo, on jiouL falro pass or nno courbo dc deg re di — a oL unc soule. 
Celle courbe esl ralionnelle el olio coupe f=zo on un aulro point c[ui est 
unique el ralionnol. 


(‘) ('c‘> rniboniieinonls bcinljli'iit siippuser que 1.1 rourbe a cics poinls doubles disUiicls, Les 
propri^tiii eUblics subsislenl cependniiL dans le cas gciier.d; ceci r(5siille de la loinarqiie fiiilc 
dans In nole (') de la page 488, (A. C.) 
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l^n rosiiino . 

Pour (jiCune courhe ralionncllc de genre i el de degrdin soil equivalente 
a line courbe de degve />>3, ilfautel it sujjit (fn'elle possede un group a 
ralionnel de p poinls (*). 

i’oiii’ aller plus loin, supposons quo la oourbe, do degix^ m oL do gonro i , 
adiuoLlo nil cortniii noinbro do groiipes i-alionnels; Lrois |)oni’ fixer les idics. 

SoioiiL Gi, Gj, G .1 CCS groupcs fornics rospocllreinenl de y^i, p-i cL yj,, [loiiUs. 
11 oxisLo uu groupc riilionnel d’un nombro do points 6gal au p. g. c. d. <i dcs 
qiinlro enliers 

Hi. /!,. />„ //.. 

En ellcl, on [ion I Irouver qualro no mb res enliers po si ill's 

K, hi. h,, /f|, 

Lels quo 

K ni— h~xpi— Ai/)j= o. 

On pouL nlors nicnei’ unc infinilii do courbes de dcgri^ 

ui — '5 1 \, 

passant [lar les points doubles el ayauL avec f~ o uu coiitacL d’ordro hi — i 
aux poinls du groupe Gi, d’ordre Ao— i Rnx points du groupo Gn, d’orclrc 
/i;i — [ aux points du groupe G.,. Parmi cos courbes, il y on a unc infinilii qtii 
sont rationncllos. 

Elies coupent /= o, en hipi points coufondus avec lo groujie G|, on h<i p-i, 
points coufondus avec Ic groupe Gj, en /tuy^i points coufondus avec Ic groupo 
(j 1 , cl en 

K m -- hitn— A i/> I — ^ 

a litres poinls ([ui 1‘orinenl blen uii groupe ralionnel. 

Soil alors b lo plus petit uombre tel qu’il exislo sur _/’-— o un groupo 
ralionnel do d jioints. D’apres oo qui precede : 


(') On pent, completer coniine suit ccs rusultats . 

poH)' fpi'une rourbe ntliomteUe, phme, ile genre >,oit equivalente a une vubitpte d’eijualion 
y- ~ x'^ -l- px q (/), q rationncls), 

U fait I el U qu’il cxiste sur la courbe un point ralionnel, 

pour qa'elle soiV cquiralcnte h line quiirlique d'6qu((lion 

.r'+ bx~\- c («, A, c vntionncls}, 

il faul ct il sitffil qu'il existe sur la courbe un couple ralionnel, (K. 0.) 
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i" r^e tlof^re tn csl iiii imiUipIo do co nonibre cai‘!icLdi’isli(|ii(' d, 

• 2 " II OD osL do mfiiiic du clcgrd do lotiios les courbes d([uivnU'iiLos n /--o; 
3" 11 on esL cucoro do jn^iiic du nombrc dos poinis d'un groupo ralioiinel 
cpiclconquo do/— 0 . 

Co nouiln’O caracl(5risUquo d Ci)L done iin dos dloinoiiLs !cs plus linporlanls do 
lii classilicnlion dos courbes nUlonncllcs do genre i (')• 

11 nio reslG a parlor d’lm point do ddlail. 

Consul dro ns uno qunrtlquo gnu olio dquivalenlo a luio cul)iqiie plan(‘. Car 
oiomple, la ciibi([ue sera la porspectivc do coLlo quarliquo, on pronanl pour 
point do viie nn point S do la quartiejne. 

D’apres ce qiii priicode, co point S doit elro ralionnol. Soil c/ son argnnu'nl 
ollipliquc siir la quarliquo et 

S'' — y -t- /i 

son argiiiuont stir la cubiqnc. Soiont, d’autre part, 

7], 7^, . . y„, 

les arguinenls ties autros points rntionnols I'ondaniontauK sur la quarliquo cl 

ai — K/ /l I / = I I 

lours arguinenls sur la ciibiquo. 

Nous avons vu quo les arguinenls dos points rationiiels sur la quarlitpie soul 
(loun6s par la forimile 

= y , \/iy ^ y), 

ol sur la cubique par la formule 

[V = y' - \ny' ' — y I. 

II faut diimonlror que ces deux foruiulos concordenl, c’esl-a-dirc quo i'on a 
Or coci est dvidonl, en observant que (-) 

= y, cfi — y = aj — a', \-j,' — \-j. 


( ‘) 11 sernit ii)L(ires&ant de cotmaltrc, pour i» doniuq Ics \a!cm’s f|ui pciivcul <Hic priars pur 5. 
Il est possilile f|iie cc soteiii Lous les divisciivs tic vi] il en e-,1 .liiisi pour in 3 ot, seiiihlc-t-il 
pour m — (\, (A. N ) 

{“) fl’esl en uenciiilis.inL i,i nuUliotle eniplnjee dans ces dei‘ni6r('s lif'iics (|u’oii pent d^montrei 
i(iic le rang est bicn nn iin.irianl pour les Iransfornmlions Idialionnelles, a eoel (ieicnls ration 
nets [note de la page t5p3j. IF, (',) 
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V. -- ;6tude de q[uelques transformations. 

.Soil a Pat’guincnl fl’iiii point nUiomiGl qiielconfjuo siir miCGuinquo; la Irans- 
foi’inaliou ({iii change Ic ])oinl d’arginnciU ft, dans lo point il’argiiinoni — c/ — u. 
osl (Undoniinenl (les Irois poinl?) ly, zf, — a — u lUanl on liguc droile) unc Irans- 
fornialion piiveinent ration ncAle qni change la cubit jue on ollG-in^nn*. 

Si :7 oL (3 sent ios argunienls do deux points ratlonnoLs, Ics transformation, s 

in, -- 'j — n 'i, 

( ff, — [i — n ) 

.son I puroinent rallonnellos el il cn esl do ni6ine de lour rrisultaulo 

i ir -- y -h n ). 

D’aillours, si u est rationnol, il on osl dc in6mo do — ay, do sorle quo la 
li'ansformatioii (tt, dty-j- ft) csL puromonl rationnollo. 

EUidious do plus pri's c(!S Lrausfnriualions (ft, [3 — a -\- f/,). 

Si X, j', z sont los coordoniuScs du point d’arguinonL zf, oL vj, ^ colics du 
point ti'ansforiud fl’argunicnl |3 — y -j- ft, los dqualious de la transformation 
dolvont (Hro do la Ibrnio 

" ’ \ ~ V “ y, ’ 

X, Y, Z eta 111 des polynonios on tiers on x, y, z a enefficionls ratlonnoLs. 
(joinmont fornior cos poljiiomos 

La droile tc = o coupo la cubiqno on Lrois points Mi, Mo, IM.i d’argumonts 
V>' Considdrons los Iransfornids de ces Lrois points par la transformation 
inverse do (i); ils out pour arguments 

y — [i H“ Ti, « — !- V5) “t- Y 11 

je los ddsigne par M', , M!,, M',. 

On a 

ro") Yi -i- Ys Y.t" 

Gonsid6rons d’abord lrois points Pi, Pa, Pn dhirgumenls ei. Sn, Sj assujcllis 
a la condition unique 

(:i) Si -i 42 H- £n = 3P — 'Jy. 

On pout choisir cos trois points de fagon qu’ils forment un groupe rationnol. 
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fiOs si\. points M', , iM'j, M',, Pi, l^j, P( soni, a cause' clcs rolnlious ('>.) »'l (3), 
fiiir unn nieme coiiicjuo, cl t'Cflc coniquo est ratioiincllo. Soil 

X,=o 

son equation; jc puis sup[)osci’ quo los confficionls do Xi sonl onLiei’s cl jirc- 
uiici’s cnirc ciix, 

D’auli’e part, Iti droilc ~ o coupe la cubique en Irois points Mi, No, N., 
nyaiil pour transfoi’inos N',, N!,, Nj. Los six points N',, N!^, N',, Pi, P.i, Pi soul 
stir line mfiino coniquo rallonnelle donl I’^qualion punt s’oeriro 

yi = o, 

les coef(icicuLs dc Vi dlant onliers el premiers onln; oux. 

De m(3me, la droitc x: = o coupe la cubique en Irois points Qi, Qo, Q,i ajant 
pour lransforin6s Q'^, Q!., Q', . Ims six ])oinls Q',, Qij, Q',, P), l^ai Pi -^unt sur 
ime m6me conique rationuollc dnnt I'equalioii peui s’ceriro 

/-i = m 

les coeflicients do Zj dtant onliers el jiremicrs entro oux. 

Considdrons alors la fonclion 

I 

YK,» 

c’esl line fonclion doubicmciU pdi’iodifpie do I’arj^ntnenl elliplique do poini 
g; ello no pent devenir indnic, car le dduominatenr no pent s’annulcr sans 
que le numiiratem’ s’nnnule. Ellc so rtVliiildonc a une constanle; jioiii’ In nicbne 
raison 

\/i 

/A, 

est line constanle ('). On pent done poser 

\ = «\|, Y = /;Y|, Z rZ, 

rq c (5 taut Irois enliers premiers entre cnix. 

Aiusi la transformation (i) jieut s’t^crire de telle faron quo X, Y, Z soicnl 
des poljnomes du second ordre. Cola osL m6mo possible dbino infinitri do 
mauifires, car los trois points Pt, Po, P,i ne sonl nssiijetlls qti’a line soiilo dgalil6. 


( ') (Ic raisoimcment, i[ii'uii reti'mivc iilucieui's iT[insns tlinis la siiilc*, <*sL iiisiiffisanl. II 
fionvient de inouLrev que I’ordru do tuulliplioitu dcs /oros ('orrcspoiidanls osl lo inAiiio au iiiimi’- 
I'iUciir ol an doiiomiiHitem' ( N.) 
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SoicnL X', \'//J trois polyuoiiies dii second dcgi’6 formiis com mo X, V, Z, 
in a IS on remplacaat les Irois points Pi, P.,., P., pat* Irois an Ires poinls 
P’, , Py, Pj assujellis contmc ciix a la condillon (d). La Lransforiualion 

(..M ' | = A = 

doit dtfO la me me quo la li*t\nsformalioii (i); jo vciix dii’o par lu qu’un point do 
la oiibiqnc y = o a me me transform6, qu’on lui applique Pune ou I’aiitre des 
deux transformations. Los deux transformations (i) el (i bis) ponrraient filro 
appliqudes it un point quelconquo du plan; mats aloi's les deux iranslbrtiK^s no 
sera ion t plus n6cessairemcnt les memes. 

ll risulte dc la quo les irois polynomes du qiiatricme degre 
YZ'-/Y', 7A— \//, XY'-YX' 

sonL divisiblos pary. 

II imporlo de remarquer que la trails fo rm aliou (i) est uue transjovniiuion 
Cremona] e’esL-a-dire qu’on pout eii tircr les rapports - > on fouclions ration- 
nelles dc £, y), alors mfime quo le point x, r, z n’est pas assiijctti a roster sur 
la cubiquo; on oircl, doiix dos coniquos 

y X -i- ? Y -f- V Z= o, y' X [Y \ Z = o 

no sc coil pent qii’on un soul point mobile, on dehors dos trois points fixes Pi, 
Po, P^. Ces trois points fixes sonl les points-bases de la transformation. 

Si Poll rdsout les 6qua lions (i), on troiive 

" o " ^1. o " yiof?, o’ 

Xo, Y„. Z„ dlant des polynome.s du second dcgr6. La Iransforinalion (4) est 
ainsi la Iransformation inverse do (iV Quels sonl les poiiiLs-hascs de cello 
transformation inverse? 

Jo i*appello que, dans une transformation quadra liq ue CroinoiiQ, Louie droilo 
passant par un point-base sc Iransforme en une droile passanl par un point- 
base de la Iransfoi'ination inverse. 

Soil done une droile D passanl par P; olio coupe la cubiquo en deux aulre.s 
poinls Til etlL; la somme des argumenls dc ces deux poinls osL conslaule cl 
dgalo h — 2 i. Soiont H' oL H'g les transforni^s de II| el Ha) la somme do lours 
argumenls est conslanle ct 4galc a 


It. I>. - V. 


(5i 
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LaclroiloU' 11!,, li’iHisfonnic doD, coupe la ciibiquc eu uii iroisicino point R 
doiU I’nrgiimenL csl 

— 3([i_ y), 

Celle qiiaiilile (ilaul couslnnlc, co point 1\| resto (ixe (jiiaml la droilo I) 
lourue aiilour do P|. Done Rj csl un dos poinls>-bases do (/j)- Des deux aiilres, 
IC el lli, oiil pour ai-gmncnls 

Zi-~ ), 

-Villi) i los Lroi-'. poiuls-basos do (d) sonL oncoi'o mu' la ciibifjuo, ot, la ')omino 
do leui's arguments esl 

ly-- 

Si done nous consubb’Ons los Lrois [loinls R(, R.,>, IC, lours Iransi'oriiK^s, (pio 
j’nppcllerai Qi, Q.j, Q.i, sonl on ligne droito, cl Ics iransfornnVs do leurs Irans- 
ronnds sonl Ics Irois points Pj, IC cl P.i. 

Considorons nininicnanl I’cxprcssion 

/( X, 'i. /.), 

(i’est un poljnotnc du sixietne degn^ on .f, y, conunc la Iran.sfornialion 
n’all6rc pas la cubiijuc f — o, on a idculiijuoincnt 
(’■>) ./fX, V, 1, CK,(.r, 1. 

'/} clant un polj'nomc du Iroi.sicmc degre, 

Goinmo Ics irois poinls-basos Pi, P-j, Pj doivonl (Mre ilcs points li'iplos poui‘ 
la sexlique 

/( X, Y, /, ) = o 

Cl quo cc sonl dos [minis simples pour la enbique 

/( r, , z)-^ o, 

CO sonl d(‘s poinls doubles pour la cubique *0 — o; dc sorlc quo cello cubiqiic 
se decompose eu irois droilcs qui soul Ics c6l('-s du triangle Pj P^P.i. 

D’aiilre part, les Lransforniatioiis (i) cl (4) dlanl inverses I’une do I’aulro, 
on a 

X,uX, Y, /. , __ Y„rX, Y, 7.) _ Z„(X, Y, , 

.r I 3 ’ 

Oil 

I .Xn(X, Y, /.) = .rfj', 

V«(X, Y, 

/.((f X, Y, /, ) = 3 c, , 


(0) 
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Los pfoniiera lucmhfos cUinL Jos polynoiiics du qiinlrioine Jogro, o' osl tin pol^- 
noino cUi It'oisiemo dogiv; los Irois points-btiscs cLanL Jg'j points Jouhlos [lonr 
lev qnat'liqncs 

\n( V, Z ) ~ "l \ II = t). /|) = <>, 

son! aussi ilos points doubles pour la culiitpie q'— o. Gelte eubi(jue so docoin- 
pose aiiisi encore on trols droiles qiii soul les Irons ebU's ‘du Irlanglo IbP.)l\(. 

'Vin.sl les deux pnlynoinns n et o' ne peuveuL difl'bror que par mi facleur 
cons! nil! . 

Le [lolynouie q esL tlcco in posable att /)uuU da vua algchr/(/iie en Lrols fac- 
leurs linbaii’cs ; mats it n’arrive jias toiijours (jtio ceLlc dbcoinpositiou soil pos- 
sible ail point do vue arithmbliqne. Cola arrive si les trois points lb, lb et P,, 
sont raLionnels. II esl clair qii’il (isl toujours possible do clioisir ccs Irois poinls 
(([ui sont assiijeltis senlemeiil a la condition 3), de telle fa^nn qu’ils so ion I 
rationunls; et c(*la (rune infinilb do manieres on prenant 

j-i-‘\piy (/ = [,■>, l! 

avec la condition 

'/i : tj: <h- ’b P\ ' l‘i ' V\ — - 

(I'csl la supposition que nous adopLerons dbsormais, saul’avis contraire. 

htipposons (jiio , 77 , ^ soiont trois on tiers premiers outre eiix; X, Y, 7> sont 

I'igalement Irois entiors; il importe du savoir tpiel esl lour plus grand rtimmun 
diviscur S. 

ribservons ipic 

V. /. I, 

soni divisibles par II on rbsnlte qne /)' esL divisible par G’ost deja une 
cousidbration qui pout nous aider a flblorminer S. 

Considbrons do nouveau les nenf points 

j>,, H, I / = 1, 1 ) 

Nous avons vu qiPils onl pour arguments 

Zh (p — C'), ii— 

iivec la condition 

£i i cs 1- £i= {( [i — h 
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De 111 I'esulle immcdlalement quc cus ueiif points se IrouvenL lrois> a Irois snr 
sept drones, qui sonl 


I' Q.Ki, I’lHiQ.., O.PiH!, HiPoQ, 


Do pins, la soninie dus arguments des neuf points (dc inline quo cidle des argii- 
menu di-s six points P, ol ll, ) clant uulle, Ics six puials P, el R, sonl sur une 
meme coniqiioC, el les neuf points sonl sur une infinlld de ciibiqucs. 

On voit alors qiie les six points P, el Hi sonl les somrnols d’un hoxagonc de 
Pascal inscrildans line conique G, cl ([uo les points Qi, Qj, Q, en ligno droilo 
sonl les inlerseclions des irois paires dc colics opposes de cel licxagone. 

Gonsidi^rons les ciibiquos qui passenl paries neuf points; elles fornieul nn 
faisccau. L’uiie d’clles cst la cuhiquo proposi^e / — o. Une so decompose en la 
conique C circoiiscrile a I’hcxagone de Pascal, cl la droilo Qi Qi* Q.i. Deux des 
cubiques se decomposent en Irois droites qui soiit pour rune d’clles 

( 7 ) H>QnP,. It.OiPj 

et pour 1 ’autre 

(S. lii'plb, lio'bl’-i, It-.Q"!’!. 


La Iransformalion change la cuiiique/ en clle-mt^mc; elle change la conique G 
dans la droile QiQjQ.i el iiiversenicnl; elle change les irois droilos (7) les 
uiies dans les aiilres, de nn^mc quo les Irois droilos (8). 11 y a done qualre 
cnbiqnes du faisceaii pour lesquelles on voit imniddialemcnt qn’olles no sonl 
pas alldrees par la transfornialiou. II soffit de le savoir dc deux d’enlre elles 
pour couclnre que cela cst vrai pour lontes les cubiques du faiscean. 


ToulCs les cubiques dii faiscean sent done inalkb'eos par la transformation (i). 

Si 

/( I , c I = , ) , :;) = o 

sonl les eipiulions de deux dc cos cubiques, on a 

./ 1 ^ j ^ ^ J “ , 1 1 ^ ) "O 
3 ( X, 'k , Z ■) = Y ( r. t , 3 )rt r, . 


a (Haul line conslanle, et de mi^inc 

/, X, ^ , Z) 4 - X?tX,Y, Z) = l/(.r, j , 3; -f- X9(.c, .1 , z)]b,„ 

b i^tanl une aulre conslanle. Or cela n’est possible que si a~b~\ \ d’ou il 
suit que lo coefficient /j qui figure dans I’dqiialion (5) esl le mdme pour loules 
les cubiques du faiscean. 
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Soil mniiilonfiiil 

1 ) = y ,/• -f- ) - 1~ Y ; = < ) 

l’ef|iintioii do la dooiio QiQjQ,; soil 

SC r ] , z \ = a 

cello cle la couiquo C ; jo suppose quo los cuofficlonls du pol^nomo 1), do mdiiio 
quo coux du polyuoino S s{)nL premiers euLre cu\. L’dquaLiou do C pout ('‘gale- 
meiiL so inolti’c sous I’uno des doux forinos 

? X -f- V -F yZ = o, aX(i-; 'lYn-f- yZ(,= t>, 

do sorLo f|uo, idoiiliqucment, 

O' X ! V -j- y Z = 0 S , 

7\„ SV. f),iS, 

0 eL 0(, dlaiil des oiitiers. 

Nous Iron VO ns cnsuiLe 


0 „S(X, Y, Z)=.yX,rX, Y, Z) 


\ i)( X , ^ j y Zo( Xj 1 , Z ) = D Tj 


oL, d’aiilro part, 


d’ou 

et oufin ( ' ) 


JsCX, Y, Z )( o'X F-[iY y Z ) = rjSl 


0»/lSD = 0VSD 


f)ilT| = Of]'. 


; )1», 


VI. — Subdivision des classes en sous-classes . 


Solent G et G' doux cubiqiios dquivaleiilos ; on pout passor do G C' par uno 
Irans forma lion puremeat ralionnolle T qui, coiiimo amis allons jo A’oir, ost 
gdadralomouL uac Iransfornialioa quadraltqno. Soil 

' ^ X ^ y. 

CO lie transform alion, ou X, Y, Z sont des polynomes eatiors a ooofficiGnls 


{') Dans ce pnragraphe, 11 . Pomcarii cLudie, dans lo cas de l’c\tsLc»ce de deux point's 
rationnels suv iinc culiiquc (de genre i), iino certaine Lransformatioii de la cubiqiic en cllc- 
infimc. Cette transformation pent 6 tie considdree conimc I’appUcalioii sur la cubique, d’unc 
ti'ansforinaLion dc Cremona du plan. Les points bases de cctle transformation et ceux de son 
inverse formeut un hexagone inserit dans line coniqiie, donl les points do Pascal sont des points 
niignes de la cubique. Co tie etude iiarliculidre prepare la rechcrebe gene rale du paragraplie 
suivanl. (A. C.) 
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ralionncls. Lii ilroito a; — o coupe lii cublqiic CV cn Lrois points Mi, Mq, M;, 
(I’arguinenLs yi, yjt Y''* Soicnl M',, M'^, M', los Irniisformiis do cos Lrois points 
par la iransformalion T~‘ inverse de T; ce^ lrois points sonl sur la cnbiqiie C 
(‘I oiU pour arguinenlb 

Y I — ' Vi — V t — * Y I ■+■ V i ! - Y I — 

bar cos lrois poinls (jui forinonl surC un gronpe ralionnel el jitirdeux points 
ralionnels qnclconijiies du plan, on pent fairc passei’ nno conique ralioniiollc' 
f[ui coupe C en Iroi.s auLro.s poinls qne j’a[)poIlorai 1^ , lb., l*i, ils fornieni iin 
groupe ralioniiol elloui’s argninents sj, Sj, s, sonl Inis par la rcialion 

Soil X) = 0 , rtiqnatlon de cello conique. 

D’aulre part la droile^ =o coupe C’/ on Irons points iN'i, N.j, iN,i donl los 
Irausformds par que j’appollo N', , N!,, N', onl, sur G, d(*s argumonls donl 
la soininc esl — 34 (pour la mdine raison que la soinnu* des argimienis dt's 
li’ois points M',, M^, M!|), 

11 riisulle do la que les six points N', , N!,, i\', , Pj, l^j, P,) donl la soinine des 
argninonls est nulle, sonl sur nno inline conicjiic qui csl ralionuello, puisqiio 
res six poinls forment deux gronpes ralionnels. Soil ^',“0 Pequalion d(> 
ceLle conique. 

lHiilin la droile .3 -- n coupe (’/ en lrois points ilonl les iransforinds 
par T“^ soul avec P[, P^ P,, sur mie nn'nie conique ralionnelle donl I’liqua- 
lion esl Z| := 0 . 

Los ])oI_ynomfis Xj, Y|, Zi sonl du dcuxicine dogrd el a coel'ficienLs ralitin- 
nels . 

On vorrnil, coniine dans le pa rag raphe price deiil, quo los Tone lions doublc- 
inonl piriodiqnos 

Wi XZ| 

YK,’ /A, 

so ridiiisenl a des couslanlcs ralionnollos que nous pouvnns supposer igales a i 
sans reslreindre la giniralile. On pent done prendre 

X = X„ Y = Y., Z = 

Alusi Poll pent Loiijours supposer quo les polynonies X, V el Z sonl du 
douxieine degri el sonl le.s premiers mombre.s do IVjqualion de Lrois coniques 
ayanl lrois poinls coinmuns. II en risulle que la Iransformalion T esl nno Irans- 
formalion quadraliipie Cremona, ajanl pour polnls-base.s lb, Pq, P,,. 
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Si nou.s rc^solvous U\s (^([nations (i) nous Lroiivotis 

(•i) r = L ^ , 

\o(E, ^oC^jOjO 

Vo, ^u, /jii (Hnnl Li’ois polynomos du douxionio clogr('' a c<x‘fliclcnl') ralioimols. 

I.os dqiiatiojih (;>) dcHini.ssonl la li'ansldi’iiiaLion 'F"' jiivcm’so de 'F. 

(^luds soul los poinLs-liases do colic Iransforniation ? 

Soil I) line droile qucloonquo jiassanl par P,; olle coupe (! I'li dcii\ aulrev 
poinls 1I| CL TT.,, donL lo'^ argnmcnls a oL o vi'i-ilicnt la relaliou 

It t’ Ci = (I. 

la!s Irnnsl’ornn's IT, el IP, di‘ cos doiix poinls soul, surd' el onl pour argii- 
iiieiUs u -H /, el e /i. l.a iransi'oriuL'e de 1) (’si uni'coiiiquG qui doit so dtkoni- 
poser en deux droilos donl Func esi, la droile Id 11, el I’aulro ostia droile IT' IP, 
({ui doil passer par U, , 

Or la droile II | couj)o (F en uii iroisicine point donl I’arguinen! esl 
£i —uh. II resLe dune fixe qiiand la droile 0 lourue aulour dn point P, ; ce 
no pent dune elie quo le point 11 ,. 

Pai rdsunu'* les trois poiuts-bases do (a) sonl sur ('/ el onl pour arguments 

£i — ‘i/, £i— a/, a/., 

lleinarquons quo noire IrausforinaLion dreinona(i) Li'ansrorine Louie cuijique 
passant par les trois poinls P|, P., en nne cublque passant par les trois 

[minis R|, IPj, iPj. 

Quelle (*sL la condilion [loiir qiie parini cos cubiques il }' en nil qui, Loul on 
etanl de genre i, soient leiirs propres Iransfornu^cs ? D’apresco que nous avons 
vu ilans le paragraplio pr('*c 6 deiil, il I’auL d’abord que les six points- bases so ion L 
sur line indnie coniqne. Si cotle condilion est remplie, cetle cunique sc Irans- 
(briiK* on uue droile, de sorte que les trois poinls K|, Ibi, II 3 onl jiuur trails- 
ForuKis trois poinls Qi, Qa, Q., en ligne droile. 

II I’aut ensuile ([uo cos trois poinls Q soienl les points d’inLerseclion des cblF's 
opposes do Phexagone des [loints P et R. Si cetle condition est rcniplie nous 
avons vu qne les cubiques qui pas sent par les neuf points P, Q, H no soiU pas 
altdrds par la transformation. 

II rcisultc d’aliord do lit que si la cubiqiio C est equlvalonte a la ciibiquo C 
el de Lellc fagon quo les arguments des poinls correspondanls dilTcrcnl do /r, il 
y a sur C une infinite de groupos rationncls de trois points donl la s online des 
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fU’ginaouK ubl — iWi. Go soul Ics poiiiLs doiil los Lransfoi'inds iiouLsui' une droilc 
I’R lion nolle. H y R i\ns;)i sur G uno infinllo do gi’ou|U's ration uoU do lroi.s poiiils 
(j(! dirai do triplets ralionncls on siinpIeniGul do triple Is) don I la soniine dos 
tirgiimouls (.“jI — .!/i. oumino par oxempio lo Iriplol , P.j, P,. 

Uiiol|)ro([ucinunl, s’il oxIsLc lui triplet Pi, Pj, P,, dont la soinino di)S argn- 
inenls osl — 3/.. l.i {Mil)icpio G ost erpiivaleiilo a uno oidjiqiK) G', do tdlc faeun 
(pie !(“> argument dcs poinis corrobpondauls dilloronl do A d'tin lioi'i do])drl(nle. 
Pa ellol C(‘S trols points formant nn groiipo rationnol, on |)Oiil fairo passer par 
eu\ trois coaiipies ratiomielles 

K = 0 \ =: (J, / ri- ij 

fjU Ira ns for in a lion Greinona 

^ - At ~ 

\ 'i /, 

c linage alors G on uno autre cubicpio G^ satisluisaul a la condition j)rupos(^a;. 

.Si maintonaiiL il existo mi triplet dont la soniine soil 3 A, 11 (su ox is to mio infi- 
altd dont la so mine esL - - 3 A'; car, par co triplet on pout fairi; jmsser uno in(i- 
nitd do coniqncs ratiomielles ; cliacnne d’ olios coiipo la ciibiqno en Irois an Ires 
points foraauil an groujio rationnol do somnie — 3 A’. On on conclut iniimidia- 
tenient qne s’il existo un trijilet do sonimo 3 A, il y (ni a une innnild. 

Jo dis nialntenant qne s’il existo sur C uii triplet do sonum' 3 A, il y en a uini 
infinitt) do soinmo 3/iA’, n (Uant mi entier qaolconque positif on iK'jgalif. Pour 
cola, d’apriis co qui jircicitdo, il suffit d’lUablir quo s'il y a mi triplet do 
so in mo 3/i'A el mi triplet do soinino 3/i’Vi, il y en a aussi uii do so in me 

— 3A’(/i'-f //) ct par cons (3qu out im de soimno 3A*(/d+ /G). 

Gonsiddrons on elTet six poinis foriiiant deux triplets do somino.s 3;dA 
et 3 //A'. Par cos six points el par trois points ratloniioLs quolcouqnos du jilan, 
on pent fairo passer uno ciduqno rationnollo. Gctlo onbnpio coupe G on trois 
antros points formant mi grnupe rationnol ol la so in in o dos argunienls esi 

— 3A-(/d4-rt")- 

Do la rdsultc la consi^qnonec snivanto : 

Si C esL cquiraleiite ii une cuhufuo G|, do telle Ja{'.oii qne los avgamonls 
dcs points correspondants sur G et G| different de A’, (die asL (tussi (jqiiivu- 
lenle d une iafuiit/i d^autves cuhi(fnes G^, G.,, G„, G_,, (Ly, G.,.,, 

et cela de telle fa(ion que les ar^^uments des points correspondants sur 
et Cn diffdrent de nk. 
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Due quosLiou so pose eusuito. D’apr^s nos diifinitions, deux cubiquos sonl 
cquIvaleiiLes ou appartiennenL a la in(5me classe si I’ou. peuL passer de I’uno a 
I’a litre par nne Iraus forma lion birationnelle a coefficients rnlionnels. Jo dlrai 
qu’elles apparliennenl a la infime sous-classe si Ton pent passer do I’une a 
1 ’ail Ire par uiie Ira ns form a lion Uiicaive a coeflicioiiLs ralionnels (je ne dis pas 
ouliers). 

On pent alors sc demamlor si toutes Ics ciiblques C,t qno jc viens de d^liuir 
apparliennenl a des sous-classes dilTiircnLes. Bien qiie I’on puisse passer de C 
i\ C,i par line transform a lion quadraliquc, do telle fagon que les arguments des 
points correspondants dilfercnL de nh, ce ii’esl pas une raison pour qu’on 
puisse ligalemonL passer ilc a C/i par une transformation lindaire^ et par 
oxemplc de telle fagon quo los arguments des points correspondants soiont dgaux. 

11 faut et il siiflit, pour qu’il en soil ainsi, que G soit transformable en cllc- 
nnime par une transformation quadra lique, la difldronce des arguments des 
})oinls correspondants 6tant nk. 

Or jo dis que G n'ost pas altiir^e jiar une transformation quadratiquo ration- 
nelle qui change lo point d’argumeiit u dans le point d’argiiment « + 3/i, En 
d’aiitres tonnes, je dis quo los coordoniu^cs du point n + S/r sont des fonctions 
ralionnolles des coordonndos du point w, on, si I’on aimo mieiix, les coordon- 
n^GS do k- 1-34 sont ralionnolles, apres adjonclioii des coordonnees du 
point u au domaine de rationalile, 

Soiont, on olTet, Si, £a> £.1 les arguments des points de G qui forinont un 
triplet doiit la somme esL — 3/r. Par le point u et par un ])oinl ralionnel 
([uclconque du jilan, jc fais [lasscr une droite qui cou])0 G on deux aulres 
jioints ayaiit ])C)ur arguments v et tP lels quo 

II -h (> -i- [l' ~ 0. 

Los deux points o ct lu formont un couple rationnol aprbs adjonction des 
coordomi^es du point u. 

Par les cinq points Si, Sa, £ai o et (P on pout faire passer uno coniqiio qui sera 
rntionneUe aurbs adjoncUon des coordonnees de u; cette conique coupe G en 
un sixi6me point qni sera ralionnel apr6s adjonction des cocirdonndes do u et 
qui esl u 3/i*. 

Ainsi los cubiques G et Ga ou, plus gdndralement, les cubiques G,, et G „^3 
nppartiennonl h uno mfhno sous-classe. Done les cubiques Gn se repartissent 
eti trois sous-clctsses au plus. 


ir. p, - V. 
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Pour aller plus loin, deux cas sonl adlslinguer : le premier esL eeliii oh la 
cubujue Q. admet iin point ralionnel. Si alors a esl rargumeul tie co poiul 
ralionnel, et si la ciibique G n’est pas alL6r(5e par une Irnnsfo nun lion pureraonL 
raLlonnelle lelle cjne les arguments des points correspond ants dilVerenL de 3 A', 
le point d’argiiment -j + 3/f est aussi ralionnel, 

Je dls cjue C admet un triplet dont la somcuc des arguments est — d/r, do 
lelle faeoii rpi’clle soil eqiilvalenle a une cubiquo Gi, la dlllerence des argmnents 
des points correspondants dtant k, En efl'el, juir le poiul a je friis juisser une 
drolle rationnelle quelconque; cllo coupe G cn deux polnls <! 'arguments p et y 
formant un couple ralionnel et tels cpie 

:/ -t- f = u. 

Par les deux polnls p ply, par le point ralionnel a + 34' et par deux points 
ralionnels qiielconquos du plan je fa is passer une eonitjue qui est rationnelb*; 
elle coupe C on trois autres points qui forment un triplet I’ationncl el dont la 
somme des arguments est 

Si maintenant la cubique G a un point ralionnel, tons ses points ralionnels 
sonl compris dans la formule 

St -f- H-/>i («i — «)h- — a)-!- , . , -I- /^/(«y — « ), 

la cubique (^lant suppos6e de rang q 
Je suppose de plus qu’aucune des quautitds 

3/ia — «)H-y)n(ct2 — «)h~, . .-h py/ot/j — st) 

ne soil une partie aliquote d’une pciriodc, niais (jue 

a/,+t— a, a/,+2 — t/, a ,, — a 

soient des parlies aliqiiotes dbine pdriodo, de Icllo fa con quo pour a- < q 

— O') 

soil uno pdriode {nis dtant un entier). 

Quel est le uombre des sous-classcs de la classe dont fait parlie G ? 

Quelle est la condition pour qu’il exisle une cubique G* dquivalente a G, do 
telle manierc que la diffdronce dos arguments soil 4? 

La condition ndeessaire et siifrisaiite est qn’il exislo une transformaliou do G 
en elle-meme, la dilTerenco des arguments 6mn 34; c’ost-a-dire que 


(3) 
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oulro, doiix vrIguvs k' cL /i" do k conduiscnt u deux cubiques C/,- el G^" 
appnrlcnEuit u la mcSmo sous-clnsso si (^) 

( 4 ) k' ~ k" = ^nv ~\- p^{ai — a)-\~ — 0)-^. ^ 

L’('*qualiou (d) nous donnc los valours d(! k ; on voil qu’a chaque valeur du 
secfuid in(3inl)re correspondent non 1’ valours dlslincles de A*, dlfTdranl enlroelles 
(I’un llers de periodu. Mais il ijiiporle de remarquer quo cos neuf valours no 
nous conduiseni pas a des cuhlqucs appnrLonnnt a des sous-classes difTer cutes, 
hln oflet, rargumoiiL d’un point de C/, cst ddfini par cello condiliou que la 
soiunio des argunienls do Irois points cii ligne droile est dgalo a zero (on pluldL 
u line p6riodo). Mals cetLo condiliou ne definit dvidominont I’argumont qu^\ un 
lier.s do pdriode prci.s. 

A chnquo syslomc do valours des culiors 

’h yu, /J2, Pq 

correspond done line cubique C/,. Mais si deux parcsils system os d ’on tiers ne 
dilTeront (jue par des multiples do 3, les cubiques coi’respondantes sont de la 
indino sous-classe. Si lo second mombre do (3)ou do (4 ) ue pout jamais deveuir 
dgal A line parlie aliquote d’une pdriode, lo uonibro des sous-classes estalors 
3'/ ' ^ ail ])Ius, 

Mais si, par exomplo, est line pdriodo, ot que lo nombi-e entier 7n,y 

n’e.st pas dlvisildo par 3, on peuL prendre deux syslemos d’lmliers 

n\ p'l, p'2, p',„ 

n* u" ?i" II" 

do lello sorle que cliaque noinbrc du proiiiior systdme soit dgal au nornbre 
corrcspondanl du second systeine, a I’exceplioii des nombres et p". 

Si alors k'' el A’’' sent los valours do A corrcspondanles, on a 

a,, 

On pout alors prontlre 

(0 

q — a ^ — , 

’ m,, 

ot poser 

Pq—P'q,— 


(') fS’osl (I’aillciu's lo soul oas 011 I’on iniisso passer de C/O h Cl" par mi e Iransfonnalion lindaire 
lie talle fa^on qua la diffdranoe des argiuncnls das points correspondants soit une constante ; 
iiiais il pent arriver aussi quo I’oii piiisso jiaascr d’unc cnbiqiie I’autre par des transformations 
lininlres d’une autre nature quo nous appellerona impropvos, Nous y reviendroas plus loin. 
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(|ut, etv itant des en tiers), cl'ou 

A"= a) -H i de ])ei’iode. 

ni.j i '6 

Les deux cublcjues el soront encore dc la mdme sous-classe. 

Done, pour quo deux cubiques so lent do In meme sous-classe, il suffit quo 
les deux systemes d’onliors correspondants no dififerent quo par des multiples 
de 3, a I’exception de oeux des notnbres de cos deux sysLemes qui correspondent 
a des dilTdrcuces as — a, qui sonL des fractions dbine pdrlode, I’outier nis 
iddtant pas divisible par 3, 

Si done ily a q' nombres nis Jion di^^isiblea par 3, (a classc se compose de 
sous-classes an qdus (‘). 

Goiisid^rons, par exemple, la cubique 

+ 3.!_ 0. 

En vortu du thcoreme dc Fermat, ellon’aque trois points ratioiinols rpiisont 
les trois points d’inflexion on ligne droile, 

,c^y~hz =0, aif? o, 

(i) 

L> (i) 

3 = .u -h^r — (I, arg — . 


II y a done, an plus, trois sous-classes distinctes qui correspondent aux 
valeurs de /r, 

„ A = - A ss . 

’ 'o’ ' 0 * 

Si nous faisons la transformation 

g 0 _ C 

x-~ zx -t- -s *— xy y{y 5 )’ 

dont les points-bases sont les trois points d’inflexion non en ligne droite 


,X' = J* -f. 3 =S 0, y-~X’‘'~~ZX~'rZ-~0\ 


(') On pent monlrar quo q' no peuL (Hro ogal o,t ou puisqu’une foncLinn clliiiLu|uc n'u 
quo deux pdriodes inddpendnnles, En adnptant Ic langagc dc la thdorie des groupes, q' esl le 
nombre de gdndra tours (ou le rang) du groupe addilif formd par los produils par 3 des points 
mlionnols exceptioanols de la cubique (note (*) de la page 4q5). (F. C.) 
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et dont li\ transformation inverse esl 

iV J ^ ^ 

n(2C— -+-U = r,2— 4- C- ~ 

la cubique sc Iransformc en 

fi'4- — u O'-t- ^^0+ ?-(fi + 0 = 0, 

(jui appartient t\ la seconde sous-classe; olle admet trois points ralionnels 

a = C=o, !; = ?— a = o, ^ = ri-t-^ = o 

correspondant a cenx de la cubiquc propos^e. II esl ais6 de v(5rifier que chacun 
d’eux se Irouve sur la langcnte mendo i la courbe en I’un des deux autres; ils 
ont respoctivenient pour arguments 

oj /j 0) 7 w 

o’ T’ y 

Si I'ou vent mainteiiant construire unc cubique 6qulvalente a da cubique 
propos(ie et de telle facon qu’au point d’argument w correspondele point d’argu- 

menl u -I- —j il suffil d’intorvertir dans les transformations le r6le des lettres 
D 

y ol z. II est clair qu’on retombo do la sorte sur la ra6me transformic. 

Nous n'avons done en tout que deux sous-classcs, et le nombre des sous- 
classes n’alteint pas le maximum pr6vu par I’analyso pricodente, qui serait 3. 
Gela tient a ce que G est transformable en ellc-m^me par une de ces trajisfor- 
mations lineciires impropres dont j’ai dit un mot plus haul et sur lesquelles je 
vais revenir. 

Supposons qu’une cubique G soit transformable en une autre cubique par 
line transformation birationnelle dont on ne suppose pas les coefficients 
ralionnels. 

Soil u I’argument d’un point M de G, et u’ celui du point correspondant M' 
de G'. On peut toujours supposer que ces arguments ont dtd d^finis de telle 
sorto que les p^riodes soicntles mSmes pour les deux cubiques. 

Gela pos6> il esl clair que u et u' doivont dire lies par une relation lin^aire 

sit + A, 

et quo cello relation doit 6tre telle que u* augmente d’une p6riode quand u 
augmonto d’uno p6riode et rdciproquement. 
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Cola peuL ai’i’ivoi’ do Irois inanicrevS : 

i” los p{5riodos (Uant d’nilloui’s quolcouques. Jc dlriii alors ([uo la 

transfnnnalion esl propre", 

a*' .y — — I, les periodos (ilant d'aillonrs ((uclconqiujs. Jo dirai alors (juo o’osi 
une Lransformation impropre ganerale, 

3" .9 cL les poriodes onl des valours con vena bios. Jo dirai alors (jiio c’csL uiio 
transformation impropre speciale. 


II y on a do Irois sorles : 

1 ° ^ “zb i, lo rapporl des poriodes = i (Iransf. qualornairos) ; 
y" s — e % le rapporL des poriodes ~s (Lraiisf. Lornairos); 

3“ ^ — e % le rapporl des poriodes == s (iransf. sdnaires). 


Pour quo la transformation soil liiu'jaivo, il faiit ot il suflil quo Lrois jioinis 
on ligne droile avant la transformation rcslcnt en ligne droito a pros la Iransfor- 
malion; c’cst-a-dire que 

Hi U« -h H,| = (), 

ontraine 


h'i -h (dj-h ft\ = f), 

u\ = SUi~h /l, H'o = .9Ho-h /i, Jd, = /i] 


il faut et il suffit quo k soit im tiers do pdriodo. 


Les plus inldressantes do ces transformations soul colies qui Lransforniont (', 
en olIe-m6me. Qnelles soul les conditions pour fpie ces transformations soionl 
purement rallonnelles, c’osl-a-diro aient lours coeflicients rationnels? 

Jo ne rcviondrai pas snr los trails form a lions prop res. ComnioiKum.s par los 
transformations impropros giiiui rales. La condition nccessairo el suffisanto pour 
que la transformation (Wj — li + Zr) soil ralionnello, c^est-a-diro pour quo le.s 
coordonndes du point — -f- /r soient des fonclions ralionnollos do cellos du 
point M, c’est 6videmment quo le point d’argunicrit • — /c soit rationnol, puisqiKj 
les trois points «, — li + k et — A* sont en ligne droile. 

Soit maintenant .y = i et supposons d’abord la transformation liniSairoj nous 
pourrons supposor k ~ o. Quelle ost la condition pour quo la transformation 
(w, ill) soil rationnelle? 
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Los points doubles de ccLle transformation sont donin^s par Pequation 

u = /« /nto /io)', 

wetw' dtant les p6riodes; inais le rapport de ces pdriodes itaiit dgal a on 
peul dcrire 

u = in w(7n -H nt) {m el n enlicrs), 
qui admeL deux solutions dislinctes 

0 ) , .. 

a = o, u— -(14-/). 

Cos deux points doivent done former un couple rationnel si la transformation 
esL rationnelle. Mais Ic premier dlant un point d'infiexion, tandis qu’il n’en est 
pas de mdrne de I’autre, les deux points doivent i^tre I’un et Pautre rationnels. 
Si d’allleiirs le second de cos points est rationnel, le premier Pest nicessai- 
rement, puisque la tangento au second va passer par le premier. 

Soicnl alors A le point m = o, B le point ^(i + i), C ot D les points ^ et 

(de telle fanon que les trois points B, G, D soient en ligne Uroito). Soit M un 
point quelconque u et ]\P son transformd iu, Le rapport anliarmoniquo des 
quatre droites BA, BC, BM, BM', qui est constant, devrall dire rationnel si la 
transformation dtait rationnelle. Or il est dgal a f; done la transformation ne 
pout dtre rationnelle. 

II n’y a done pas do transformation qnalornaire rationnelle et lindaire d'une 
cubique on ellc-iudme. Passons anx transformations Icrnaires. 

Soit (li, su) unc transformation ternaire lindaire; les pdriodes dtant w el^w, 
les points doubles de la transformation seront donnds parPdquation 

ii = su -h 03(7/1 ns)y 

qui admoL trois solutions distincles 

03 , 0 ) . . 

/i = 0, 7i = j(24-.9), K=-(n-25). 

Ces ti'ois points doubles sont on ligne droite ot sont des points d’iuflexion. Ils 
doivent former un groupe rationnel si la transformation est rationnelle, de 
sorte quo la droilo qui les joint est rationnelle. Soil D celle droite. 

Soient M un point u quelconque, 1\L ot M,"ses deux transformds successifssw 
et s‘^u. Cos trois points sont cn Hgno droite, ot toiites les droites MM'M" vont 
concourir en un mdme point A (p6le de la droite D par rapport A la cubique) 
qui doit dire rationnel si la transformation est rationnelle. 
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Celu post's, Ic I’Rpporl auhnrinouiquc chi poi.nl A, dos poinLs M, M' el do 
I’lnlersoction dc MM' nvec D, rapport qni osL const anl, doyrniL (Hro raLionnol si 
la Iransforinaliou cilail rationnoIlG. Or il (3 si (^>gal {\ s. 

II nc pent done y avoir do Irans Forma lions lornairos linciaircs ol raiiomiellos 
d’uno cubique on ello-iiuiino (ni par consoquoul do Iransforinalions sc^naircs). 

En rc^s 111116, une cubique ne pent admetlrc luui (van\formaUon en ellr- 
inenie qui soil, a lafois, itnpropre spdeiale, UiKutira c( ratiormclle. 

A vrai dire, ia d6inoiislrallon qui precede est oiicorci mcomplole, jmi.stpi’ollo 
ne s^appliqnc qu’au cas do !< -- a ot quo, pour qiibine Iransforinaliou soil 
lineaire, il siiffit quo k soil uii tiers do p6riodc. Mais nous allous cUondro lo 
risultai an cas do k quelconque, e’est-a-dire non soulonioiu aux Lrausforinallons 
lin6aircs on A* ost un tiers dc p6riode sans cHre nul, niais encore aiix transfor- 
mations biralionnollos quclconqucs. 

Soit(ri, iu-\~k) uno transformation cpiiMornaire do C en olln-nicimo. IjOS 
points doubles soul 

A , A -i- tij 

ct forment iin couple rationnol, d’ou il r6snUo quo lo point 



qui est on ligno droito avoc los deux jiromicrs, osl lui-menie rationnol. J’nppollo 
cos trois points A, A' ot B. 

La transformation proposoe doublce ostia transformation inipropre gdndrale 
(m, —u -H k 4 - A-f), ot, si olio ost ralioniiollo, lo point 

quo j’appello C, ost lui-m6me rationnol. 

Soiont M nil point quelconque u cL M' son trausformd ia + A. La droito MB 
coupe la cubique on un iroisiomo point Mi, et la droito M'B coupe la cubique 
on un troisifime point M'j qui osl lo transform6 do Mi. 

Les droiles MB ot M'B formcnl done un faisceau lioniograpliiquo dont lo.s 
droites doubles sont la droito AA'B, qui ost ralionnclle, ot la droito BD, qui 
joint le point B aux deux poinLs 
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qiu son I trims form O'! I’lm de PaiiLre et form on I iin couple ralionnel. Cello 
(IroiLc devrail dgalomenl etro rationnelle. 

Lo rapport aiiharmonique constant <les qnatre droiles BA, BD, BM, BM' 
dovrait dire ralionnel si la transformation dtait rationnelle. Or, il est dgal a f; 
(lone notro transformation no saurait dtre rationnelle. 

Goiisideroiis inaintenant une transformation Icrnaire (u, su-{-k)\ Ics trois 
points doubles do colto transformation ont pour arguments 


f \ 


(2^ *4- l). 


Ba somoie de lours arguments est, il une periode pres, /i'(2 + i), el ils form cut 
un triplet ralionnel. Soient A, A', A" ces trois points. 

Par ce triplet ralionnel, on pout fairo passer une coniqiie rationnelle que 
j’nppcllo K et qui coupe la cubique suivanl un autre triplet ralionnel quo 
j’appelle T; la somme dos arguments de ce triplet est — A-(2 d-.y). 

Soient ousuite M le point w, ftP otlVF sos deux transformds successlfs donlles 
arguments sont 

SU 4- /i , A'- « H- A i I -t- s ), 

La .somme de ces trois arguments cLant /i (2 +5), les trois points i\l, M', M" et 
le triplet T son! sur une mdme coniqiie que j’appclle H. 

Soil D Pin Lorsec lion de II el de K. 

On voit Lout de suite que par un point de la cubique passe une seulo des 
coiiiqiics H, d’ou Foil conclul que ces coniques passentpar qualro points fixes; 
Iroi.s do ens ])oints forment le triplet T; le quatridme, que j’appellc E, esLcn 
dehors do la cubique. Elanl unique, il est ralionnel. 

Lo rapport nnharmoniqiic des qiialre points E, D, M, M' sur la coniquoHest 
constant. Si la transformation dlail rationnelle, il dovrait dire ralionnel. Or il 
osL dgal a 

11 ne pent done y avoir do transformations ralionnel les ternaires, ni par 
consequent sdnaires. 

En resum 6 , une iransformalion dhuie cubique eii elle-mdme ne pent pels 
etre it la fois impropre speciale et rationnelle. 


Si une Iransformalion Inralioimello T iransformo une cubique G eu une 
aiilre cubique G', nous nppellcrons u rargument elliptique d’un point M de G 
ot id Pargumont do son Iransformd M' sur C^ Nous pourrons loujours supposer 

(hi' du^ 


11. P. - V. 
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car si da cst. une diinU’enLielle al^dllcuiie de premiere cspcco pour G, e’en esl 
une aiissi pour C'. Douc u' et a ne dlirerenL fpio par une conslnnLe /r, 

u' ~ a -\~ h . 

Nous su[)[JOsurons Loujoiirs w^eiini de telle facun cpielii sominc dcs arguments 
de trois points en ligne drollo soit iiullo, ce fjui di^finit A a un tiers de pdriode 
pres. 

Supposons (juc d' ait ses coeriicionts r:\lionnels, et qu’unc secoudo transfor- 
mation Ti i\ coefficients rationiioLs change G en une aulre culiicpie G', , Soil IM', 
le Iransforind do M sur O', et u\ son argument elli|)tic]uo sur G', : 

[l\ U li\, 

Les deux ciibiques G' et G'l a])parLiemiciit a la nidnus classc; dans (jucLs cas 
appartionnent-elles a la memo sous-classe, e’est-a-dire dans quels cas [)eut“On 
passer de G', a G' par une transformation lludaire G a coeflicionts rationuols? 

Soil N le transforme de M', par Ij; N esL sur G', et solt v sou argument. .Jo no 
puis plus, ccLle fois, affirmor qne di’ ~ du[~ da, parco (jue los arguiuonls 
elliptiques des points do G' ont d6ju 6t6 drifmis et (jue j’ai, par consdqiuml , 
d6jt\ disposd des ar])itraires qiie comporle cetto ddfinitioii. 

La transformation 

’I’-* T, I. 

cst purement rallonnollc; cllc change C/ en elle-iudmc et ]\I' on N; d'<L})r(i,s ca 
que nous venous de no/r, idle no pent e(re itnpropre spi'u'iiile, I'llle est done 
propre on improj)re gendralc, e’esL-a-dire quo 

(' = n'-i- £ mi a = — //'-i- e, 

£ ctant une constanle. 

Quolles sont les valcurs qne pent jireudre e? 

Pour los transform a I ions jiropres, ccjs valours sont 

£ = :Jac< — — 0^) i- . , , .j- . c/). 

2 " Pour les transformations im pro pros gdndralos, ellcs sont 

£ = — (3n -[-1)^ — S')~H • ■ H- C')— A' 

(car lo point ^ — s doit 6tre rationuel sur C et, par consequent, le point — e — A 
sur G). 


Gonsid<lrons trois points sur G; soit iSw la sommo de lours argumcnlsj con.si- 
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f!6roiis lours transform 6s par T snr G' donl la sommo clos argiimeiils sora Sw', 
lours Iransformds par Tj sur G', clonl la somuie des urgumenls sera ^u\ \ el 
cnnn les Iransfo rinds do co dernier triplet par L; ces Irausformds fornieront uu 
triplet sur G', et la somiue des arguments sera ISe. 

La transformation L etant lindaire, si Fun do cos doujc dernicrs triplets esL en 
ligne droite, il duil cn etre do ui6me deFautrei c’est-a-dire cjuo les deux sommes 
Xw'i et tloivenl s’annuler on meme temps. 

Or oil a 

= XiF-h 3/ii — 34 


et 

, de plus. 




S (• = S u' -u 3 E 

si 

L est propre, ct 




itr =- ilfd-h 3 

si 

L csL iinpropre. 



On a done, dans Ic prennor oas, 


i:t- -i:iFi:=354-34|--34' 

et, ilans lu seccuid cus, 

i:e-i-i:«'i = -t-3£-[-3/L,- 34. 

Done on doit avoir, dans lo premier cas, 

(/i) 4i“ 4 = 3nc' -\- pi(yi — tf )-t- — 

ct, dans le second, 

(/i bis) 4t — ‘>4 — H-( 3 n -l- \)y -i-yut »i " » ) + psi «)-!-. . . + 

le tout (t nil tiers de periode pres. 

La preinloro do ces relations n’est autre que la relation (4) ddju discutdc, 
L’dqiuUion (3) nous apprend ijuo h et ki doivent iHro Lous deux clc la forme 

4 -= [\ii' « -l"y/i(ai — 7)H-7)2(aj— k)h-. . .4- p‘q{oi,~ k), 

4, = [\n"j )“5“7:>2(c'2 — k)-!-. , .•+•/)" (wy— «), 

chacuii des nornlires n\ fi", ]>\p" 6 taut lo tiers d’lm entler, Nous avous vu ddjii 
quo la relation (4) a lieu si les diil'drences 

n'—7i% p\~pi, p'q—pq 

sonL dos nombres ontiers, saiif pour les diirdrences — y;'' qui correspondent 
i im nombro onticr in, non divisible par 3, 

Dans (jiiel cas in a in 1, on an L la relation (4 bis) aura-t-ellc lieu? II faut que les 



~y>!\ 
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a" ^ i n’ ~ p’‘\~-'U^'u P''i — • •> Pu~--‘P'i 

soieul des nombrcs uiUiers. 

RcmaccjuQas que non*) pouvons toLijoui’S stipposor « oj il sunil, du proiitlt’(5 

nlors ail poinL « do C coiTCspond le point a + /c = o do C (^). ICn d’auU'Os 
iGrines, si uiie cubique a un point rationncl, il y n uno cubiqiio riijnivalonlo (]iii 
a un point d'inflexion rationncl. 

Supposons done a=o, ce qiii nous dispense dc consul^i’er Ins valours dos 
nombrns n' cl n", Le nomlirc /ja pout alors prendre deux valours disUiietes 
0 et~; les valours [ et o par eiemple no sont pas distincLOs, parco quo lour 

dilTdrence ost un enlier; les valeurs ^ et ne sont pas dlstliictes non plus, parce 
que la dilT^reuce 



esL un entier. 

1 1 Hmlte de lit que si a est mil a( sHl y a q’ ontievs noji divfsihbts 
par 3, la classe comprend av-v' sous-classos (^), 


(•) Uetle liypoUitJsc nurait pu lUro failc befliicoup plus tiU; ello a tiuWiUlia^c niAUioduiiiainciil 
par Ic^j nulcurs f(iu onL continue Ics rccliCiTlioa dc II, I’tiinoarr (Mordidl, Nagcll, etc.); Uh 

out atloptii comiiic forme riduilc d’ano eitliitpie, coiiLcnant un point ratioiuu'I, la cuIihiuo 
d'dqU'ltion 

px h <j 

(note dc lo page 5ur). Il fnnt alors adopter pour vnlciir du rang, q an lieu do [ note, de la 

page 4o3]. (F. C). 

(^) II y a lieu de reinarquer que, dans ecLtc e\pi'easion yr'i', q repreacMiLc le rang d(! In 
cuinquo, tandis que, dans I’cxpression prtSctSdeinmriU trouvije (p. rnfi), le i-ang {‘gt repre- 

301116 par q-i-i, 

Dans I’cxempic 6tudi6 ej-dossus (p. 5ifi) 

0, 

10 rang est i (le groupe dcs points r.slionncls cst eyclique, d'ordre 3) ot q' oat iiul (Ic triple de 
chaquQ point rationnel est |’616jiicnt mil). Si, dans la formulo (i), dc In page 4q;j, on ehoisit 

fij U 0 } 

Oj oil on '-.ri 

f iJ i> 

11 faut encore prendre 

u a (1) 

*i ” "y » u'l u; 

mais il faut prendre pour valciir du rang i (ct non a e-j q-hi), Lc nomhve ovact dc soiia classes 
cst 2 , (F. C.) 
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II nous reslc a examiner Ic cas oi'i la cul)ic|ue C n’adrnet pas do point 
ralionnel. 

La ciilnquo C n’a pas alors do Lrans forma Lion ralioniiGlle im pro pro en elle- 
indme, inais olle peuL adinollrc des transformalions ralionncllcs propres. 

(les Iransformalions (u, u -{- k) sout comprises dans nne formiile 

(5) h 

ou les {3 sent des oonslantos doiindes el los p des entiers arldlraircs. 

Si G esl (iquivalento a uno aiilre ciibiquc G', do telle manlero que lo point 
ail pour trnnsformd sur C' lo point u -f- e’est qu’il exisLo siir G uiie iufinilti 
de triplets rntionnels dont la somme des arguments esl — d/»', Soil T un de 
ces triplets. 

Goupons onsuito G par imo droito rationnollo quelconque; les trols points 
d’intersoGlion W), formont un triplet ratlonnel. 

Par T, par oL par un point ratiounci quelconque t\. du plan, je fais passer 
uno coniquo Kj ; soil de m6me la conique el K;i la coniquo Tzi^A. 

Auouno des coniques K|, TCa, IC;( no sera ralionnelle, inais leur ensemble esl 
ratiounol(lo produitdes premiers membres de lours Equations est un polynome 
a coefficients rationnels). 

K| coupe G en deux aulres points (q et p', , Kg ot K|, coiipont G en deux 
an Ires couples de points p.j ot p',, ot Ces six points p et p' forment un 
groupo ralionnel, et rensemble des trois droites Pip', , P 2 P 0 , PaP'a forme une 
cubiquo rationnclle, bien qu’acune do cos trois droites, prise sdpar6ment, no 
.soil ralionnelle. 

La d^'oite PipJ coupe G on un troisieme point iq — 3/d, La droito 
coupe G an point Ws— - 3/d; la droito Psp'i coupe C au point u,\ ~|- 3/d. Ces trois 
points forment un triplet ratlonnel. 

Si nous joignons les trois poinLs d’un triplet ralionnel nux trois points d’mi 
autre triple t rationnol, on oblicnl nouf droites qui coupont G en iieuf points 
formant un groupo raLionnol. Si nous opdrons ainsi sur los deux triplets 
rationnels 

( )) ( — 3 /d, «a — 3 /d, Un ~ 3 k ' ), 

six do ces nouf points so confondeul deux ii deux, do sorlc quo lo groupo de 
neuf points so dd compose en un triplet simple ralionnel el un triplet double 
rationnol (w,-h3/d, lAa-l-d/d, Wn-l-S/d). (Gar un polynome it coefficients 
rationnels du uouvi6mo degrti, qui a trois racincs doubles et trois racincs 
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'V .)6 

'jiinpl(is, est le prodiuL d’liii jxdynomo ti cool'/iidoiils I’lilioiuKils dii li’oisiunH' 
degre el dn carr6 d’liii autre [)oljiH)ine a cocf'licieiils I'aliouncl.s du I roihiciiK; 
degi’6.) 

Gela pose, ou pout, comtiie iiii |K\ragi’u[)lie V, coiisli’ulre utu! I ransCornial ioa 
Cremona raiioiimdle, don! les |)oinls-l)as((s soul 

coax de la Lransforinalion inverse elanl n\ — H//, //.j — 3 A', //,, - 3A', 
qui trails forme G en elle-mfiine. 

On doit done avoir, d’apres la forniulo (o), 

iA'= />i [ii -h. . \hj> 

Les nombres eiUiers /ij, |)eiivonl-ils prendre dc.s valours (juelconqiios ? 

Cela ii’est pas certain. Tout go quo je puis afllrinor, e’est (|u( 5 , si cos nonihros 
pen vent prendre les valenrs el les valeiir.s 11 s pea von I prendre dga loin out 
les valenrs P/, +7^1? puistpie I ’existence de doux triplets doiiL la soinino des 
arguments osl — 3A' el — 3A" enlraino cclle d’un antro Irljilet donl la somino 
des arguments est — 3A''— oA". 

On pent done donner aux nombres p loules les valours oonipaliblos avet‘ nii 
certain noinbro de relations linrtaires a coofficionis entlcjrs. 

II est clair qu’on pent reinplacer los [5 par des (loinljinaisons lindtiii’o.s 
a coolficieuls entiers, le ddterminani de cos conniolenls diant dgal a i. On pent 
alors choisir ces combtnaisous lindalres do telle I’aeon cpio (juolqnes-mis dos 
nombres p pulsscnL prendre dos valours quoleoiHjiios, laud is quo los aiitros 
doivenl 6tro mils. Si Pune <lcs quantitds (5,, osl f'galo a une jidriodii divisi'm 
par sans que I’entier in^ soil divisible par 3, on pout donner a nno 
valeur qnelcoiique, les a u Ires p 6lanL iinls, La condition iiocossairo ot suffi- 
sanle pour quo doux cubiques ('upiivalenles (correspoiulanl a doux .sysletnos p'/^ 
et /?4 dos entiers p) apparticnnenl a ime mdme sous-clas.se est, 

(uiocl;{), 

sanf pour les entiers p^ qui correspondent a des (ju anti ids (3, dgales iino 
pdriodo divisce par I’entier ni, n’oiaiil pas divisible par 3. 

Le nombve des soas-classas asl alors une piussance de 3. 

Si une cubiquo a dos points raliomiels compri.s dnn.s la forninlo 
( 6 ) 
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nous vGuons cic voir que, potirles Iriplots rntionnols, la sonime des argumcuLs 
esL donndo par la formule 

(7) i«« -h — c^O- 

J’ajouLO que pour les couples ratioiinols la somine des argnmenU est doniu^e 
par la formule 

(8) ?« -f- 3nc/ -H 

car la droile qui joint les deux points d’lin coiijilc ratioiinel doit coiiper la 
cubique en un troisieme point qui est ratioimcl, et, rdciproqucmonl, lonto 
droite ralionnollo passant par un point ralionriGl va passer par un couple 
ratioiinel, 

do dis plus g^ndraloment quo la sommo des arguments d’un groupe rationnel 
de IC points esl donnde par la formule (d)) (7) ou (8) suivant quo Iv csl congru 
a I, 0 ou 2 suivant lo modulo d. 

En efl'et, si par exemplo IC = dy-h2, on pent, d’lme infinite do maiiicres, 
Irouvery triplets rationnels salisfaisant a la formule (7) el un couple rationnel 
satisfaisanl a la formule (8); I’ensemble de cos points foriiio un groupe 
rationnel do K points satis fa is ant a la formnle (8). 

R6ciproquomcnt, si I'on a un groupe rationnel dc 

K = sy -I- s ( £ = I , ? ou o;), 

points, la soinme dos arguments est donnee par la formule 

En offel par cos K points on pent faire passer une courbe rationnelle 
d’ordrey-(-i I elle coupe on outre la cubique suivant i — s points, qui formenl 
un groupe rationnel dont la sommo des arguments est de la forme 

— vj. — 3 n a -h 

Or la somine des arguments dos 3 / + 1 = K-t-(i — z) points d’inlcrseclion 
dolt 6tro nulle (^). 


(■) L’inliriil tic la bUixli vision en sous-classcs ainai introduiLc par II. Poincai'fi est qit’il est 
tlidoriqucment possible dc roparlir tea cubiques cn sous-olasses : on pout reconnoitre si deux 
cubiques appariionncnt h unc mdme sous-classo, car it n’cxiste qu’iin nombre fini dc transfor- 
mations lindiiires qui permcticnt dc passer d’unc cubique i'auLre; il suffit do cherchersi I’unc 
d’ellcB a acs coefliclciUs rationnels. On aait dc plus former un aysldmc de courbea rddnitos qui 
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VII. — Extension du doinaine de rationality. 

On peul yvidommcnlr^ptUor les nidmcs raisoiin<3iii(!uls ('ii ron.sidoraiil conmuj 
rationnelles, non seulemonl Ics (juanULys ratlonnolles propniiuouL dilos, maj\ 
Loutes los quanLitys rationnelles d'lin corps alj^ndirlque dyterminy; on on d'anlros 
lermes on adjoignant au cloinnino <le ralioniiliiy los nom])r(!s algel)rlqn(‘s rjni 
formcnt la base de cc corps algybriqiic. 

Rien ne sera ciiangy a nos rcisulLaLs (^), sauf cg qiii suppose la viutliUi des 
nombres ratlonneis. Cost alnsi qu’on ne pourra plus uppliquer cu (jin' j’ai dil 
au paragraplie III sur les deux branches quo peuL avoir uno oubiquo, sur la 
distribution des points rationnels sur ces deux branches el les consyqueiices 
qui en rysultent pour la classification dos culiiques. 

D’nutre part, nous no pourrons pins loujours afliriuor rpi’iuie cubique no 
pent ndmcttre de transformation ratio nnellc impropre spdciale an ollo-inyme. 
Mnis CO ne sont !a que des points de dy tails, et les rysultats essenliels 
siibsistenl, 

L’importance de ces resnUals so trouve accrue. Par exeuiplo, nos tiiyoreines. 
sous leur forme primitive, n’nvaient pas d’nppHcnlion a la cubique 

pulsqu clle n a que Irois points rationnels (pie I’ou apiuN^'oit iiuuH'dialenieuL, 
Apres radjonction d’an certain corps algybritpie au (lomaino de rationality, 
il n'en sera plus de m6mc, ptiisquo cette cubique pourra avoir uno inllnity do 
points rationnels apparteiiaul a co corps. 

Rcmarquous que deux cuhiques, non dquivolenles avaiiL Padjonelion dhin 


pcrmelKiiiL il’eiigeiidior loiiU's lea smia-diissus do oidMiiitos; dost co (|ii(; ttinnlrc imidicjlcmntl 
ci-dessous U. I oiiu'nrii (§ VII[, Cnbiqucs darivdes^ uolii do la jiaao ,'5.S;i), 

Oh pent aiiasi rfip.irtir, do hi uuhiie fafoii, oti 3oii>,-clnBS('3 I oh {luarliiiiKiH do r, cl, iiliis 

g Hcralomenl lea coiirhoa dc genre t, de degrP tiunno lu Lo enlcul du imuiiirc do fimia claHses 
conteniics dans line classe donndo ae fail do la inPinc higon, saiif que le imnihro n\ iiiii luLorvioul 
est le iiombrc dc gPndraieurs du groupe addilif dea pruduits jmr 4, on, plus genPnilcinniL liar a. 
des points rationnels oxcepUonnels de la ciaasc conaiderPe (nolo dc la page rn(i). 

La difjleulti, noil encore sur montde, de la classincaliou des cul)i<|ues, et plus gdnPralemcnl . 
as courbes dc goiire i, vPsido ainsi tinns le gn-oupcincnt des sous elaaars (im des courboa dpfiales 
a line transformation lin6aire, Ji coefrtcieiUa rationnels, prPs) on classes. (K. (!, ) 

est Kiuji.ura dui, esi oucorc 

TlnaMZ T w’’ 'to algil,r!,,„os 

{ActaAIath,^ t. 52 , 1929, p. 28i-/|i5). (F. C.) ^ ’ 
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on plnsleurs noml>ro.s alj’oliriciuos, pourroul, dovcnir ('quivalcnies apros coLLc 

(uljoaclion ('). lin rovaiiclio, si ellos sonl (iquiva Ionics avant I’acljoncUoii, dies 
lo scronl a for/iori I’adjonclion. 

uulro pari, il pciil se fair(5 que deux enbiques ('(julvaleiiies ii’appariienncnl 
pas la im^nie sous-dasso uviuU I’udjonclioii el soieiil dc la nii'me soiis-classe 
apn's colic adjouclloii (-). 

Dans lens les cas, cos consicldi'allons pourroul .sorvir do l)asc a do nouvcaiix 
crildro.s ndalils A la clnssilicatloii des cuhitpics. 

Soil par oxomplo A' iiue couslanU! qiideon<|no ol considd'ons la Iransfoi*' 
inatlon («, u p/c) do la enhiquo on dhj-nidino. Colic Iransformalion no sera 
pas on {^din'n'nl raliounollo, mais ollis le dovicudra aprds adjonolion ernn corps 
alg('/bri([no ooiivonabloineul cholsi. Co corps ddpendra <lo la cubiqno clioisio cl 
do la (jnanliu’ A. Mais il sera lo indtno pour uuo nidino qiianlild A d pour Ionics 
los oiihi(pio.s d’uno mc'mc (dasso, 

(j’(i.sl done im nouvol ('•Idiiiont do la dassilicalion dos cuhupies. 


VIII. Gubiques deriv^os. 

Considdrons d'ahord nno cuhiqno qni a Irois poinLs (I’inllexion raliounds 
on lif^’iio droilo, 

.Son dqnalion p(!ul so mol Ire sous Ja funno 
(i) 


{') lisoinpla : les miltiiiiifs 

.r’ I 5 ’ - . 0 cL I 

tic BDiil ini') rijuivalciiLcs djiiri Ic corps 11 tica raiiuanols, mais Ic ilevienncnl dans I'cMcii- 
sioii ll(v/^). (A.N.). 

{’) On |)(‘ul Jiu'.tii(* afdnnct’ que : iSlinil dmtmScs dcuv citliiqncs d([nivalt'nles dans un corps K, 
il list iioshililo dc Imuvcr unc cxlcnsion al|,'<^lii'M{H(j K' dr K, dans h)(|upllc les tlcu\ culiiqucs 

suicnl dc nicinc smiH-classc. Ilsuflll tic fairc cn soric que I’unc tics Iratibliilitnia (^u, «-!- soil 
valion nolle tliina K'. Dans rcvcinplo dc In pafje iitC, il suffiL dc prcndic pour K' run tics 
corps U(v/^), H{y \/a), HO'VD. oil 11 dtjaigno Ic corps dcs ralionnels cl j unc rariiic cubique 
tio I'linilti. (A. N.) 

(’J 11. Poinuani 11 c considirc tJvidcmmcnt pns unc cmislaiile k qni'lt‘oiU|UC, mats scnleincnl 
anc iionslnnlc A', doni, les fonctiona cllipliqiies (qni r^alibCiU I'lmiformisAlion dc la courbe 
ralionncllc eonsiddrtJe) sont dcs noiiibrea nigdbriqiies. (F. C.) 

II. r. - V. ti7 
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A, X, Y eL Z (itiuU (lus |)ol_) iioiiios tin proinitir tlcf^a't; (Mi z (i tiot'HicitjnU 

unliori). Supposons (|ul! 1r (’iil)i(pu! ndirKjUo un pttini I'aLioiiin'l iiuti’n st's trois 
jjo'iDls tl’innovion, Gl soionl Ad, X,,, V,,, Zn rti-stilUils lU's .snb'sLihiliniis duns 
X, Y, Z, (Il'-s coortlonnncfa .r„, Cfo ilo cti puiiil Nniis pnii irons lonjonr.s 

siipposer quo cos cuoi'doiindos suiiL doM lunuhros oiilioi's, pi'tuaiors ciilrt' ('u\; 
de soi’Le tjiu) A,,, X„, V,,, Z,, soronl iiiissl dos (uiliors. 

Soit p iiu noiiihro (jut diviso ti lu fol.s Xr, ol il doit di\lst'r uiissi A,,. 
Goniuie los nombrus .r,,, j'o) ”i> promiei's onlro t!ux, lu noiiibrc p duil 
divisor lu dtilerininant A' dcs Irois fojiclloiis iliHUiirus A, X, \\ our il divisu 


i^vidoimnenl A''a’u, ol 

Done Xy ul Yy no puiivciU iivoir d’uiilrus fucLours uoniiimns (jiio oiMt\ (jui 
divisont A", Do intjino Yq oL Zu no pciivtuiL uvoir d’uiilrcs luolotirs oimiimuih 
quo cuux qiii diviseiiL A, dtUuriniuunL do A, Y, Z; liuidis (jtio X„ ol Z„ no 
puuvctit tivoir d’auLros fuoLours oomnmiis (jiio (uuix (jui di visual A', d('“loi*- 


m inn 11 1 du A, X , Z. 

Soil d lu plus ^raiid uoniimiii dlvisoiir tlu Xy, Y,, uelui du G ul G; uului 
do > T cului du el (3 uL y sonl priuiiiui's unlro uiix duux a il('u\. 


\(i esl divisible par jSyd, par o'yd, Z,, par <y(3u do surlo quo 


X|| = ff [iYO, Y(, — Z()-ua[jo, A jl — aAu (oili/ ' 

On voil quo les noiubres a, 6, c sunt jiroiniers duiix a d(iux; (/ pnaiiior tivou 
c(, b avec (3, c avec y. 

Soienl /jti lu plus m’tuid uomiuuii divisonr du a ol a(3y; uohii dt* b (*l c/f3y: 
p 3 celui de c el a|3y, Com me c soul prumit'rs unlro oux duiix i\ doiix, 

il on csl de mfime do pi, p.j, pn d’nnu jinrt; do ” » j - d’aulro part. 11 on 
rdsullu d'nbord quo o-Py ost divisible par p.ip,.jp.,|, de .sorlu (juo 


Le produil 




V|Ji(J2Ms/ 

/ «['iy y a h V 

\Pi'P2iJ.;i/ pi pu p'j 


h 0 

pi P2 PS 


osL done un cube parfail, ol, com mo lo.s facUmrs do cu produil .son I prumior.s 
deux h deux, chacim dos fnclenrs 


PiP2p.i* Pi’ P 2 ’ p3 


esl un cube parfail. 
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SllilMlt 

n, Q 

co.s ([iKiU’c culxjs; 11 vioat 

Xu = 5i{ |X| jj^O, 1 (I = ^(j /'O “ 

Ao = 3;J I [J a ;Ji t'>' ?(i Co } 

oil jX’iiL (iiicore ('scriro 

Xu— /t 1 5(1 > Xu ~ Ai f)(J, /^iCoj Ao=/iSu^oCu) 

los ooijfllcidnLs h cl /c .soul lies ('luioi's. 

Cles (‘ulier.s i!l O) sont cai' ct, (3, y cloivcul divisor re.speclivi'iiicnl A, 

A', A", qul soul (les enliiu’s doiiuus; o doil ilivisor cos Iroi.s deloniiinaiUs; 
1 ^ 1 } r« tloiveiiL (livdser c/^y. 

On lu! jxuil, done fairij an sujel do cos coo ffi cion Is qii’un noiiibro (ini 
d'liypollu^se.s. 

Posoiis aliirs 

Y==/iia'S 

el dliiuinons x, /, a eulre cos tpmlre (VmiUioii.s; nous olilonoiKs oiiLro o’S Cb 
iiQti rellUiou liudaii’e el lioiiinj^tbie i\ coonicionLs ciiUlers. C’osL lYijunUon 
d’uue cuhltjiie ralionuelbi C' siir liu|ii(ilifi doil .so Lroiivor le poinl /), Jo 
dirai ([ue (V osl mio ciil)i(|no dai'ivni do C. 

D’apir.s (H) fpil pri^codo, Ci 7i\t (/iiUin noiabvc Jini do drvis'^es^ pui.sqii’on no 
peal faii’O sur les oiiliers fi el k (pi’iiu nonibre fiui d’bjpc)lliesc,s. 

IjO point Yjn, !ii) «sL uu poinl raliounel do (V, 

Oil voil ainsi qidc'f (ihiiquv, poini i'tUionnel da C aorvespond lui point 
ratiotinal d'liiui da sas dai'ivaas. Si G (t una injinila da points rctiionnels^ 
iL en est da niO.ma d'una cm moins de sas diviodos. 

Voyous qiiello rolnliou il y a oiilrc lc.s detix cnbiqiio.s C el Gb 
A cliaquo poinl do G' eorrospoiid an soul poinl de C; chaquo poinl de G 

coiTOspoudont Irons valeurs dcs rapporls ol p»i’ coiisdqucnL irois points de 

C/. Cos iroIs poinls out pour coordonndos 

C) 'f\) Cl «5> Cl ‘='^5? “0> C) 

a dlaul uno raoino cubiquc do I'nnilA SoionLA'Ii> Mu, Mj ces Irois poinls; 
Ml, Ma, Ma lours argiimonls. 
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oBo 

Coii'>ul( 3 t’()iii> (*ii p(U'liculi(*r Ics Lrois iioinK (I’inlluxioii do (i (jiii '^oul iloiiiu^s 
par Ics (‘qiiaLions 

X =.: \ ~ o, Y — A - o, /. - A - ■ 0 

qul out pour lU'giiuieul'i o, cL qiu' j’lipptdlo ,1 1 , ,1 u, J i . 

A CCS Lrois [loinls corrcspondoiil siir Ics jiciil poiiils irinlicxiim sIiik^s sur 
Ics Lrois droUcs ; — o, -- o, C o «!- qui ‘>“1 argiimculs 

/in<)\ j //('I'l 


oi'i W| el w'l soiiL ics pliriodes rcliillvcs A (i', isL /n cl n dc.s cullers. 

La courbe G' n’csL pas allAi’Ac quand on chaiii^c £, o, C <!ii >-'0, (Ic iic 
suiirait Aire la iitie [raiisforinaliou iinproprc; car mui Iransroi’iiiaLiou iuipropri' 
a dos poiiils doubles sur la cnbiipie nllo-incuKi (*l Ics lrois poiuls doiihlcs du 
ccLlc Li'ansfoniiaLiou soul ; ~ ^ o, ^ --- ( — o, o - - C - - <» P'*''’ 

ciibique. G’esl done uno IransformaLion do la rurinc («, // | /i), cl couiinc, 
Ujircs Lrois LraiisrorinaLious, on revienL au point prim il if, il I'aiil (pu; /r soil, iiu 
tiers do pcriodc. 

Si iL est I’argamciiL il’iiii point do (V et c Largiiimnit du point correspoudant 
dll G, i’ est line fonction nnil'unnc do it, car, si u ddcrit nn petit con lour daus 
son plan, c reviont A sa valour priniive. I>(‘ niAmc, si c dccrit tin ju'lit conlonr 
dans son plan, Ics Lrois valours do ij, ^ ol, par conscqiionl, Ics Lrois valuurs 
<Ig ft no poiivont s’Achanf’er, puisquo Ics points doiililos ^ 0 o, 1 * ? o, 

^ :=:z o (pour losquoLs deux des Inns sjsleiiics dc valeiirs de 1 ;, vi, ^ sc 
00 n fond ra lent) u’apparlionnent pas A la cubiqnc CL Done u csl To no I ion 
iiiiilorme tie c, cl, coniine c osL (ini ipiaud u ost lini el rdci^irotpicmiuil , il doll 
y avoir entre it el c une relation linAaire, 

Quand a augmunto dc A on d’lino poriodo, c doit augmciiLor d'linc pAriodc cl 
1‘AciproqnciiionL, quand c augmonto d’uno jiAriodc, ft doit an gm enter dc A' on 
d'lino pAriode, 

SoienL les arguincnls dcs lrois points iPinllcxiun -o; 

(0, (0,-f-?U)', J , • . 1.- . 

y I — ^ — > ij cenx dos trois puiiiLs d inlloxion Vj . o ; 

2tri[ 2W|-t-w', 'AW|-|- ixo'i , . . . 

, (.p„x dos truis pom Is dm (lex ion ? .v. o. On voiL quo 
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oai' l(!s li'ois poiiils t 0 hO irnu.s foment Ics iins dans lo.s aiitres par la Iraiisfor- 
luation {liy u |-/i). Soil 

I’ UH ! h. 


D’npiaVs (H! ([lie nous venons do voir ao)| cl <loivciit f'lre des combinai^ons 
linibiii'cs }\ (!oef(ici(‘nls entiors do w cl &/, el rcciproqncmcnl, do sorle qne 


tt (■>! 


miii I- no} I 

W|0)-| /li<i) 


WA, //, ///,, Hi j')laut dos naliors tels (jue mf)\ — 7ijn\ ~ i . 

Nous poiivoiis Lonjonrs .SMp[)Osoi’ a - i, car Ics pdriodcs do C (ou de C') no 
.ifiiil ddliuies <|u’u un factciu* coiislaiit ])i*es. 

Pour u o, nous devoiis avoir 

('“-so, ii line |H‘rioil(! pres. 

it (III 0 »|-l m'i ( 0 | I 1 „ • 

Pour If . - noii.s dovons avoir 

(’ -p u ime pihiodc pr6s. 


P 0 1 uw/ ™ , 11 0 11 .s d 0 vons a VO i r 
i> fi line pt'nndfi pros, 


INous oil 00 jiol lions iPaboi'd (jue h doil filro dgal a une piW’iodo que nous 
pouvous hupposor nullc sans roslrelndrc la g(bKH'nlIl6, onsnile que osl t^gal 
A ".p A uno pAriodo de prAs, ou oe qui rovienl an mAine, que | esl le tiers 
d’uue piiriode do (V quo nous pouvon.s appolcr o)i, de sorle que 6) — Wi. 

Mnlln, /(■ doil iHro une pAriodo do C formant un syslAmo prim i it f 

liven f.j. Fiualeuieni 

|i 1 Kf to I'll, I'l =- • 

Ae.v l\mcMon!i olUptu(ncit rviiilii'os h (.)' se ddihiisent done de celle.s fjui sojil 
rrlafmwi <> (1 par unr irtuisformiuioti du Irotsi'eme ordre (*). 


(M Pu .•mmi.irniil rri restilUils d <! 0 h\ iU* I« pngo 53 ? a^ct; cenx tin pnrngrnplie on peul 
uiir que l.!H eiibiipies tUvWfm il’iinu rulmim! doimfic porinotleiil 
elnsfiel de eiildqiiel. «j-iuit in.'iiio invarianl quo la eubiqiio donnee (c csW-du-c qui pcinon 
MHiformlBiScs pur Ins foiicliniiH ellipUqnos do mimcB p 6 nodes). (P. C.) 
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Tons cos I’c^MiUiiK no s’a|)p!i([iioiiL (pi’an OB') on Lrois poinl.s (I’inlloxidii do C 
sonL I’alionnols. Cliorclions a lus ^etioriilisoi’. 

Nuns n’avuns pour cola qn'a adjoiiulrc an domaino do ralionallld los coor- 
dunnoes do Lrois points d’iufloxion cn lignc dt'oilc. L\V|nation do la cnhicjno 
prend la forme 

(I bis) XYZ = A«, 

oi\ X, Y, Z, A sonL dos polynomes dti premier dogril doni, los coof(ioloiils soul 
dos onlicrs dn coi’ps algidn’iquo conslilnd par c(!U(5 adjonclion. 

Cons id crons im point ralionnel do la cnl)iqno (soil I'altountd pro prom on I dil, 
soil devenu ralionnel parl’adjonctiun); nuns jmnrrons supposor quo sos coor“ 
donnties a?,,, So sont dos euliors du corps nlgdbriqno. 

Mfds ici unc proniiciaj difficultd so prdsonlo : avoiis-nous lo droil do sn})pos(ir 
que CCS onlicrs alg(d)riqnes son I proiniors on Ire oui ? 11 va sans diro (pie tons 
CCS mols (Mentiars ulgebriqiuis pveniidrs tinlre o.ux^ do etc., 

doivont s’cntcudrc dans lu sons do la tlnbudo dos iddaux. 

Si.'»u,yo> ^0 onLpoiir divisonr coinmnn nn nomln'o algi^briqiio oxislnnl (<), 
c osl-a-dire un idi^nl principal, on pent Ics divisor par faclonr eoinnum sans 
nlti^rer lours rapports muLiicIs. Mais si xJo out jmnr divisour romniun un 

idtial non principal, on no pout pas fairo la division, parco quo los ([uolicnls no 
soul plus des nombres alg(^bri([ucs. 

Soient alors .F lo plus grand commun divisour do ^oi J'o, -u ct J' nn ideal do 
la m^ino classe. II existe tonjonrs deux onlicrs algdbrltpics ex is Ian Is 15 el b'J 
ids quo 

EJ « v/y. 

Alors a?,|E, g,|E onl pour plus grand commun, divisonr 15.1 r ]'yj' ei 

ii'o 1’** -Sp 

TT ’ 1<7 ^ 17 

sonL lrois onlicrs algibrlqucs cxi.slanls dont lo plus grand commun divisonr 
ost J'. 

On pciu done Loiijours roinplacor los lrois onlicrs nlgi^briqiios donL le pins 

(') ri, Potiicfir6 scmMc acloplur ici Ic poiiu do vuc do Kummer, do im'ifdi'carc h cclui dc 
Deackind, eii consiil(5iMUL un uliJal oomniG un nonibre non exhlaiU* 

Loi'sqiie /(,, 3^ sont choisi^ dc fajon ii avoir pour p, g, c. d. m dos idi^nnx types, iln ac 
soul encore ddfaiis ([uan prodail pros par unc anit6((ni un divisour do ruait6) du corps. (A. C. } 
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[>nuul GniiHimu divimiiir osl J por irois anlros donl Ic plus {^rnnd conimun 
(livisiiiir ('sl (in idi^al J' ulioisi iirhitraircmouL dans cliaquo classc. 

(ii)iniin' il n y ii (pi’mi noinln-e finl d(! classes d’idtiauv, on pout clioisir uu 
noinhfn llni d’idi’aiix .F (pio j’appellorai i(Uanx types, do facon qu’il y en ail 
nn, 0,1 iin stml, dans clnujiie (dasso. 

On ne peni pas Iniijonrs supposer qiiu J'im 5o '’OnL premiers onlre eux, 
niais 011 poni, snjiposin’ (jiie lour plus grand comniun divlseur esl iin id6al type. 

.1 ajnniu (pie si .rn, p'd, :;d sunl. des entiers ratiorineh ordindives, on pout 
snpjinsur (|ti'ils snnl proiiiiei's enlro eiix, t;ar Ic plus grand cotmnun dlvisour do 
tluiiN nn pliisienrs entiers rallonnels ordinaires osl un eiilier ralionnol ordinaire. 

Siiienl All, \(,, Y,|, /j,i Ic iM^sullal do la suhsiiuilinn do a',i, j',,, 5 ,, dans 
A,X,\\'/. 

Si j’appello encore A, A', A" le.s Irois (hUerminanls dcs (pialrc fonclion.s 
hn(''aini.s A, \, Y, /v, lo plus grand couumin divisciir de X„ oL A'',, divi.se A'M, 
.) dtanl le plus grand eomimin diviseur do a?,,, y,,, Z(,', d’on il snll encore que 
nous ne ponvons faire, uu sujel de ce plus grand coeimun divlseur, qn’un 
nniiilu'e Itni d’liypoLlieses ; il en esl de nudno pour le plus grand comimin 
divis(sur d(* X,, el, '/,) on de Y„ el Z,i, 

Nines ne ponvons done i'aire qti ’un noinbro Hni d'hypolhcscs sur les plu.s 

Y Z X 

grands eommuns diviseurs do X|,, Vo, Zf, (quo ]’ap])elle 5), do — V 

el do (‘I. 'jj" (tpie j’appelle y, (3, y), Ces diviseurs c/, [3, y, o sonl des 

idi'uiux dn corps algi^.bimfue oonsiderd. 

( )n a encore 

\ii = « [jyo, Yn = /;«vo, /,o= rapS, 

Uy I), r. ('Haul des idiWuix du corps. liOs idc^anx a, h, c soul preniler.s onlre cux 
dnnx ('( deux: d premier nveo a, h avee [3, c avec y, ei 

Ag = i/Ac(«Py)*S^ 

11 soil d(} coLLc dgiiliu^ quo, si I’on di^finil pi, p.y, comme plus haul, les 
expressions 

qjjy if ^ 

Pigspa’ |M Pa Pa 

soal, des onhc.s parliuls; mais seulomont d’idiJQux du corps. 
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So ion I alor:> Xj, Xg, X,( Ics idciuix lypos npparLonaiil luix nu'niGi. clahsos quo 

\/,l- 

conirno le noinbi'o dos classes esL liiii, on ne pent fa ire, an sujet des l(l(Win\ X, 


qu’iin nonibi’o fini d'liypollieses. 
Mous poiivons alors poser 


i' 




|il 




ei-lo? ‘On: Kn seroiiL des nonibrcs rcUionneh (cpii ue soul peiiL-(Hro pas enliers) 
du corps algcbriqtie consider^!. 

II vieul aloi’s 


oil 


XD=/il?U, Vo=/l2ai!, /-0=/l3^0> Ao— 

/i, =: X? |Ji Py 3, /l3- ^3= Xi{p|»P8, 

k~ S|A| ~1 


ol'i los h el k sont des on tiers dn corps sur losquols on no pent fa ire qn’iin 
uoinbre fini d’bjpotlicsos, pnisqa’on n’en peuL falre qn’un nomliro lini sur les 
iddaiix, 0, «, (3, Y, p, X ('). 

Si le point /o> esL snr la cnbiqiio C, le point ^n, -/Joj Co 
cubique G' qiie j'nppollcrai encore cUrivec de C. 


{‘) Le rnisoiiiicmcnt de Poiiienrd esl iiicoraplol, env Ics idiSnii\ 8, a, p, y. jj, X no (letcnniiinil 
lea nombres A,, Aj, A, qn’au pro da it pri^s par uiio iiiiiU dii corps alqi'lnuino (voir nolo do 
la page TiSi) sur laqncllo on pciu fiiire im nonibrc inftni d’liypollif'soa. iMiiis il csl poasililc <Io 
compIdLer ee ratsonnement, on ulilisant le lh6or&inc dc DiricliloL sur les mill As d’un corps 
algAbriquc. Lc iiombre A,, par cxomple, est Agal an produit sm^ d’un nornbro /n, sur l{i([uol on 
no pent fa ire qu’un nonibrc fini d’liypoLlnlses par uno iinilA e du corps. Lc I li A or Ante dr 

niriclilet monire d’abord que s esl dc la forme g'pe''!> . . , a"*', oii n„ soiiL des cnliois 

n.itnrels cl ou 6„ e„ e, w)iU uii sysLime d’uniLAs fondnmcnUlcs dn corps qn'on pent ddlcr- 
imncr de facoii unique. Mais on pcuL raulLiplier A, par le cube d’liii nonibrc ilu corjis, li condi- 
tion de nnilUplicr par rinversc de cc nombre, sans modifier Ics rclnlloiis ci-dcssns. On penl, 
cn pavticnlicr, remplaccr /i,, par Icurs rcslos suivant le module 3; on rcinplarc ainsi 

Tunite arbilrnirc e tlu corps pur line uniLi'i sur laquellc ou no pent fairo qu’iin nonibrc fini 
d’hypolhAses (r^). AlAme raison iiemcnt pour A, ct A^; quant li A, on nc pent fairo qti’un 
nornbre fini d’hypotb6ses sur cc noinbie lorsquc A,, Aj, Aj soul ddjii clioisis, puisquo 

A, A, A, — XL 

G’chL exaclemenl cc infime raisonnemcnl arlthmAliquc, coinplAlX commo il vinnl iriHio dk, 
qiii a 6l6 utilisd par iMordoll et Weil, an snjet deroiirbes analogues, mais lAgflromoiit dinVrciiLcs 
des courbes « ddrivdca » dc Po in card [no//' la note do la page 5/{C ct le memoire do A, ^Veil : 
Sur un tMorhme do MordcU (Dull, des Sciences J/rt^A., t. 54, ip3o, p. iSa-igi),] (K. C.) 
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'i'j; 

l,)‘s MihslsloiU ('svideuniu'nl : 

tJui' t'uhitf!((‘ ( 1 n'd (/ii'tt/i fw/nhrr /in/ dd dor/veo.Sy pnisqu’on np poiil fairo 
({ii’iiit luniihri' (iiil d’liy|j(iLli(''s(‘s siir los oonfOcitsnU k lilA. 

I toil! jui/n! nifittnncl </<•{] rorrcxpnnd sur Vunn da ses dcridcex wi point 
nttionna/ , da snvla. ({na si n una injinita da j)oiiHs ratio/inels, il doit an 
i/a nuhna pour nna (in mo/ ns da sas d('r/ar(’s. 

Las fonat/ons all/ptiijuas raldl/aas ii la di‘r/\'(:e sa dcda/sanl da calles de la 
a.nh/ijtta (1 par ana (ransforniat/on da troisi()ma ordra. 

On pout (pu’l(jiiofi)i.s tiror do !j\ dos n'j.siillnts dans r(hn)uco dcscpiols n’inLcr- 
vioiitu'iil (jiK! dos {'iilloi’s ordiuniros. (<’(!sL oo (pii nrrive, par exempli*, s/ V iin 
das tro/s po/nls (V/nJlaiv/on asl ral/onnal ord/naira. 

Si lo poitil X A o, quo j’appclle M, osl ralioniiol ordinaire, par cc 
poiiil I\I piisxciil (jualro di’oilos (pii conliouiienL chaciuio deux auLros points 
d’iulloxiou. Soioiil 

A I " o, A 2 o, A-i 0, A, -- o 

t‘(*s ([uiilro droitos. Si nous ad joii^Mions an doinaino do ralionalil6 los coefficionls 
do rVt, iiiMi*. d(''rmis.s(m.s im (iorlulu corps al{i:iM)riquo Ki. 

Soimil, mainlonanl, Y, o, '/| -olos d'oix Inngtmles dSudoxion aux points 
do roiicoiili’O do ia culiiqiio avoc A, r o. 

\djoi(;noii.s an doinaino do rallonalili'i los coordoimeos dcs deux points 
d'inlloxion coi'rospondanls j nous diHinissnns un nouveau corps algiibrlque K, 
(jui coulionl K), ot nous poiivoiis supposor (juo I’l^iuation do la cu])iqne csl 

XY,'/., A=,', 

Ins i-onClioionls do \ lUant dns onliors ordiuaires, ceux de Y, et do des 
nnlini’.s dii imrps cmix do Aj des eutiors dii corps Iv^. 

Si s,, osl un point rutionnol ordinaire do lacuhiquon el quo a7„,/o) 

;.oiil des rnliurs promiors onlre cnx; si X", V',', A,, A, sonl los risnllnls do la 
siilislilnlioa do «n a d’apnVs co qui preclude 

Ins qiianlili'-h <|ui (ignront dans los socimds moinhrcs dc cos ('squations sonl des 
qnaiilildM raliottuollos dii corps K',. Mais nous dovons observer quo, si I’on 
iVlningo los doi.x points d’inllnxlon Y.r-n, 7.,- o, Imile qnanlUd ralioniienc 

dn corns K', no transforiiao ou nno aiilro qtituilild ralionnollo dn m6me corps 
' 68 
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(jiie Pon appollc* ,sa conju^uce\ Ionic fonctloii s'^ iiKUriquc cl ralioiincllc do 
dcn\ qiinnlilds conjugudes osl nnc qnanlild ralionncllo (In coi'ps K|. 

Nous conclnons quo h\^ 4o dos qnnnliU's ralionnollcs dn cmqis 

landis qiie ho. cl A,), 'no cl Cti sonl conjiiginis. 

Gcln posL^ si I’oii permute los qnali’O droilos A), Aa, \ i, Ai, Ic corps K( so 
cliniige dans I’un des Irols corps conjugiuis K^t 1*^ i* 

SoieuL A, 3) A) t, /h t les quantllds qul so dddiiismil do A| qnnnd on roni- 
plnce le corps Kj par I’un des corps conjngin^s Ka, K.i, Kj. Go sonl des entiors 
algc^briques de ces Irois corps, do nn'me ([ue hi (dail nn on I lor alg(d)riqno dn 
corps Kj. 

Soient de mdmo a, sj los quanlllds ([iii so d(5dinsonl de i,,) par lo 
mclmG proc^dA Co sonl des quniilit(5s ralionnollos dos Irois corps K.j,lv.i, Kj, 
de infime quo h (ilait unoquanlili^ rnLioiincllo dn corps N,. 

Sur les entiers algtjbrlques A| ji A|,i, A) i on no ponl faircj (jn’nn n()ini)r<! 
(ini d’hjpoth^ses : 

Xo (itanL un enlior ordinaire, on a 


Xn—Zii^d, X„ — Ai.aSo.S) ~ i) 

los Irois dorniercs (igaliuSs se d(^duisanl de la prcMiiidro 
a I’nn des corps conjngin^s. Si Ton pose 

A I A], a Ai.a Ai,j = ,H} SoSo.sli'o.B^on 


Xo ■= Ai.v^d.i) 

cn passani dn corps K, 
U, 


II v1(!11L 


X,^= 110^' 


ou 


Xo== 


n 



fl csl nil eiitier ordinaire, puisquo A|, A| ai At. a soul conjugnds, IJ e.sl nun 
fonction rationnelle ordinaire. 

Com me on no peul faire snr Ten tier II qii’tm nombro (ini d’bypotiitHcs, on 
conclul quo Xo est (igal 6 un cube parfail nuilUplit^ par un on tier limiu^,. 

Cel (inonc(i suppose que los (jntiors .'Pin/m -o ^ont proiniors eulve (lux. Si Ton 
s’alFranchlt de colle restriction, il faudra dire quo Xo csl dgnl ii nn ctdio parfail 
mnllipli(5 par lo plus grand conimun divisGuv do a?n, ,ro el 3,, oL par nn enlior 
Hmil6. On apprticiora mioux la gAn^ralild de col (inoued si Ton so rappollo 
qu’une cubiqne qui a un point ralionnel csl lonjonrs (kfnivalonlo a nno cubiqno 
qui a un point d’indexion ralionnol, 
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Gfis HVsullals, nons pnuvons oncoro cliovoher a inotlro 
l’(^({nalion <lfl la ciibiquo sous la lonno 

( I tar) Ni X-j. . X/, = V", 

Xi, X.j, \y,, Y (Haul (los poIyaomoH onllcrs a cocflicionLs oiuiors. Jo 
m’lmposo (l’al)ni’d la ooiidlUou fpio (lonx (piolooiiquos dos couvlics 

\/=-- o, X/, - f) 

u’nituil, aucun point comniun siu' la cublqua. 

Soionl alors 

!(!.s ai’ginnonls d(5.s poinls (binlorseclinn do la (:iil)lt|ue avoo X;- o; 

Ins argumnnis dos poinls <l'inloi’soolion do la cul)ic|n(i avoc Y- n. 

On a, a d(is p(W’lo(l{Vs pads, 

0, i:i’ u. 

h’nn.soinido tins [toinls a doit riqu'oduiri* ii Cois I’ensonihlo dos poinls r. 
Olin<imi dos jJoliUs r dnil fij^nnsi' n fois dans ronsoinblo (los poinls u, cl, 
noinino l'(‘us(iinblo rlos poinls u, no dnil avoir aucun point commun avoc 
I’on.soinbln dos points «/., olnupio point a doit lii^uror n fois dans iin dos 
(ui.sninblos a(. 11 suit do b\ (pin los ]*oinls »,• doivoiil dtro confondus n h riy fit 
Ibn’dro do miilliplicitd «lo I’un qiudoctnqiio dbsulro oux doll dlro iin iniilliplo 
do n. 

(b>nsl(b'*rons alors un misoiiil)lo d’arp;umonts 



(pil sunt los tndiuos quo los arf^unu'nls tu avoo ootlo dilVdronoo quo lours 
ordros do mnlliplicild sont n ff»is plus pot its, Alors os I la parlio d’nno 
ptb’i{nlo. D'aillours I’onsoiiiblo do tons los poinls n’ osL idonliquo it l’nnsniul)lo 
flc.s poinls 

FjO probldnio rn.vicnt done i\ olioroJuiry; {>roiipos ralionncls; la sommo dos 
argnnumls do chaqiio groupn (tlanL la /i'*"'" partio d’uue pdriodo, la sommo dos 
argumnnls do tons los groujms ilLniit mio pdriodo. .rajoulo quo lo nombre dos 
points do Lous los groupos doll ftlro divisililo par d oL qu’il on ost do m6mo do 
nombro des points do ebaquo groiipo, ft moins quo n no soil divlaildo par 3. 
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llficiproqucinont, si cos coiuJilions sont romplics, on jjuul, nnillvo 
sons la fonnc! ( i tcr). On pent Irouvor cn efl'ul nn polynoiuu X, qui ail mi /nro 
(I’orclro n en chacuu des poinls (y^j ol nn j)ol;)'noniG Y (jiii ait mi /O'o simple en 
cliacuii des poinls v,. Consid^rons alors lu rappoii 

Y« 

G’est line fonction doiihlcmcnl pO'ioiliquo do l’ar{,mineiU eilipliqm' d'nn poini 
de la ciibiqno, ol cello fonclion no dovieiil jamais infinie; (i’osl doiio uiks 
constanle quo nous poinmns snpposer ognic i\ i . 

lSoIi J'o, VO nil point ralionncl do C. Pour pins de simpliciub j'enloinlnii 
do nouveau Ic mot ralionnnl dans Ic sens oi'dinaii’o; II sera it (I’ailleurs faeile 
de general isor pour nn corps algiibriqne qnolconqno. Jo ponx done snp[)()ser 
quo a^n) Xo, VO "50111 dos cntiors premiers ontre cux, el j’appelln iX|* el Y„ lo 
I’^siillat do la subslilnlion de ces enliers dans X, el Y. On ii alors 

X?X2...X« = Yi'. 

Le pins grand commiin divisenr de XJ el X“ (qui sonl des enliers) doll divlsm* 
Yq, el par hjpolii6sc les trots courhes Xi“ 0 , Xa=r:o, Y rj;:: o u’onL aucun 
point comninn. 

II en rdsuUe t^videmmenl (pi’en appelant A le rdsnllanl de X) , X.j, Y, il exisle 
neiif polynoines P a coefllclenls unliersj lels quo Poii ail idtiiil iqnemeul 

P,X,-Y-PsXs i P;,Y-=:Aa’'/, 

P'.X. , p-x, 1 P!,Y-Arb 

P';x,-- PSXa^h P'iYr^As'/, 

CJ dlanl im exposnnt enlior convcnabic. D’on il suit quo lo pins graml commiin 
divisenr do Xj, X,, \o doit divisor a la foisAa?^, par cousdqinmL A. 

On no pout done fuire snr los divisotirs commmis dos X” ol do Y,, tpibin 
uombre fini dMiypollicses. 

Par nn raisounemonl loul a fail paroil i\ celui qiii prdefido, on on dt^diiil 

» > 

les h et k dtaut dos enliers snv losqiiols on no pout fairo qidun nomhro (ini 
(Phjpolh^ses, Giles dlant des enliers 
Nous sommos alnsi amends A nous poser la quoslion siiivanlc : 
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'>‘U 

Si Ton pose 

( 2 ) X/-= 

(piel <5 sL lo lieu tin puiiiL ^i, ' 2 , . . i,, dans I’Gbpuct* A p dimensious quand le 

poini Xy }'^ z dcicril la cublque (1? 

Los poinis ralioimels <lo co lieu curnjspoiulGnl aiix points nilioamels de G, 
do sorle quo cc lieu jouo lui rdlc analogue a cadui de la cubiquo d(5riv6o G'. 

SoieuL u rat'guineiiL clliplicpie stir G, st el &)' les juirindcs el 0 (m) nne 
foncliun 0 lelle quo 

0(0) — o, 0(/{ , to)==0(«), 

0 ( ! - (o' ) e"" ' 0 ( If ), • 


Soicnl X/ lo dcgr6 do X, el 

(-),(«)-- n(/f - ir'/>)0(/t~ ii'pl). ..0(// — 


Soionl «!, «.j, «.| les arguinouLs des poinls d’inlerscclion de la cubiquo 
nvce 'x’ o oL 

Q 0(// — 1^1 )0(lf — c/o) 0(« — a.)). 


JjCS expressions 


oAo/ ’ (-)i(-Ja...B/A-0/ 


^oil 7 ^ — esl le degrd do sent des fonelious doiiblcmenl piiriodiqucs de 

soeonde ospeeo (so roprodiiisanl a uii faclciii* coiistanl pres par I’addition 
d’nno piW’iodo) qui no devicnneiil jamais iuliiiios. Elies so nkluisenl done a des 
oxpouculicllos, do sorle (pie l*(j({uaU(m de In cubiquo pt'ul dive ()crilc 






(6\'1 


«p", 


los jj. ol les p 6lanl des eousUinlos, on bien encore 

i'i 

les V (ilanl des conslnnles. 


St las h soul lorn 6 gatiXi c’osL lA I’^qualion on coordoniu^cs hoinog6ncs 
d’une courbo do gonro i dans Tespaco u " 1 dimensious. Quol esl lo dogr6 
do colto courbo oL quelles sonl los pt^riodes correspondanios ? 



ARlTHMLTIQUt: DES COUUBEH ALC.^llHIQUFS 


54 '> 

On a 


n 

n 


Oi{u-i- (j)) — 6t(li), «/(« H- lo') = 

'la, n"r=hn', 

a '> 


li. 


(^uauii K au^ineiUe dc3 o), los quanlilds X,'. /j, (■), t'l ,c lUi cluuifjfonl 
Dune no cliango pna, (^uiuul u iiufj^ineiUo <l(i fii', Ins ([iianlluVs X,, x no 
cltaiigcuL pas; (•)/ et o soiit miilll])lu''s par 

f,3nii I liA_ 

Done e"P’" esL imilliplii par 


Done np,(,) esl im mulliple de -aiix, os I, c^gal ii nr/XiVf a iiii muUiplo prOs 

do af77. Nous avons dit quo X(n, esL lo d’niuj porlodo; on a done 

// il It'/ |qi'i -I- [i’ rii', 

oL pj t'iUnl dos enUers. II vionl alors 

ot d'aillours 


(^iiiind u angmoiiLo do on do w', lo lognrilliuio do augnicuLo do 



I- a' u “h b' - 


Lq„ = a' a i //• 



II suit do la quo los ra])[)orls dos soul dos runclions doiiltloinoiil pdrio- 
diquos do dont les pt^riodos di^poudoul diss onliors pt ot pj , on ptuldL dos 
rosles do oos ontiors Hi n, Cos fond ions adinoLLroiU la pdriodo 

yw ' y'u)', 

pourvu quo Lous les donnciU lo nu^mo rcsLo u n. 

11 esL alsii ainsi do diUorminer cos pdriodos oL I’on on dddiiit aisdinont lo 
dogt'd do coiLo coiirbc do gonro t , quo nous pourrons a p polar oncore umi 
courbe d(h'iv^e do G. 

On volt quo lo noinbre dos coiirbos ddrivdos csl oncore (ini, qidi\ lout point 
lalionnol de G correspond un point raLionnol do I’nnc dos ddrivdos ol que les 



aui'uimktiqui; di:s coukues alg^driques, ''>43 

ioiK’lious (illi|)ll{|iit‘s rcliilU'Gs i\ uno si* (16<lui.scnl de cellos rolnlives a C 

j»iu* lino li imsloniialion ( > ). 

I onto oonoho (hW'ivoo iiilinotUuil im point ratlonnol lUaiiL ('((jnivaletile a iino 
oiilH<|no, (‘uiiiiiio on I a vn au piinij^iaplu! IV, si la cubujucC adiuol une lnfinil6 
ill* points valiomn'Is, on a ainsi In nioyon do (lidlnir un (‘orLalu noinbro dbuiLres 
oiibiijiio.s (^<lont los lonollons idlipt l(|iu*s so {h'nlnisonl de cellcs do G par nne 
Li'aiisloi’ina t ion) ol snr 1 nno an inoins d’enlro olios ii ^ aura une inlinilci do 
points ralioiuiols. 


/Vo \it/>/n)\on,\ /)ltix t/uc (OHS Irs 7, soienl 

( III pent, liamvor p ' ontk'rs fi//, donl Us didonninniiL esL esial a i ol p onLlers y, 

lids (pii> 

-o, ity, 8, 

d I'Manl lo plus {;rand oniniiuin tlivisonr dos 7,. 

Mors los pi'oduits 

/< ll(v,0/of>)»)[bA 

sont dos ronclions donbloinont pi'n'indiipios do ii dnnl los pi'w'indos sc dikornii- 
uoi'uiont o.niiinin nuns voiums tlo lo I’airo. Los - i (jnniUili'‘S Z/. soul los 
oooi’donnoos iinn liniiHif^bnes dbiii jininl diierivaiiL uno coni'bo de genre i dans 
I'ospai'o i\ /; 1 dinumsiims. (loUo eoiirbo pent s’appeler encore imo coiu'be 

(!rri\'rt* f/o G, ol oos ennrbos dib'ivdos do G joiiissenL eiuion* dos nubiios pro- 
pi'idliVs ipio dans los oas oxuiiiinds jusipi’iol. 

( )n piMiL pos(*r, par oxoinplo, 

n 

ol 'A'f o.sL ouonro dmildiniiont pbrlodiqno. (Innlile d'ajmiter (pie res riisiillats 
ibwioimoiit illnsnirns jninry/ in.) 

II n’ji a lira i I riiMi i\ eliangcir a ce (pii prdciVle si, au llini do I’l'a^uation (i fcr), 
on parlall d’uno ibpialinn anainguo 

Hi/) Y«, 

on los (/ soraimil dos enliers ipieleoruptos. loi encore un ne poul fairo qu’un 


(') Oa pi'iil voir, <‘Hmiini pi’i’s'rilnonuunl, qua I('h coiiriies di'irlviScB lio (1, vcluttvca iM’eiiUcr a, 
imi'inrllniil (rraRriHlisn’ liiiiLtjs tin stniH.rliissas (ta niui'laiR da Koni'o i et dn ii, ayiiiil 

nii’''iii<< iiiviiriaiU qitr <1. (!<'. IS.) 
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noiiihve lini d'lijpollieses snr lovS clivisours coinmuns do X” (!l XII (juinul a'o, 
Tn sonL proiniori, (siiLro onx. U ou rosidlo quo XJ (si <7^ osL prom lor nvoo n) 
csl line puissance parfuilc a uii faclcur conslanl pros sur loipu'l on ni' 
peuL fuire qu’iiii nojnl)i’G (ini <l'!ij|)<uln:sos. 

Vojons uiainlcnanL dans qnols cas on pen I avoir iiiu' i'f[ualion di 5 la 
forme (i ter). 

Supposons quo soil un imiUlpIo do 3 plus e, (£/--= o, 1 , u). Alnrs le 

groiipc des points iVt oLanI ralionnol, on doit avoir, d’apros co (juo nous avuus 
vii a la fin du paragraplie VI, 

(H) ='0- 

CoLU; expression iloil Otre la /i'''"'" par lie d’uno poriodo, e’esL-a-diro ipie 
I’arguincnL d’un des points ralionnoK (it savoir le point iliT',, si e, ~ m , el le 
point aiSmo si ■-•?.) on la dlirdrcnco des argiiineiUs do deux p{)Inls ralioimels 
(A savoir liv,-, si o), doit etre la pa 1 lie d’uue pdriodo. 

Celte conditiou esL d’aillours ('videmment suffisanlo. l^n cllel, si par exemplo 

(1) 

ly r=: ^ ) 

II 

on pent Lrouvor Irois groupes ratiomiels Xu’ 3 , Xu'.i, I els quo 

S(I'l=:^7)y, 3i(V«l=:y5«, ' iiU'Tr; ry-Cl, 

<71 (/sM' 0 (mod/i), ijt (uuuK-t), 

Si n ii’esL pas divisihie par 3, eji doit lUre divisihle par 3; nous ju>uvons alurs 
supposer }i 3 “ An Si ji est divisible par 3, nous jjoiivous encore) pvendri* 

(mocl'J), 

puisqu’on a 

g\ h i) ( 1110(13), 

Si nous avions 

r. a) 

3 > 

n 

nous prendrions encore 

XlGi ~ fjidi 1] U>5 ^ 5^1 «, === (/iff, 

9 i-h 0 (innd3/i), (/i ^ (/a y;r' 0 (unui;}), 

3 Xj 


)>i ~ Xa =: X 3 , 


n 


(mod 3 ). 
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Jo distinguorai dcnx cns : 

Oil bloii la di[l6roncc des iirgumcnls de deux points rallonncls esllc 
d’linc piirioilo. Dims cc cns, la considevalion des courbes derii'ees nous 
appvend reellemenl quelque chose de nouveau. 

Si colic condilion osL romplie par unc cublquc, ello I’esl par loules les 
cubiquos 6qnlvaloalcs ; jnals, on general, olio no I’esL pas par C, ni, par cons6- 
(jiicnl, par aiicimo des cubiquos 6qiuvnlcnles, d moins quon n’etende par 
ooie d'adjonction le domaine de rotlonalite, 

2 ° Ou liien la dllTi'Toncc des nrgumenis do deux points ralionncls n’esl 
jamais Ic /^'^"“’d’uno pib’iodc (a moins d’etre une pririodo). 

S’il on cst ninsi, il I'auL, d 'a pres co que nous venons devoir, quo I’argunicnL a 
d’un des points rtilionnels soil lo d'ane pdriodo co. 

Alors 

3w 

3a = — 

71 


ost la dilTiirenco dos argumcnls de deux points ralionncls el en memo temps 
lo d’uQC pdriodc; il faut done que ce soil iino pc^riode, co qui ue pent 
nrrivor que do deux nianicres ; si to — o, ou si n esl divisible par 3. 

Lo second cus so rainene aisemont nu premier, car si n esl divisible par 3 
cl. quo “ ost uno piriodc, cc esl lo tiers d’lino piirlodo. Mais com me Ics argu- 
ments no sonl ddlinis qu’il un liors do pib'iodo pr6s, nous pouvons supposcr 
a “ o, d’ou CO — - o. 

Si « esl mil, on a 


ol lo second membro no pout 6trc In par lie d’unc ptiriode que si lous les^, 
sont mils; car I’cxprcssion 'S^psCXs dlant la diirdrencc des arguments de deux 
points ralionncls no pout dtre In par tic d’une pdriodo. Done, 


S 0, 


xb 


Dans ce cns, quo nous npprend I’analyse prdeddente ? Que esl la n 
puissance d’un nombre ralionncl. Soil alors 


lAiuo 


s — e (mods). 

rt 


Nous pouvons alors trouver deux courbes ralionnellos Z) o el 
ir. P. • V 


Za — 0 , de 


69 
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ilegr6^^“ -J- passant loulos deux e fois par lo point ralionnel, clonl Vargu- 
nieni cst la premiere Zj =0 passant Xo fois par chaciin des points Wt ; 

la second e Zig- - o passant X, fois par cli acini dos points u’.j. 

On n alors 



ee qui siifftt d<^ja pour proiivcr que lo premier menibre osl une puissance 
parfaite, 

Le rdsullal en (jueslion osl done illusoire, puisqu’on aurait pu I’oblenir par 
voio puremenL algiibritpie, sans fairo intervonir Ic ruisonnement arithrudtique 
Ibnd^ sur rimpossibilitii do clticoinposcr un enlier de plusieurs inani^res en 
factcurs premiers. 

r.a consicl6ralion des cubiques d6rivdes serail ilonc sans intbrel dans ce cas. 

Nous vojons loulefois quo Xj doit dire une puissance /i'*'"® parfaite, multi- 
plidc par im enlier sur lequei on ne {icul fntre qu’un nombro fini d'hypollicsos. 
si Von conriatL le plus i>rancl comniiin dioiseuv </g a?o,/oi So- Celle restric- 
tion diininue un pen la portde dii rdsuUat, qui esl (J’nlUeur.s inddpcndaiil de la 
considdralion des cubiques ddrivdes. 

Le cas ou la considdrnlioii des cubiques ddrivdes pent iHro utile osl done 
celiii oi'a les fonctions ollipLiquos relatives a cos cubiques ddrivdos se ddduiseiit 
de cellos qui correspondent i\ C par une trnnsfornialion qui n^est pas (fii 
premier ordve ('V 


IX. Courbee de genre Buperieur. 


Je ne dirai que quclques mots des courbes de genre siipdi'icur ti i. II n’csi 
plus vrni que de la connaissauce d'un point ralionnel on puisse ddduiro colic 
d’uno iufinild d’auLres points rationncls. Mnis do la connaissanco d’nn groupe 


(*) Lcs risullats tic ce narayrapbc sonl ^ I’origme ties (Idnionstralions dc ftlordcll el Weil 
{note des pages 4921 5aK ct ci-dcssous p. 548). Cca anlciirs ont aliliae, par des calculs mi pen 
diffdronts de ceux dc 11. Poincart^, dca rouvbca analogues au\ courbes dAnvties (relatives a 
Icntier Ils out monlro qnc ecs courbes pcrnieileiil de rcpriaciilcr Ic groupe qiiolieiil 

du groupe (aildiiif) dca poinla rationncls Biir fl, par lo groupe des prodiiils tic ecs poliila 
par»= 2 . Comme les courbes ddrivtScs sonl en iionibrc rini, ainsi f|ue II. Poincari 1<* met en 
evidence, M en r6sultc que ce groupe quolient. est Jini. tVoU cc rdsultnl ([ul perinel It Mordcll 
cl i Weil dappliqncr uiic ni6lliodo de deseonte inpnie dans le groupe dca points raLionnola 
fondamentmix. (t?. C.) 
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t’alioiiiicl (Gt par cousc^quenL do colie fl’iiii point ratioimel) on jioiil cl^diili’o 
cello cruue infiiiild d’auLres gronpes rationncls. 

Soil G unc courbc ralioniielle do genre p OL do degvei /n, ot soil mi groupo 
ralioniiol de points sur cotlo courbe. Le nombre des poiiils doubles osL 

(m — i)(//f — 2) 

/j. 

Si nous coupons par uiio courlie udjoiiiLe C' do dogrd <f '. -.m — a, le nonibro 
des points d’inLorsocLion dinV'rcnls des points doubles esl 

lli(J - ’X"/ 

cl sur ce nombre, nuj — 'id — p pen vent dire choisis nrliitrairemenl. 

Solent M|, Wa Uj, los p int(^gi'ales abt^licnncs do premiere especc. Un 

groupo do p points osL d^fini qimnd on se donne les p sommes 

quo j'appoller'ai ses a}\qum(ints, .I’appcdb'rni idors U gronpc ainsi <lenni le 
proupc («!, «a, . . (X/i) on siinjilcmout le groupti «, On pent choisir le.s 

conslantos (l’inl6gratiou do telle fncou qiie la soinmc des arguments soil uulle 
pour bis points d’lnlerseotion d’uno courbe adjolnle quelconquej los points 
doulilcs i-Uunt la issds do edit';. 

Si les groiipes do p [loiuls «, p ot y sonl rtuimmels, il on csL dn m6im‘ dn 
groupe p Y — <y. Fui ofl’eL, par les groupos p et v on peul faire passer une 

courbe adjoin to rntionnulle de degree q > j oUe coupe G on inq 2 d — 2 /) 

autres points forimuit un groupe riUionnol G doiiL la somme dos arguiiionls 
e.st — (PH-y)* ^ groupe a on pent fairo passer une conrlie 

ratio nnolle ndjoinle do dogrd q qiii coupe C on p autres poinl.s formant un 
groupe rationnel d’arguniants P-hy — «• 

Supposons inaintenant que le groupe do p points a soil rationnel. .fe ni 6 no 
d’abord unc courlie adjolnle rationnelie quolconquo dc degrd^^w — a; olio 
coupe G suivanl un groupe rationnel G de mq — 2d point.s; la somme des 
arguments cst niillo. 

Soil ^ le plus grand comuum dlvisour dc m et de 2d \ on pout irouver dmn 
uombres ouliors positil’s q‘'^ni — a el P lels quo 


(/) “ P(»i2' — so?) = S/i, 
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h 6 tanl iin eatior positif quclconquc. Je voux mainlenanl quo 

8 /» =(K-hi)jo, 


si 5' est le p. g. c. d. de m, 2 rf, ^ el si 


il suffit de prendre 


P ~ ^ — ®^'i 

h = ', K -I- I = 6. 


Cela pos 6 , je fa is passer une courbe adjoinlo rationnelle de clcgri^ q\ 
(3 -h I fois par lo groupe G el K fois par lo groiipe a; cello courbe ost ainsi 
entieremenl ddlerminde (*)i cl clle coupe encore G eu p nuires points, car on a 

njq'= (K -H i)/) I- (p H- j) (mgr — 2d) -h 'zd, 

Ces p aulres points for men I un groupe rationnel el la son) me des argu- 
mcnls CsL — Ka 011 01 — e&. 

II rdsultc do lout cela quo les gronpes raliouucls do /> points siluds sur G 
sont donu 6 s par une formulo 

a -r &na ■+■ S pf{ « — Ki) 

de mdme forme que Ics for mu les analogues rcla lives aux oubiqiies. 

Le n ombre s (qni pour les cub iq lies csL 6 gnl A 3 ) ost lo 2')lus grand comiuun 
diviscur do m et 2d divisc pai’ le plus grand commun diviscur de m, 2 d, p. 

On oon^oit la possibilild do conslruiro do cclto mani^re uno ihAorie analogue 
A collo des cub iq lies 


(’) It n’ea csi pus toujours ainsi cl il c\isi<*, Anns cic noinim'ux rns, un rnscmhlc liniairc dc 
Idles coiirbcs, qiii diToupcnl snr C, uiic si'rie linenire de sjMfcmcs de p poiiiis. (A.N.). 

(*) II y « I ieu do dumfinlrer, com me pour les ciiliiques (nolc do lii p'lfjc 49a) qu’il esisle mi 
sysLftme de valeups- at,, en nombre Jlni, porineUaiii do i’epi’t''8ciiler Inus les groupcs rnUoniicla 
de /j ponils. La preuve un 0 doimce pur A. Woil, loc, cit. (P. C.) 
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NOTE 

M’ A riTIE If)), 


II seinble quo ce Memoire d’AritliRuHique de Henri Poincure esi celui qni a 
enlraine le plus de recherches cL de travaux uUerieiirs. II j est mis en evidence 
la relation etroile entre les deux p rob) ernes dioplianlicns : 

i” la rechei’che dos points a coordonnoes ralionnelles qui son I situos sur line 
courbe algebrique definio pai’ une equation a coeflleienls ratiouncls; 

s'* la construction de la classe de coiirbes (appelees equivalenles) dcduitcs de 
I’une d’elles par les transformations birationnelles a coeflicicnls rationneh. 

Cette liaison avail deja etu indiqiiee quelrpios aim lies aupnravant par IIiMiiinT cl 
Muuwitz, Ueber die diophuntiseken Ghdehungen vom Geschlecht Null {Acln. 
Malh., l. Ha, i8()o), qni lui ravalcnt appliquee rpi’a des courlies unicursalcs (ou de 
genre zero). Leur elude seinl)le bien nvoii' oLe ignoroe assez longlemps des uiallid- 
maticiens el de Henri Poinonre lui-ineme. 

Henri Poincare ne oonsacre i|ue quelqtics pages (§11) au\ courbes unicursaies 
elles-mimes, mals cludie lo cas des coui'bea de genre i, on ulilisanl leur represen- 
talion (ou iiniformisalion) par des fonclions ellipliques el en s'aidniU do sa puis- 
same inluilion geoinelriquc, 

C'esl ainsi qu'il mol cn evidence (§ 8) l*e\isLenGe, sur une cul)ique, d’lm sys- 
lemo (qui pcul elre vide) de points raliounels fondamentaux donl lous les aulrea 
points se deduisont par une consirucllnn geomelriqiie analogue n une addition (en 
constiluanL uinsi un groiipe abelian doiiL ces poinls fondamciiLaux sont les gene- 
rateurs). II sc Lrouve quo ces points sont en noinbre Uni et que cc nombre qu’il 
appellc rang cl clout ii signale Piinpoi lance, esl un invariant dans loiite transfor- 
mation bira lion nolle a coefficIeiUs raliounels. S'il no ddnionlre pas explicilemenl 
ces deux proprleliis, il mo n Ire (ju’Dii pent former des syslernes de poinls raliounels 
fondamentaux sur loiiLe courbe de genre i comine sur les cuhiques (§ k). 

II eludie ensuite assez longiiemont les sous-cinsscs coiistituees par les ciibiques 
deduiles de Pune d’cllcs par des transformations lineaires a coefficients raliounels 
(§ 6) (cl non plus seulemenl bl ralionnelles) et il en doiiiie des exemplcs par In 
construction de cubiques ddrivees (§ 8). 

Quoique la ihdorie do PAritUm6tiquc des corps algebriqucs fiU encore Ires pen 
GOiinue en France (en iQoi), Henri Poincard en fait un usage retnarquable 
pour demonlrer (a un detail pres concernanl les unites) une propriety clonl MordeiJ 
et Weil out signals I’imporlance. Ii semble qu'il savail ou qu'il avail lout au moina 
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pl’ijssetili ljuo rinli’odutilioii des nuiiihrfts algyl)r](|uch ptiriiii'l (ri‘‘cliiii'(\i’ I't dt' 
donner leur v(ii'iLal)]e ongiiie aiix solulioiis d(i nomlxcus prohliMiic.') iiriliiiiu'liqut's 
'!iir les notiibi’cs enliors, 

Des 1910, le iMeinoiru de lleiiri Poiiieai'o <|n’il appt'lail liii-iiieiiH! 

1111 programme d’cLiides, insplrau de Ires noniljreiix travaiix. On a Midi([ii(‘ tlaii^ 
quelques noLes an roiii’s des pages eommenl ccriaiiis de cos resullals out tde 
precises eL compUneSj iiolaiiiiiieiil par NageJl, Mordjill, Mail let, ele. D’aiiLres otti 
iHe generalises eii ['’ranee meme; les cuiiibes de genre superi(!m' a 1 unL I'li' tdiidi«u‘s 
par Weil. Les gruiipes des points eveeplioiinels d’lnie mibique e( les iniillipUc'ih's 
iinieitrsales oni ete eliidies par IL’aneois fllialelel. Des pri'eisiotis Mir les vnleurs 
possibles dn rang d’nne culiiquc onl ele oblenues reeeiuitn'iil jnir iN'ei’on. 

On li’oiive nil premier e\pos(* de ei’s diMirses reelierelies ilaiis le fasei 
rule WXIX (ipay) dii iMtbnorinl des Sciences innlh<i/n((/i(/urs sur L’ inu/ysr 
uuUlerminee de degre saperieur redige pai’ iM. NaiiHIj,. Des nsiilials plus rereiils 
soul donnes dans le fascicule des Krpehnisse der iUdlhemtUih, : DlupImntiSchr 
Glcirhungcn de Skolum. Eu outre daus un livre pustliune de II, Lunrsuiii' en I'ours 
d’impression, on Lrouve un dcveloppeincnt eleineiiiaire, iiuiis parlieulieremoul 
siiggcsLif des idees de II. Poincare, an sujel des coui’hcs unicursales et <Ie,s cuurlies 
de genre un, Les principcs et les difliciilles des raisoinieuieulfi y sont soigneu- 
semenL mis en evidence. (A. C.) 
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